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Ouvrages du méme Auteur qui se trouvent chez le méme 
Libraire. 


URANOGRAPHIE, où TRAITÉ ÉLÉMENTAIRE D>ASTRONOMIE » à l’usagge 
des personnes peu versées dans les Mathématiques , des Géographes , dees 
Marins, des Ingénieurs, etc. , accompagné de planisphères ; cinquième éddi- 
tion, considérablement augmentée, 1 vol. in-89, avec 10 planches, 18377- 
Prix :9fr. So c. , et 11 fr. 50 c.-franc de port. 


Astronomie pratique, usage et composition de la Connaissance des tems;, 
ouvrage destiné aux Astronomes , aux Marins et aux Ingénieurs. Paris:, 
1830; prix, 7 fr. 50 c., et 9 fr. 50, franc de port. 

Géodésie, ou Traité de la figure de la Terre et de ses parties, contenant lda 
Topographie , l'Arpentage, le Nivellement, la Géomorphie terrestre et ass= 
tronomique , la construction des Cartes et la Navigation ; Leçons donnéess. 
à la Faculté des Sciences de Paris, 1835; prix, 7 fr. 50c. 

Traité élémentaire de Mécanique, adopté dans l'instruction publique, 5° édii- 
tion, 1826, in-8. Prix : 9 fr. 50 e. pour Paris, et 9fr., franc de port. 

Élémens de Statique , in-8° , 1810. Prix : 3 fr. pour Paris, et 4 fr., franc dée 
port. 

Le Dessin linéaire, destiné à l’enseignement des Écoles primaires , quel quee 
soit le mode qu’on y suit, 3° édition, avec atlas de 16 planches gravées enn 
taille-douce. Paris, 1827. Prix, 8 fr., et 9 fr. 50 c. franc de port. 

La Goniométrie, où Procédé pour décrire des ares et des angles de tous les de-- 
grés. Paris, 1820. Prix: 1 fr. 25e. 

Flore parisienne , 1 vol. in-18. 

Élémens de Technologie , ou description des procédés des arts et de l’Écono-- 
mie domestique; ouvrage destiné à l'instruction de la jennesse. 1 vob- 
in-8°, avec 7 planches en taille-douce, 1333. Prix : 7 fr. 


LES OUVRAGES CI-DESSUS SE VENDENT AUSSI 


A Bordeaux, chez Gassiot, libraire, 
Fossés de l’Intendance, n° 6r. 


IMPRIMERIE DE BACHELIER, 
rue du Jardinet, 12. 
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MATHÉMATIQUES PURES, 


Par L.-B. FRANCOEUR, 


Professeur de la Faculté des Sciences de Paris, Chevalier de la Légion-d’Honneur , 
Officier de l'Université, ex-Examinateur des Candidats de l'Ecole royale Poly- 
technique, Membre honoraire du département de la Marine russe, Correspon- 
dant de l’Académie des Sciences de Saint-Pétersbourg, des Sociétés Philomatique, 
d’Encouragement pour l’industrie nationale , royale et centrale d’agriculture dela 
Seine , d'Instruction élémentaire et des Méthodes d'Enseignement , des Académies 
de Rouen , Cambrai, Toulouse, Lisbonne, etc. 


OUVRAGE DESTINÉ AUX ÉLÈVES DES ÉCOLES NORMALE ET POLYTECHNIQUE 
ET AUX CANDIDATS QUI SE PRÉPARENT A Y ÊTRE ADMIS. 


QUATRIÈME ÉDITION, 


REVUE ET AUGMENTÉE. 


Préférez, dans l'enseignement, les méthodes générales ; 
attachez-vous à les présenter de la manière la plus 
simple, et vous verrez en même temps qu'elles sont 
toujours les plus faciles. 


Larzace, Fcoles norm , tome IV, p. 49- 


PARIS, 
BACHELIER, IMPRIMEUR-LIBRAIRE 


DE L'ÉCOLE POLYTECHNIQUE, CtC., 


Quai des Augustins, n° 55. 
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ni et. Combinaisons. 

475. Lonsque des termes sont composés de lettres sembla- 
bles ou différentes, placées dans divers ordres, nous nomme- 
rons ces assemblages des Arrangemens, ou des Perm ions; 
mais si lune de ces lettres au moins èst différente dans ch: 
terme, et qu’on mait point égard aux rangs des le tres, 
térmes.seront des Combinaisons (*). Ainsi abc, bac,” a, 

sont { permutations, et abc, abd, bed, acd, 4 combinaisons 
3 à 3. ei é 

} ES o 
iM 

(*) Les combinaisons sont aussi appelées Produits différens ; nous rejetons 
cette expression défectueuse ; car ab et cd, qui sont les combinaisons diffé- 
rentes de deux lettres , peuvent cependant former des produits égaux, comme 
3x8=6x4#=12x2. On a distingué aussi les permutations des arrangemens , 
réservant le °" Dr aux arrangemens de p léttresentreelles, ou p àp : mais 
cette distinction n’a aucun but utile, et nous n'en ferons pas usage, non plus 


que de plusieurs autres dénomipations. + 
P IT: D Te 
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Pour désigner le nombre des permi 
avec m lettres, en les prenant p à Pn EA I mPp. ; le 
nombre des combinaisons sera indiqu D Ti 

Propos ns-nous de trouver le 
tions de. lettres prises p à p, 0 Considéron 
bord les: a er de DE an ai tret Île qùe a, 


Von supprime cette it à) 1, On ai égaln at assem- 
blages de p — ı Jettres; ce tvisib 
gemens possibles des m— LL Se 
ensemble; désignons-en l Jen 

Donc si l’on prènd ces me r lettres à, c 
elles toutes les permutations prjià 137 ue : 
a en tête de chaque terme, on aura tutes 
tions p à p qui ont a pour initiale. En effet, pi 
celles-ci fût omise ou répétée plusieurs fois, i FE nes 
y avoir supprimé a, qui est en tête, les asset sprestaus 
présentassent la même erreur, et que qu mutation 
p—1àp—1 des lettres b, c, d... fût elle-Mémeomise ou ré- 
pétée; ce qui est contre la supposition, fk : 

Il y a donc autant d’arrangemens de m — 1 lettres prises 
p— 1 à p — 1, que d’arrangemens de m lettres p à p, où a est 

itial ? soit g ce nombre. Or, si l’on raisonne NA b comme on 
pour a, on trouvera de même g permutations qui còm- 
tpar b; il y en a @ qui ont.e eh tête, etc. ; et comime 
étre doit être initiale à son tour , le sombre-sbérdhe 
y est composé d'autant de fois ọ qu’il y a de lettres, * ? 

J=me, , ou [mPp]=m. [(m—1) P(p—1)]. 

Il suit de là que, 1°. pour obtenir le nombre y” d’arrange- 
mens de m lettres 2 À 2, @ est alors le nombre d’arrangemens 
de m—1 lettres prises 1 à 1,oug=m—1;doncy"=m(m—1). 

2°. Si l’on veut lenombre Pi d’arrangemens de m lettres 3 à 3, 
p est 3, et ọ désigne la quotité d’arrangemens de m — 1 lettres 
2 à 2, quotité qu’on tire de y" en changeant m en m == 1; 
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oI 


å i D 
p=m— 1) (m=); - d'où »"= m (m— D (m—)). 

3°:0n trouve de même pour le nombre des arrangemens fa 4, 
= m(m—) 1) (m —2) (m—3), et ainsi de suite, 

u est visible ‘que pour passer de l’une de ces, u. à la sui- 
vante, il faut y changer m en m—1, puis m er par m; ce 
qui reyiént à joindre aux facteurs m, m—1..., l'entier qui suit 
le dernier de ces nombres ; ; ainsi, pour p lettres, ce dérnier mul- 
tiplicateur sera m— - 1), d'où Gti 
gE j= m (m — 1) (m2). x mp4. (i); 
je s est p. C’est ainsi que ġ choses peuvent 
À v d'autant dé façons différentes qu’il est mar- 
oduit des 4 facteurs.9. 8. 7.6. = [9P4] = 3024; 
nombre de n manières dont 9 personnes peuvent occuper 
s,- Les arrangemens de m choses 1 à 1 et 2 à 2 réunis, 
en nombre"? + m (m — 1) = m 

En faisant m= p, on obtient le hôlnbre 2 d’arrangemens de 
p lettres p à p, toutes les p lettres éhtrant c dans chaque terme, 


z=[pPp]=p(p— !).. 2 2. 1=1.2. x 7 73 P3 AA (2). 
Le nombre : d’arrangemens des7 7 notes de la gamme musicale ést 
=50 do; en comptant les demi-tons, on a {79 001 Goo. 


nombre x des combinaisons différentes dem 


inscrivons au- dessous de la 1™° toutes les permutations ds D $ 
lettres qui s’y trouvent, et nousaurons une colonne verticale for- 
mée de z termes (équ. 2). Le second terme de la ligne horizon- 
tale donnera de même une colonne verticale de z termes compo- 
sant toutes les permutations des p lettres qui y sont comprises;et 
dontune lettre au moins est différente de celles qui entrent dans 
la combinaison déjà traitée. La 3° combinaison donnera aussi z 
tern padifférens desautres, etc. On formera doncainsi untableau 
co é de x colonnes, ayant chacune z termes; én tout xz ré- 
sultats, qui constituent visiblement tous les arrangemens possi- 
blèsdenosm lettres prises Aà p,sans qu'aucun soit omis ni répété. 


- ye 
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et suivent 


mérateur, etc an: i 
par sa natu -a r doit à 
étre exc ru livisil 
rait pro i, i 


y $ >q, tous lu e cette je qu A i 
(3), mag peut pa rés 
Pay mn — q m=i m1" pe sa 


+“. re : Ra 


qu'il fa se Lion! 
ou Poe rment le mêmes prod 
nominateursf si J’ on prend ceux-ci en © 


(m=g)(m—g—1) .=p (p— D: . 
R , ces deux membres admettent un égal nombre de facteurs 
et décroissans; si chaque facteur d’une part n’était pas 
lui qui a mêle rang de Pautre part, l'égalité: serait 
ble, puisque, suppression faite des facteurs communs, 
it des facteurs tous plus grands d'un côté que de l’ autro 
et en pareil nombre. Ainsi, cette équ. exige que m— =; ponr 
que r=; de là ce théorème : a 


mip = [mCq] quand m=p +4. e ke 
100 lettres prises 83 2,88, et pr y à 12, donnent un égal 
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nombre de amine Ak Ph Eaa aten [ fie 00 C 88] a pour n S 
190.99. +80. 88...13, et pou et pour dénom. 1.2.3... 12.13. up- v 
An A A 


ir com sins’ e e Da CE ER %5 88; à il rêste 


+ 


= 100 € La Cette remarqua sert à rendre plus fa- 


ds Le ares de la foule (3), quand p>im. On a plus. 
dt trouvé 100 C 4 que roo C 96 = 3 921 225. A & 
néluons de là que si l’on écrit successivement les no r ibrés { 
de combinaisons de m léttres 1 à1,2à 2, 3 à 3, LL sls P 
mémes valeurs se reproduiront en ordi rétrograde} au-delà du 4 
terme du milieu. Par ex., pout 8 lettres, ces nômbres sont . 
8, Fi 56, Jo, 56, 28, 8. (Foy . le tableau ci-après.) i 


IL. Supposons q=p => i; A n’a qu’un’ seul facteur de plus 
que, hara ona ne 


ś 


jo p +1 


Lu v (4). 
EPA | P á 

Mi M f successivement les 
| +" mnesd anpii és de combinaisons de m lettres 1 à 1, 


rs 
LL RUES 


2à + .. Étrivez es frac ions : Cane mL mul- 

tipliez ANIR par le prod s. de toutes | cédentes. Par 

F: popr 8 deu à combiner on écrit n "E et l’on a 
8 >? 1 = 28; 28 x KESOI c ainsi qwa pe 

numéros de la Isis jes aiis, 28 ambes, 56 

70 quaternes et 56 qui es. Lesig uméros donnent go extraits, 

4005 ny: se + ernes, 2 58 Form 43 949 268 


n 3, 
y es Dex, 0 SE. tds ne 


AEA nteurs croissans : ds que ces 
ente ; il va en diminuant, 
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6 AUGÈBRE. 
"et nous savons qu’on retrouve les mêmies produits en sems ré- 
ognan 
“Ças, m pair = 24 : Où à nt: ainsi les ttermes 
croissent jusqu'au rang i = a, où le dernier facteur est er 
ce terme est [m C> Mm], ou 


"m= Csi... CFT CAR LA neat 
Y DUDU SE N a WE A sos. æ 
On écrit dénominateur la suite naturelle 1.2.3... sæ, et 
on la continue au numérateur jusqu’à, 2e. Complétons le 


numérateur par les facteurs 1.2.3..,.4, E 
DR ~ 
trash: ts à At “i 
FREE TE © : 


(2.5 a) ; | “4 
or les facteurs pairs qui, en i hant, sont en raigs alternatif sont 
2.4.6.. ES 4e "3, donc enfin. lé plus grand 
terme, ou celui du jeu , est. x 
ROLE 3. 5. J- kiate © 

250. 4. À: 
2° Cas, m impair = 2a+ g 47 condition ques de- 


vient À > à + 1; ainsi les termes ne décroissent que si lle rang 
i dépasse « $ 1; et ethnie mit ce rang, le dernier facteur $e 


réduit à Igi OOA terme est égal au précédent, em sorte 


qu’il se répète aux rangs «+ iet 2, ou 1 (mÆ 1). Faisons 
donc `= a et nous au*ons pour les deux termes du rnilieu, 
qui sont les plus grands [m C(m +))] . 

_(aetDae. «ba _ (#42): (24:32): RER 


EPE PNY a "12.8. + 

En opérant comme ci-dessus, on trouve, # y A s 
HS: i3. 5. CPE 

time: (m 1] =27 iim Ne on 1.2.3 FE 


C'est ainsi que les plus grands nombres de OR qu 7 
f 


M = |m Ge "ER 
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puisse faire avec 18 et avec 19 ‘lettres sont 


TTE AD 


MEUS CS = 2x AEF r- = 48620 ; 


` 
Let 


Mt cp = 92378; 


du reste chacun des nombres de combinaisons doit toujouis 
ètre entier. 
9% à L'equ (4) donne aussi 
D LEE 
à cu de Féu: nt Wk), et de g = p — 1; ce 2° membre, com- 
paré À l'équ. OZ onne i 


s T: 
aako CpI= [mCP] + Cp + 1)]. 

R end à déduire, par une simple addition, 
les combinaisons de m + 1 lettres de celles de m lettres; c'est 
ainsi que dans tablen suivant, qu’on nomme Ze Triangle 
arithmétique de Pascal, chaque nombre est la somme des deux 
termes corfespondans de la ligne précédente. Ainsi on a 


e 7° ligne... Meat tS 3520y 75 1. 


Pòùr côriiposér la 8° ligne, on fera 1 + 7 = =$, ] #21 = 28, 
21 + 35 56, 35 + 35 = jo, éte. 
Cette loi ga i fetour des minės térmes en sens in— 


verse, puisqu'il l ait lieu dans uné ligne pour qu'il 
sé uote Aussi ai anté. Du reste, nous savons déduire 
les L ser Tanen ligne les uns des autres, et de proche 


proche (£°. i: oà Paide dés termes de-la ligne qui pré- 
cède 8°.), ôu enfin dirèctement à l’aide de l'équ. (3) qui en 
est le terme général. 


Aa 
S S, 
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ES ZE 

HI. Soient 1, m,a,b,c....b, a, m; 1, les nombres d’une 
ligne; ceux de la cotée (8°.)sont 1, 1 + m, m+- a, a4b.. 
a+m, m + 1,1: la somme des termes de rangs pairs est, 

1+m+a+b.. .Em+i, Fe AE n. 
impairs, et aussi que la somme des termes de la ligne précédente. 
En ajoutant tous les termes de la ligne? m+i1,on a donc le double 
de la somme de la ligne m. Or, la 2° ligne du tableau est 
1+2—+1—=4=2/ done les lignes suivantes ont pour somme 
2, 21... 2%. Ainsi, la somme des combinaïsons de m Le 
2"; celle des termes de rangs, soit pairs, soit impairs, yan x 
somme qu'on trouve pour les combinaisons: de m — 1 leu res, 


478. Partageons les m lettres a, b, c, d,.. en de ixo 
unes en nombre m’, les autres en nombre m”, (m= m ; 
puis cherchons toutes les combinaisons p à p formées de p' des 
premières lettres jointes avec p” des autres (p=p'+#p").Pôur 
sela faisons toutes les combinaisons des 1" p' à p', et celles des 
dernières p” à p”; le nombre en sera m'Cp' et m”Cp"; accou- 
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plons chacun. des 1° résultats à chacun des seconds; p’ fac- 
teurs d’une part, réunis à p” de l’autre, formeront p facteurs; 
et ilest visible que ces systèmes accompliront tous ceux qu’on 
cherche, Leur nombre est donc 

X= [m Cp] >< [m"©p"]. >~ (5). 

I. Dans combien de combinaisons dés m lettres a, b, c... 
entre la lettre a? m =p = 1, et X=(m—1)C(p—1). 

Il. Combien de combinaisonscontiennentasans b, etb sansa? 
m = 2, p' = 1; d'où X= 2 X [(m—2) C(p = 1)). 

II. Combien renferment a et b ensemble? m =p = 2, 
X= (m =2)C(p—?). 

IV. Combien ne contiennent ni a, ni ġ? m=2, p' = oet 
X =(m — 2) Cp. 

V. Sur les combinaisons de m lettres på p, combien en est-il 
qui contiennent deux des 3 lettres a, b, c? m° = 3, pl = 2 
X= 3, [(m — 3) C(p— 2) 

VI. Les combinaisons de ro léttres4 à 4 sont en nombre 210 : 
si l'on distingue trois lettres a; b, c, on peut demander con- 
bien il y a de ces combinaisons qui ne contiennent aucune de 
ces trois lettres, combien en renferment une seule, combien 2, 
combien toutes les trois ensemble : on trouve 


1°.) Aucune des trois lettres... 3Co:904 = 1 x 35 = 35 


20. Une seule... :...7.....4, 3C1:903=— 3 x 35 = 105 
30. Den..." nes 7100702 A EE 
4°: Toutes les trois.......... 303. 7Cr = TE 7 
Nombre total des combinaisons.. ........ SEPT PRT- SO 


Quant aux permutations, de m lettres p à p, qui contien- 
nent p' lettres prises parmi m' qu'on a désignées, leur nombre 
Y = X X 12.3... p. En effet, il suffit de prendre chacune 
des X combinaisons, et de permuter entre elles les p lettres 
qui y entrent. 

4179. Effectuons les permutations p à p des nilettres a, b, c.v, 
de toutes les manières possibles. Otons = en p — r, telles que 
TRANS v; apportons l’une d'elles ¿à côté de chacune des 
m— p +rautres a, b, c... h; d’ où fa, ib, ic... ih, Changeons 
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oiir à tour én a,b,c. 4h, étnous aürons tous les arrangement 
à à 5 dés'm 2: pd E i,a,b... k En tètëdë ces résul- 
tats , plaçons la 2* lettre supprimée k; kia, kib... kikiy puis ` 
b Mines octo reti keni,a,b...h, <tnonsaurôns toute 
les permutations 3 3 desm = p 43 lettres E i, a,b... h, et 
ainsi de suite. + < Re og i 
Par ex., pour permuter 3 à 3 lès Bars. ae crd, $ 
j'ôte det e, et portant d près de a, b, c, j'ai da, dib, dc 
de den a, bete, il vient tous les arrangemens 2 àa 2 
des 4 lettres a, b, c, d, ` A | ue. B ‘3 


da, db, de, ad, ab, ac, fa; bd, bo, ca, cb, cd. 


Il reste à appoter e en tête de chaque terme, eda, edb, Ms. ik 
puis à changer e en a, en b, en c, et en d; fe a alors les. 60 ar- ` 
rangemens;demandés i. 

480. Soit | proposé de Sens les DA PAE i p i Prat 
chons-les d’abord 2 à 2; ôtons a, et  Japportons če : lettre 
_ près deb, c. ., savoir ab, ac, Sie sont Song; inai- 
sons 2 à 2 Batata a. Plaçons « nan 17 a dec, d..., puis 
c près des lettres 4, e. i A eig , naus, | aurons 
toutes les combibeh a 2 Ts. 

“Pour combiner : 3à3% ötons a a et aprisa 2 
‘lettres b, © d.. b ainsi qu’on vient 6 

ie de chaque terme; b près de ch 
pas déjà, c près ‘de ceux qui font 
rous Jes combineïsofls 3 à 3. gs, 

En Era ; pour combiner p EAP létires Dh: vy $ 
et à 2 lês autres lettres a, b, c.a. h; portez piès .* 
de igp ésuliat Pune desd lettres papptiméeg à i, puis à près 


(*) Cette théorie sert à trouver le LA 2 À et l'anagramme Éd'un mot. Ces 
pénibles bagatellés offrent quelqu des résultats heureux. Dams Frère 
Jacques Cléme gia inde Henri I n trouve, lettre pour lettré : C'est 
l'enfer qui m'a éréč: Vablo fit les anâgrimmes de Domus Lescinia, en hon- 
eur de MALE de a maisan, des Leczinski; il trouva ces mots : Ades 
incolumis, omnis es lucida } mane ‘sidas loci, sis colis Dei, I scande is 
Ce déruier fut prophétique ; Staħislas devint roi de Pologne” 


y 
Ve 
E 
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dés termes sans 4, b près. de ceux qui n’ont ni a ni b.:,; vous 
aurez Les.combinaisons 3 à 3 des lettres a, bpc. .. h, i: portez 
de nouveau + près de chaque terme, a près de ceux qui n’ont 
pas a, etc; et vous aurez les combinaisons 4 à 4 de a, ġ. s i; k, 
et ainsi de suite, jusqu’à ce qu’on ait restitué toutes les (p — 2) 
lettres supprimées. à pyr, 


S 


Développenént de la puissance dun piin: 


481. Lorsqu'on faita = b= c.. : le produit dé m facteurs 
(x+a)(t +6) (x He). | dofekt@S a)"; le développement 
de la puissance mit an binome se réduit done à effectuer ce 
produit, et à rendre ensuite les 2°* termes a,b,c.. . égaux; ce 
procédé permet de recònnaître la loi qu fohdatreut les divers 
termes du produit; avant d'éprouver là réduction. Or, bi yü 
(n° 97, V.) que ce produit a la forme ; i ' 

a" + Az) Nu BA p Ga... + Nas, Sue 

A étant la somme a + +c. . des 2" termes des facteurs 
binômes, B la sonimé ab $ ac+ bé. . : de leurs produits 2à 2, 
C celle des produits 3 à 3, að + abd.., ete. En faisant... 
a=b= c... tous les termes de 4 deviennent = a; ceux de 
B sait = 01} ele deC,= a.: .; ceux. de: N, = a". 

Donc À devient a répété m fois, ou ma: | or. 

Pour B,a° doit être répété autant de fois qu’il y avait de pro- 
duits 2 à 2, on B = @. [mC2]= :m(m— 1) a. 


Pour C, a? ue de fois que m lettres donnent de 
combinaisons 3 à B = į m(m—1ı) (m — 2) a; et ainsi de 
suite. 


4 
Pourun terme res rang quslcoiquisioEa (mCrja". 
Enfin le dernier te ta”. ce là cette Hg découverte 


par Newton: = tG 
4 ER mr es LR 
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12 ALGÈBRE,- et 
K Le Lena Eu ns sanke mess (7) 
à Te 


GS} Sra 


dre, on sat que a ' dans la formule 
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à 
… BINOME DE NEWTON. - 15 


"A sé sh a" RES tous lés 


iay 
11% KE 4 
Exp ssion a Ge belida p iplai ai le, on yramène 
ement de toute puiss nce proposé A+B)", 

r binom par 4.po ir, réduire le 1% terme à être 1, 
+ PO : à la quantité sa valeur 


te ar GA ‘pre ah cé fadtion = =z, “oni retoutbe 


+m. Eu Heten. pam, © 


sur u, (8). “Ain, a après: avoit fo m Les produits co 
des, (m—1) Mr 2), à (m—3)e. 
comme L i 5), on coefficiens du dévelo 
ment à ensuite multi lier par les puissances cre 
sante + pour (2a pre prends E 


etje dons sh Je forme le les ra 
2a N e 
multiplications’ sucéessives, j j ’ai LL a Vel es 56, 70; 
ce terme moyen, les suiva 
issances croissantes 23484 nn rs Glan: tout par 


asai, en mettant pour z L sis que cette lettre ré- 
présente , Ex 


x 


i 16128. a°% + 48384. a" 
o, ai DE 108864. abus: 
td + PRE TRE AE 
au binome en faisan D 
(a +2)" a pour terme généra | [Caja z, 
a et p étant nai ) ; a+p=m. 
Mais si l'on pose € + d.. -+i=r, ouas=b#y, et le 
éral de z? = (b HS est. [pce] Ua ", 
avec laeoñdition B4+9=pP, savoir, a+8+q=m. 
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Faisons de même d+ e... Pi =x, le terme général de 


y= eF) est... % die | CC] cz", 
et y +r= gron, ` He: vy p atbhyr=m. 


En remontant, par Äi substitutions. successives, il est clair 
que le terme général du développement čherchéest 


N={mCa). [PCA] L90»1.25° Pi ahéty... Hum. 
Du veste, « 8, LE . sont des entiers arbitraires qui désignent 
les rangs de chion de nos termes généraux Į particuliers dans 
leurs séries respectives. Le dénominateur du coeficient de N 
at 1:2:3..4X 1.243. ,8X..., en prenant autant de sé 
facteurs qu äly a d'ex sans, le dernier w excepté: 
duisons-y, pour ie, le produit 1.2.3. , Ju, ainsi 
t: a Pais le numérateur, qu Hpréndre la forme _ vas ci 


Tm). (mitn OT ON. ARE. 2.1. 
"pe = m — a; les facteurs pyp = — 1.42, continuent « donc la 
rie m (m—1)(m— 2)... JU à (p—8 + 1); qui éstà son 
tour continuée par g = p —ĝ; et ainsi de suite, ‘jusqu’à 
ü (u= 1)... 2. 1;le SP a est diie la suite des facteurs 
décroissans m (M= 1). jus) wà 2.1, qu’on peut écrire ainsi : 
Le2e re +- (min. Le 1 généra) cherché est done : 


“+ 


possibles , compris o , avec la condition que 1 me = m; 

et il faudra admettre autan es de cette forme , qu'on 

peut prendre de valeurs qui y si, dans toutes les com- 

binaisons possibles. Le dope ur ést formé d'autant de sé- 

rles defacteurs 1.2.3.. 2,3..18.1. qu'il ya de ces exposans. 

Par ex, pour utb jar de un des termes. est. 
1.2.3...10,a°b°c* 


REE AEAN A a T E aen 


ét le même coeflicient 2520 affectera les termes afb°c. db. 


Les exposans g, 8, y- - sont ss les RES sitifs et entiers 
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484. Tout ceci suppose que l'éxposant m est un nombre en- 
tier positif z s'il n’en est pas ainsi, on ignore quel est le dé- 
veloppément de (14+z)", et il s’agit de prouver qu’il a encore 
la même forme (8), (For. n° 715, IV.) C’est à cela que se ré- 
duit la proposition pour tout polynome à développer; car en 
multipliantl’équ. (8) par x", on a la série de (x + x2)", ou 
(x+a)", en faisant zz—a ; ce calċul reproduit l'équation (6), 
qui deviendrait alors démontrée pour tout exposant m : et par 
suite, la doctrine dn n° 483 serait applicable. 
Ainsi m et n. t des grandeurs quelconques, posons 
de i et: 1 + mr įm (ma) 7 + etc, 
Dre: + nz + = n(n — 1) z° + etc., 
d’où l’on tire 2y = 1 + pz+i pp — 1)? +ete., 
en faisant P=m+n. 


En effet, sans nous arrêter à faire la multiplication des poly- 
nomes x eti}, qui donnerait les r°“ termes d’une Suite indé- 

finie, mais n’en ferait pas connaître la loi, observons que'i m 

et n sont entiers et positifs, il est prouvé que x = (1 + z)", 

y= +a)" ı d'où gy = (1 +7) — (1 + z} : dans ce 
cas, le produit xy est bien tel que nous l'avons posé. Or, si 

m ou n n’est pas entier et positif, la même chose doit arriver, 

puisque les règles de la multiplication des deux polynomes ne 

dépendent pas des grandeurs qu’on peut attribuer aux lettres 

des facteurs. Parex., letermeen zê, dans xy, doit être le pro~ 

duit de certains termes de x et de y, termes qui seront les 

mêmes, quelles que soient les valeurs de m et n; et puisque 

ce produit est : P (p — 1)z° dans un cas, il sera tel dans tout 

autre cas, 

D'après cela, 1°. si m est entier et négatif, comme n est 
arbitraire, faisons n= — m,n sera entier et positif, et l’on sait 
qu'alors y = (1 + z)"; p= o réduit la 3° équ. à zy —1, 
d'où =y = G +a" =a)". 


(DM = iE mpm Me Hm ZEL sa. 
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3%. Quandin est frartion 
n=m, d'où p=m, 


ainsi later + amt Om > + ec: 
v 4 ; 2 À mi LE r 
- multiplions cette équ. IR Mas À aHan SSe : A 
"4 
il vient | FT -H Les t + etes 
I pr A: : Ta r S 1 
de même — 
enfin ; i= kma + Am + 2° + ete. 


quel que 2: entier $. Or si est le ‘dénominateurde la frac - 
tion m=pimsl, et f 1 : ite 
$ a Ti 

7 = LP LE ae LE +3 


puisque Zest pen) ou négatif : donc zh: = AT bn et 
r= + 2)". 
3°. m étant fair où transcendant us note, n° 56), 
“soient n et h deux nombres entre lesquels m soit compris : 
chaque terme de x —1 +mz+.. . est entre ses correspondans 
dans les séries (G +z)" et (x +2)", ile est clair que z est entre 
ces deux expressions, qui diffèrent entre elles aussi peu qu’on 
veut. Donc (1+-2)" approche indéfiniment de zx, à mesure que 
n approche de m : soit « la diff., ou (1 +z} =£ +a. 
De même, 8 étant la différence entre (0 +z)" et(1 +2)", 
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BINOME DE NEWTON. 17 
on a (1. + 2e)" “+ 4, d'où z + a (1 4 2)"+8, 
« et 8 étant aussi petits qu’on veut; donc (n° 113)..... irte 


x=(1 +2)" ' 

4°. Enfin, Vexposant étant imaginaire ; c’est par conven- 
tion qu’on traite ces expressions par les mêmes règles que les 
réelles; car on-ne peut se faire une idée juste d’un calcul dont 
les élémens seraient des symboles qui ne sont l'image d’au- 
cune grandeur; il n’y a donc rien à démontrer ici (n° 128). 

485. Appliquons la ge eae: (6) à des exemples. 

W y it 

«+ Y ERA 1+kx? 
formons la série. he (x * kx)7 (n° 482, 4°. ). Les coeficiens 
ont pour facteurs — 1 ,2(—i1—1),i(—1—2)..., qui tous 
sont =— t; les produits sont alternativement 1 et —1 ; d’où 
résulte ceite progression par quotient 1—Ær + kz’ — kèz’... , 
dont là raison est — kæ. Donc 


E _Pour.développer -2 k étant = £ ” 


a = a Bx B'a’ La Lx? FAEN 
atle a FT DE a“ a M a” D 


JI. r wtr), écrivons at /( 12%) « VOLE»), 


enposant æ =a. Pour développer la puare Lui PE, 
compas les facteurs des postes, savoir : 4, 4 (4—1), 
3 G— 2). {ou i—i miM ie : les coefficiens sont des 
fractionsdont les mumérateurssontlesfacteursimpairer. .3.5:7.. 
et les dénominateurs les facteurs pairs 2.4.6.8... * Donc 


JA TTL LS FOREST! , 
i= + 4 ST 34 © 346 2468 P 


Vert) it Z — net, nôas | 135 W, 


2aa 24a 246a  2.4.6.8.a° 


III- On obtiendra de même 


=} OLIS CLS AUS: OS |: (123.07 re 
NAN RER ESPN Ce MALO 
had A Dita 138. LRS 1.359 xs 
a nti =; (=Z +; paita goa + age ia F) 
- RE: : 2 
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18 ALGÈBRE. 
3 do 
(Ep = 12 Sn + 8 + — 2 + pg “ete. 


s 
G+) =p 3 435 ma 357 a p 35.9: 


où ERA OA 
3 2178 EL 5x3 1074 22x5 ; 
Vla+x)= ya (+3 Een ga 7 Het + apatis D) 
E- T L E a R U ba az2y'5 
one DE e e PS A 
(1—a)-2 = 1 + 2a p 3a + hadan (nier... (Voyr. p. 15.) 


486. Tous les coefficiens de (x+a)", quand m est wn nom- 
bre premier, sont multiples de m , abstraction faite ede ceux 
de x" et 4"; en effet, l’équ. (3), p. 4, donne 


1.2.3... pX [mCp]= mm — 1) (m — 2). ..(m — p + 1); 
et comme le 2° membre est multiple de m, le 1°% doit aussi 
l’être; on suppose m premier et > p; ainsi, m doitt diviser 
[mCp]. 

On prouve de même que tous les termes de (a+ b yi enr)" 
sont multiples de m, excepté a" ,0",c". 

K désignant un entier, on a tés 

(a+b4c...) =a" -4b 4e"... LmK.. 
Si l'on fait 1 = a = b =c. . . ,h étant le nombre des tezrmes du 
polynome, on trouvek”—h-mK; d’où h”—h= multiple de m, 
RG) 
OÙ—— —— 
m 

vise pas ,il doitdiviser (4”~'—1). Cest le théorème de IFermat, 
qu’on énonce ainsi : Si l'entier h n’est pas multiple dut nombre 
premier m, Le reste de la division de h™™ par m est unité. 

Ce théorème peut encore s’énoncer comme il suit:comune m—1 
est un nombre pair, tel que 2g..., At (h—:) (A4); 
ainsi m doit diviser l’un de ces deux facteurs ; c.—à-d.. que le 
reste de la division.de 4? par m est +1 , quand m est wn nom- 
bre premier > 2, et q =; (mzy 1). * > 


=, entier. Donc, si le nombre premier 7m re di- 
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Extractions des Racines , 4", 5"... 


487. Le procédé que nous avons donné (n°* 62 et 68) pour 
extraire les racines carrées et cubiques peut maintenant être 
appliqué à tous les degrés. Par ex., pour avoir la racine 4° 
de 548 464, désignons par Æ la 4* puissance la plus élevée 
contenue dans ce nombre, par a les dixaines, et par b les unités 
de la racine. Comme 4 = (a + b)t = at + 4a*b….., le premier 
terme at est la 4° puissance du chiffre des dixaines, à la droite 
de laquelle on placera quatre zéro. Séparant donc les quatre 
chiffres 8464, on voit que 54 contient cette 4° puissance du 
chiffre des dixaines,considérées comme simples unités;et comme 
16 est la 4° puissance la plus élevée comprise dans 54, on prouve 
que 2, racine 4° de 16, est le chiffre des dixaines. Otant 16 de 
54, et rétablissant les chiffres séparés, le reste, 388 464, ren- 
ferme les quatre autres parties de (a 4-6), ou 4a*b + Gab*.… 
Mais 4a°b est terminé par trois zéro, qui proviennent de a’; 
séparant les trois chiffres 464, ie reste 388 contient 4 fois le 
produit des unités à, par le cube du chiffre 2 des dixaines, con- 
sidérées comme unités simples, ou 4 X 8b —32b; 388 contient 
en outre les mille qui proviennent de 6a°b°+,,. Le quotient 
10 , de 388 divisé par 32, sera donc.b, ou >ò : mais il faut ré- 
duire & à 7, ou la racine à 27, ainsi qu'on le vérifie comme pour 
la racine cubique (voyez t. I, p. 92), en formant, comme on 
le voit ci-après, la quantité b (4a* +-6a°b + 4ab* + b°). On 
trouve le reste 17023. Pour pousser l’approximation plus 
loin, il faut ajouter quatre zéro dont on sépare trois, et diviser 
170230 par {a'*, en faisant a' = 27 : et comme...:,....... 
4a = ka’ + 12a°b + 12ab° +. 4b%, on voit que, pour former 
ce diviseur 4a”?, il faut ajouter 6a°b + 8ab* + 3b° à la partie 
entre parenthèses ci-dessus, etc. 


548464 { 27,2 
1 


32 1°" divis. . g PERS ee 2 MIND 53063 
a rt À: TRES Caps Pr Prés FAT EA 
4h 392,..-..... Poids 2 fois 
1710330 Er Mar DER fois í 
53063 X7=371 441 2° diviseur 78732=4.27? 
r 
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Il est aisé de voir que cette marche de calcul, si commode 
pour trouver chaque diviseur partiel, est générale, quel que 
soit le degré de la racine à extraire. 

488. Les tables de logarithmes rendent les extractioms bien 
faciles, mais elles ne suffisent plus lorsqu'on veut approcher 
des racines au-delà des limites que ces tables comportemt. On 
fait alors usagé des procédés suivans. 

I. Les séries (II, p. 17) servent à extraire les racines carrées 
avec une grande approximation. Pour avoir y N, coupez Ven 
deux parties a° et + x°, dont la 1° soit un carré exact, et 
très grande par rapport à las, V N= y (a + x°) sera 
donnée par une série très convergenté! Soit, par exemple, de- 
mandé ÿ/2. Je cherche y8 = 24/2; comme pasga 1, je 
prends a= 3, 2 = 1 ; d'où V8 = 3 (1 — g yip) Pour 
rendre la série plus riidement convergente , prenez less trois 
premiers termes, qui font 2,829, et comparez à 8rle carré de 
celle fraction, vous verrez que 8 = 2,829° — 0,003241 „ d'où 


V8-=»,8294/(: -a )=s, 82842 71247 462; 


enfin, prenant la moitié, vous avez W/2=1,41421 35623 732. 

Les tables de logarithmes donnent la 1° approximation, 
qu'on augmente ensuite par le procédé ci-dessus. 

On a soin de conserver tous les termes de la série, qui, ré 
duits en décimales, ont des chiffres signes dans l’ordre 
de ceux qu’on veut conserver au résultat; le 1*f terme négligé 
doit commencer par 0,000000..., jusqu’à un rang plus avancé 
que le degré DE ET € exigé. 

II. Supposons qu’on connaisse un nombre a approché de la 
racine m‘ de N; soit b la différence entre N et a", 


N=an+b, YN=a+:, 
z est la correction que doit recevoir a; b etz sont de petits 
nombres, et on a a" + —{a + z)" : développant et repré- 
sentant par m, 4’, A", les coefliciens de l’équ. 6, p. 11, on a 
b=z(manT! + A'zams Lt Aramis +...) 
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Pour une première approximation, ne conservons que le 1“ 
erme de’cette série, b = mza"" ; on en tire une valeur de z 
qui, substituée dans le terme #4za"*, et négligeant les sui- 
vans , donne 
2ab N—a" 


z= iman (mn — 1) ERAROS (m4 1)a" + (m— 1) N’ 


m 
en éliminant b = + (N — a"). Donc YN = a +z devient 


ON = a x HN (m— a 


4 F. (m=) N4 (m + i)a” 
4 3N+a. 4, 2N+a 
d’où KN=a X 5 » RRRA Tan 
4 5 
VN=aX NE 3N + 24 


INFA? VAT aX NE Se 


Pir ex., pour f/ 65, on prend a=8, d’où y/65=8%<— er 
2072 


ou 357 2 = 8,062257, valeur exacte jusqu’à la 5° décimale. On 
4 


pousse rapidement l'approximation , en faisant plusieurs fois 
successives usage de la formule; ainsi pour 4/8, on fait d’a- 
borda=2,8, eton trouve 2,82842; prenantensuitea—2,8284:, 
d'où a’ et b; on a enfin la même valeur de 4/8, que nous avons 
obtenue précédemment. 


Des Nombres figurés. 
489. On donne ce nom aux nombres suivans : 

AP oont A, 2° HAT, Sel, 13 Le mt 
TEE E E E T E E E. O 9. 10 
-ETAR trae G0, 15. ai aD. 36. 45. 55 
Guise Ta 4. 10, 20. 35. 56. 84. 120. 165. 220... 
5°..,.., 1, 5. 15. 35. 70.126.210. 330, 495. 7 RS 
6... 4 1. 6, 21. 56.126.252.462. 592. 1287.2002... 
Jerse. 1. 7. 28. 84.210,462.924.1716. 3003. 5005,etc. 


Voici la loi que suivent ces nombres : Chaque terme est 
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la somme de celui qui est à sa gauche, ajouté à celui qui est 
au-dessus ; 2002 = 1287 -+ 715. De cette génération „ com- 
parée à celle du tableau , page 8,:0n conclut que les nombres 
sont les mêmes, mais pee Er un ordre différent. Une ligne 
de ce dernier, telle que 1.7.21,35... est ici une hypoténuse; 
on a donc T'= [mC (p — 1)] pour Sa d'un terme quel- 
conque d'ordre p, ou pris dans Ja ligne p° rte sur une Pape 
thénuse m“. CAT # Í è 

Prenons deux lignes consécutives : 

(p— 1)* ordre, stua.. qg.r.s.t1.v..., 
ME este dan T Ace QR ST. ., 

ona A =1 +a...R= Q+r, S=R+s, T=S +1... 

1°. Sur une hypoténuse, les termes se dépassent d’un rang 
dans les lignes consécutives; tels sont Tet v. Si T est le n° 
terme de l’ordre p, ou dans la n° colonne et la p“ ligne, v est 
le (n + 1)' terme de l’ordre p — 1; le terme de la ligne précé- 
dente est le (n + 2)‘ de l’ordre p—2.. ; pour remonter jus- 
qu’au 2° ordre 1.2.3...m, il faut donc au rang n ajouter p—2, 
différence des deux ordres; c.-à-d. que le terme m, n° de l’hy- 
poténuse, s’y trouve occuper le rang n + p — 2, 


m=n+p—2; 
l'équ. T= mĊ (p — 1) revient donc à (p. 4) 
T={(n+p—2) C(p—:),ou(n—1)] (10), 


ou 
T= * nı n42 n+p—2 
Arme E KE. par 


SRE PTEULPAS RP 
=£, UE ES Dee pe 


ml 


en développant par l’équ. (3), p. 4, et prenant les facteurs 
du numérateur en ordre inverse. On emploie de préféremce la 
1° ou la 2° de ces expressions du terme général T , selon que 
p est < ou > n. On vérifie même ici que le n° terme de l’ordre 


p est le même que le p“ de l’ordre n. 
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En posant p=3,4,5......0ona 
3° ordre, 1.3. 6.10... T= } n (n41) = [(n41) C2]; 


Le 


4° Rte 1.4.10.20.,. T'= § n (n+ 1) (n42) = [(n+2)C3] ; 
5°...... 1.5.15.35. .. Tin (n41) (n42) (n +3); 
2°, En comparant les termes 7’, t et $, on a 


T=mC(p—1), t=(m—1) C(p—2), S = (m—1) C(p—1). 


Développons et réduisons (équ. 3, n° 476), nous trouvons 
T= ER? y s STERT ti.. 


Ces formules servent à déduire les uns des autres, et de proche 
en proche, les termes qui composent, soit la ligne p°, soit la n° 


z 
colonne. Par ex. p = 6 donne 7° =H, S. Faisant n =2, 


3,4,... on trouve Ê, 2,8, 2,,... pour les multiplicateurs de 
chaque terme $ du 6° ordre, donnant au produit le terme 


suivant 7”. Pour n=}, TE t, donne 7, 8, ?,... fac- 


teurs qui servent à passer d’un terme { de la 7° colonne au sui- 
vant T. ee 

3°. On trouve qu’en ajoutant les deux termes de rangs n— r1 
et n de 3° ordre, la somme est n°; donc Za somme de deux 
nombres du 3° ordresuccéssifs est un carré parfait, et tout carré 
est décomposable en deux nombres du 3° ordre. C’est ainsi que 
121, carré de 11, est la somme de 55 et 66, qui sont le rofet 11° 
nombres du 3° ordre. 

4°. Ajoutant les valeurs de 4... A,S,7, ... (p.22), Ona 
T=i+ a... r4s+t; ainsi un terme quelconque T est 
la somme de tous ceux de l’ordre précédent, jusqu’à celui £ 
qui a le même rang; ou bien Ze terme général de l'ordre p est 
le terme sommatoire de l'ordre p — 1; donc pour obtenir Ze 
terme sommatoire £, ou la somme des n 1° termes de Pordre p, 
il faut changer p en p +1 dans l’équ. 10. 


z=[(n+p—1 ) Cp ou (n—1)] 
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24 ALGÈBRE, 
pour le 7° ordre, par ex., 2—[(n +6) C7]; la 7° série arrêtée 
au 9° terme a pour somme [15 C7] =6/35. 

5°. On verrait de même qu’un terme quelconque du tableau 
est la somme des termes de la colonne qui précède, limitée au 
méme ordre; čest d'ailleurs ce qui résulte de ce que Za pre- 
mière colonne est formée des mémes nombres que l'ordre p, 
car ces termes sont, deux à deux, ceux qui se reproduisent 
dans une même hypoténuse, comme étant à distance égale des 
extrêmes (7. p. 5, I). 

490. Nousavons pris pour origine de notre tableau la série 
1.1.1..., prenons 1.9.d.d..., et suivons la même généra- 
tion ; le 2° ordre sera l’équidifférence 1. 1-48. rpad. 1-432... 
etainsi des ordres suivans, comme on le voit dans ce tableau, 
dont le précédent n’est qu’un cas particulier. 


1er ordre r. &. 0 4 208%: 
Docs Lo 1 HA + 38 + 44... 
LEE 12H48 3439 4+ 6A 5% 104... 
L'ORPREE 1, 3+ 48 6 + 4d. 10 + 108. 15 + 200 « 
mn, 6.2 1. 4 Hi 10 + 54 20 + 154. 35 + 354... 
68... 1. 5+ A 15 4 6A 35 + 21d. 70 + 568.. 


IL est visible que tous les termes ont la forme T= 4 +B; 
et rapprochant les nombres de ceux du 1“ tableau, on trouve 
que 4 est le terme de même rang n dans l’ordre précédent p—1, 
et que le facteur B est le terme de même ordre p dans le rang 
précédent n— 1 : DA D 


Pr AN N 
T=n' terme de l’ordre (p—1) + [(n—1)* terme de l'ordre p}là, 
n zt I + np CRP 


Te iaa p—ı n— 


Tel est le terme M de ce dernier tableau. Le terme som- 
matoire 2 de l'ordre p, est le terme général de l'ordre p+-1y 4 
comme ci-devant. Par ex., p—3 donne, pour le 3° ordre, 


T =n +4} nò (n—1),2=+ n(n+i1) Tia d'(n—1)]. 
On fait dans le 1° ex. = 2, et les carrés 1.4.9.16... dé- 
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rivent de la progression impaire 1.3.5.7...; dans la seconde 
série d =3, etc. 


1. Suotraimdioh-l1ts I E al OE E SE ST 
EE AE: P FNE E I.c4n 7:10, 13.4 2.5. 9: 18:...: 
1. 4. 9: 16. 25. 1,192 13.222935 1, 6, 15.12B..; 
T= nm Th. PT T =n(2n— 1) 
2 > 
e n +1 mepa Ta: ni a n+1 ģn=ir 
Zz=n, r 3 ZžZ=mř. z 2=n. ROME D 


491. Si l’on coupe le côté al (fig. 23) du triangle alm en n—1 
parties égales, aux points b ,d,f,... et qu’on mène bc, de, fg... 
parallèles à la base Zm, ces longueurs croissent comme les 
nombres 1.2.3.4.... En plaçant un point en a, 2 en b et c, 
3 sur de, 4 sur fg.» ., p somme de ces points, depuis a, est suc- 
cessivement 1.3.6.10...; etle triangle alm contient autant de 
ces points qu’il est E par le n‘ de ces nombres du 3° ordre, 
qu'on‘a, pour cette raison , nommés triangulaires. Ces points 
sont équidistans , quand le triangle est équilatéral. . | 

De même dans un polygone, dem côtés, on mène des diago- 
nalesde l’ un des angles a, et l’on divise ces lignes et les côtés de 
l’angle a en — 1 DE” égales : joignant par des droites les 
points de 1 éro, on forme n— 1 polygones qui ont 
l'angle à pese et m—2 côtés parallèles. Les périmètres de 
ces côtés cr t comme 1.2.3 4. : Qu’on place un point à 
chaqué angle, unau milieu des côtés parallèles du 2° polygone, 
2 points sur chacun des côtés du 3°, etc., ces côtés contiendront 
1,283,.9 1. + points de plus, et le contour des m—2 côtés 
parallèles auront “chacun m— 2 points de plus que danste 
précédent. Faisons Å= m — 2, l'aire de notre polygone con- 
tiendra donc des points (équidistans, : si la figure est régulière) 
en quotité marquée par le n° terme de la série du 3° ordre, 
qu’on tire de 1 .d,29.34... C’est ce a fait nommer Cart, 
Pentagones, Hexagones… Se de ces séries, dont nous 
avons donné les termes eh et sommatoire , pour 22,3, 
Á»... ou m=#,5, 36... En général, on : appelle nombres po- 
lrgones, tous ceux du 3° ordre, parce qu ‘ils peuvent être équi- 
distans et contenus dans une figure polygonale. 
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Si l’on raisonne de même pour un angle trièdre , on verra 
que la série 1.4.10.20... représente la quotité de points qu'on 
peut y placer sur des plans parallèles, ce qui a fait nommuer ces 
nombres Pyramidaux. Les nombres polyèdres composent les 
séries du 4° ordre, dont nous savons déterminer les termes gé- 
néral et sommatoire, en faisant p =Á et 5. L’analogie a porté 
à généraliser ces notions , et l’on appelle nombres figurés tous 
ceux quisont soumis à la loi du n° 489, et compris dans le tableau 
précédent, quoiqu’on ne puisse réellement représenter tous 
ces nombres par des figures de Géométrie, au-delà du 4° ordre. 


Sur les Permutations et les Combinaisons , dans le 
cas où les lettres ne sont pas toutes inégales. 


492. Effectuons le produit du poly- A... a+b c... 
nome a + b+c..., plusieurs fois fac- loss: +. 
x 5 B... aa+ab—ac... 

teur, en ayant soin d'écrire, dans cha- ba+bb—bc. .. 
que terme, la lettre multiplicateur au der à ANR 
1“ rang, et de laisser à sa place chaque a+b Fc... 


lettre du multiplicande. 


C.. aan4-aab4-aac... +aba +-abb +abc...4aca+-acb... 
baa4-bab+-bac... +bba+bbb +bbc... +bca+bcb... 
cad4-cab+cac... +cba... et ainsi de suite. 


Le produit B est formé des arrangemens 2 à 2 des lettres a, 
b,c...; C, des permutations 3à 3, etc., en admettant qu’une 
lettre puisse entrer 1,2,3... fois dans chaque terme , et ainsi 
des autres, En effet, pour que deux arrangemens 3 à 3 dont a 
est initial, fussent répétés deux fois dans C, ou qu’un d’eux fùt 
omis, il faudrait que le système des deux lettres à droite de a 
fût un arrangement de» lettres répété lui-même,ouomis dans Z. 

Le produit B a m termes dans chaque ligne, et m lignes; m 
étant le nombre des lettres a,b,c... Ainsi,ilyam’arrangemens 
2 à 2; le produit Ca m lignes chacune de m° termes, ce qui fait 
m’ arrangemens 3 à 3... enfin m” est la quotité des permuta- 
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tions n àn de m letires, quand chaque lettre peut entrer 1,2,3,… 
et jusqu’à n fois dans les résultats ; n peut d’ailleurs être >m. 
Par ex., 9 chiffres pris { à 4 donnent ot, ou 6561 nombres dif- 


férens. 
La somme des arrangemens dem lettres a à 1,2à2,3à3,... 


nà n, est m + m°+ m?... + m", oum. mr. Avec 5 chiffres 
pris seuls, ou 2, ou 3 ensemble , la quotité des nombres qu'on 
peut écrire est 5 (5°— 1), ou 155. 

Soient n dés 4,B,C... à f faces marquées des lettres:a,, 
c... ; un jet de ces dés produira unsystème tel que abacc… Si 
l’on prend le 1°% dê 4, et qu’on lui fasse présenter tour à tour 
ses diverses faces, sans rien changer aux autres dés , le système 
ci-dessus en produira f; ainsi nos n dés donnent f fois plus de 
résultats que les (n— 1) autres dés B, C...; donc deux dés 
donnent f° hasards, 3 dés donnent f°, 4 dés f4,... n dés à f 
faces produisent f" hasards. Nous regardons ici, comme diffé- 
rens, les résultats identiques, lorsqu'ils sont amenés par des 
dés différens. 

Si le a‘ dé a f faces, le 2° f“, le 3° f”",.. le nombre des ha- 
sards est fx fx f"... 


493. Soient m places vacantes A,B,C. .. qu'il s’agit defaire 
occuper par m lettres, savoir, æ places par 4,8 places par &, etc. 
Cherchons de combien de façons on peut faire cette distribu- 
tion. Il est clair que pour placer les æ lettres a, il suffit de pren- 
dre g des lettres 4,B,C,... et de les égaler à a : cela peut se 
faire d'autant de façons qu’il est possible d'égaler de fois à a, 
a des lettres 4,8,C... ; [ mCa] marque donc de combien de 
manières on peut faire occuper æ places, sur m qui sont va- 
cantes (Voyez n° 478). 

Il reste, dans chaque terme, m— a places vacantes, dont £ 
peuvent être remplies par la lettre b, d'autant de façons qu’il est 
marqué par [m—e CB]; le produit [mCa] X [(m—x) C£], in- 
dique de combien de manières on peut distribuer æ lettres à, 
et £ lettres b, dans mm places vacantes, 
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Surles m — a + £ places qui restent à occuper, om peut pla- 
cer > lettres c; et chaque terme en produit um nombre 
(m—a—ß) Cy, etc; ainsi, jusqu’à ce qu'il n’y ait plus de 
places vacantes, ce qui arrive ra on a 4C = 1. Donc, si 
l'on veut distribuer les m facteurs at bÊ cY... de toutes les 
manières possibles, ou former tous les arrangemens qu'ils peu- 
vent subir, les résultats seront en nombre marqué par N, for- 
mule (9), page 14, qui est le coefficient du terme géméral d’un 
polynome. 

Par ex., les 10 facteurs abc’ d forment des permutations en 

1,2;/37%,10 
Étienne peuvent être arrangées de 420 façons différentes. 


nombre N = ou 12600. Les 7 lettres du mot 


Ce coefficient N exprime aussi combien ily a de hasards qui, 
avec m dés à f faces, peuvent amener un résuliat donné. Car si 
ces dés ont sur leurs faces les flettres a, b, c,... etsi l’on veut 
que æ dés offrent la face a, ce sera comme si « lettres a de- 
vaient se placer dans les rangs dont le nombre est ma: ce qui 
donne [mCa] hasards pour produire « lettres a. Pour que 8 
de nos m— a autres dés présentent la face b, il faut de mème 
faire remplir 8 places sur m— g vacantes; chacun de nos ré- 
sultats. précédens en produit donc [(m — u) CB], et ainsi de 
suite. 


494: Cherchons Les combinaisons des + 
i oct d.…. 
lettres a,b,c,.... + en admettant que pe EET <>: 
chaque facteur puisse entrer plusieurs AE bb ec+ dd... 
fois dans les divers termes (comme * + ré” 24 ae sa 
n° 492; excepté que l’ordre des facteurs : + ad. 


est ici indifférer : Muliplions plu  aaa+bbb+cec+dad... 


+abh+bec+cdd... 

sieurs fois par lui-même le polynome +aab+acc+bdd.… 
b +bbc+add... 
a+b+e.. + en he prenant pour fac- WE iced... 
teur d’un terme a, Pre, que les ter- | vom 


mes du multiplicande qui sont dans la 
mème colonne ou à sa gauche. Il est visible qu'on aura pour 
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résultats successifs les combinaisons demandées 2 à 2, 3 à 3... 

Quantt aux nombres des combinaisons, chaque colonne d’un 
produit contient autant de termes qu’il y en a dans la colonne 
qui est au-dessus, plus dans celles qui sont à gauche. Si 1, 4,8, 
,.… soit les nombres des termes des colonnes d’un produit, 
ceux du produit suivant sont donc 1-H4,1+#+2+4-8,1+2+8+#7. 
Cette série se tire de 1.4.8... selon la loi des nombres figurés 
(n° 489); done, pour les combinaisons 2 à 2, les colonnes suc- 
cessives contiennent 1.2.3.4... termes; pour les combinaisons 
3 à 3, elles en ont 1.3.6.10...; pour celles p à p, on a la série 
du p° ordre. Le nombre total des combinaisons , ou celui des 
termes d’un produit, est la somme de la série, étendue à 2,3,4... 
colonnes, selon qu’on a 1,2,3... lettres à combiner. Pour z 
lettres, il faut ajouter les n 1°* termes de l’ordre p, c.-à-d. 
prendre le n° terme de l’ordre p -+ 1. Ainsi, la quotité de com- 
binaisons de n lettres p à p, en admettant que chacune puisse 
J'entrer1,2,3. p fois, est le n° nombre de l'ordre p+x. Il 
faut donc changer p en p +1 dans l’équ. (10) page 22 : 


Ta n HN np 
2 Sr, P 


p+? pri 
| Ea 3 ni se (12) 
n peut être ou < p. Par ex., 10 lettres 4 à 4 donnent 


715 résultats; 4 lettres 10 à 10 en donnent 286. On voit d’ail- 
leurs que n actes! , prises p à p, etp + 1 lettres prises n — 1 à 
n— 1, donnent autant de combinaisons, puisqu'on peut rem 
placer z par, p+ 1,etp par: nr, sans changer T. 

La même équ. (12) en changeant p en n, et nen p, donne 
aussi la solution du problème suivant, dont on trouve une ap- 
plication dans la collation. des di rs universitaires des Fa- 
cultés. On a des boules de P couleurs différentes, blanches, 
rouges, noires. . ; on estconvenu d'attribuer à chaque couleur 
une siguification, telle que, bon, médiocre, mauvais... Un 
nombre nz de personnes expriment leur jugement en faisant 
choix chacun d’une boule de couleur conforme à son opinion. 
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On demande le nombre de combinaisons que le résultait peut 
présenter ? 

Il s’agit de prouver que les nombres du tableau jp. 21, 
donnent ces nombres de résultats, en prenant les lignes 1,2,3,... 
suivant qu'il y a des boules de 1,2,3... couleurs, et pwenant 
dans cette ligne les termes de rangs 2,3,4... selon qu’il y a 
1,2,3... juges. En effet, supposons qu’on ait effectué toutes 
les combinaisons dans les cas de boules de 1,2 et 3 couleurs, 
jusqu’au terme 10 de la 3° ligne, et cherchons le terme 15 qui 
suit, pour le cas de trois couleurs et de trois juges. On formera 
d’abord les résultats suivans qui contiennent des boules blan- 
ches :. 


3 Blanches, 2 bl. x noire, 1 bl. 2 noires, 1 bl. 1 noire, 1 rouge 
2 bl. r rouge, 1 bl. 2 rouges, 
de plus on aura les résultats privés de blanches : 
2 noires, 2 rouges, 1 rouge, 1 noire. 


Or, sur ces 10 combinaisons, les six premières sont, dans notre 
tableau , le nombre qui est à gauclie de 10, puisque si Von y 
supprimait 1 blanche partout, on aurait tous les résultats de 
3 boules avec 3 couleurs; et le chiffre 3 est celui qui est au- 
dessus de 10, le nombre de combinaisons de ules de 2 cou- 
leurs. Ainsi tout nombre du tableau que sui former 
est, ainsi qu’on l’a vu pour le tableau p. 21, la somme de ee- 
lui qui est à gauche plus celui qui est au-dessus. Ces deux ta- 
bleaux n’en font donc qu’un seul , et on a 


T={(n+p—1) Cn, ou (p— 1Y]. 
Lorsqw’il s’agit des grades de Facultés , on ne se sert que de 
boules de 3 couleurs , et le nombre des juges est de 3 à 6 selon 
les cas; p—3 donne 7°—:(n+1) (n+2). 


Le développement de (a + b+c...) est formé (n° 483) 


d'autant de termes de la forme Na%b%7.… qu’on peut prendre 
de nombres différens pour les exposans «,8,7,... leur somme 
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demeurant =p. La quotité totale des termes est donc égale à 
celle des combinaisons p à p, qu’on peut former avec les n 
lettres a,0,c,.. en leur attribuant tous les exposans de zéro 
àp. Ilest clair que T (p. 29) est le nombre de termes de la puis- 
sance p du polynome a +b +c... 

Si l’on veut la somme des combinaisons de n lettres 1 à 1, 
2à2,... p àp, il faut ajouter le n° nombre des ordres succes- 
sifs 2.2.3... p + 1 dans le tableau du n° 489, ou la n colonne, 
qu’on sait avoir pour somme le ( n -+ 1)f nombre de même or- 
dre p+ 1. Chaugeons donc n en n + 1 dans l’équ. (12), et 
nous aurons, pour la somme demandée, 


S=[(n+p) Cp, ou n]—1. 
Cetté unité soustractive répond aux combinaisons zéro à zéro, 


qu’on doit omettre ici. Par ex., 5 lettres combinées depuis 1 à 1, 
jusqu’à 4 à 4, ou 4 lettres de r à 1 jusqu’à 5 à 5, donnent ce 


nombre de résultats i BA DER = 125. 


1.2.3.4 
Si l’on veut les combinaisons depuis p à p, jusqu’à p à p', 
on applique deux fois la formule (aux nombres p et p’), et l’on 
retranche les résultats. 5 lettres prises de 4 à 4 jusqu’à 6 à 6 
forment 461—125, ou 336 combinaisons. 


495. Proposons-nous d’avoir toutes les combinaisons des 
lettres du monome aber. .. prises 1 à 1,2 à 2, 3 à 3, jusqu'à 
la dimension a + 84... Les exposans 1, 2, 3,... æ peuvent 
affecter a; de même 1,2, 3,... Æ pour å, etc.; la question se 


réduit visiblement à trouver tous les diviseurs de a“%e7..…, 
qui sont les termes du produit (note page 35 du 1° vol.). 


(ip a+ a...at) (140i...) pet 7)... 


Le nombre des termes, ou celui des combinaisons demandé, 
est (1+2) (148) (147)... Par ex., aæbtc’d* a 360 diviseurs 
(6.5.4.3) en y comprenant 1; il y a donc 359 manières de 
combiner les facteurs 1 à 1, 2à 2, etc. 

Et si l’on ne veut que ceux de ces diviseurs qui contiennem a, 


- 
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conime les autres divisent bfc”... et que ceux=ci sont en 
nombre (1 +8) (1 +y)...,en les retrancliant, il reste 
a (1+8) (14#y)... pour la quotité des diviseurs ui admet- 
tent a: comme si l’on eût apporté, e de " les Jes com- 
binaisons : sans a, les facteurs a,a°,a’,. 

Pour savoir combien, parmi les dés de a*bßc”...., il en 
est qui renferment ab", je prends tous ceux de ia? y» dont 
le nombre rest (1 +7) (1+2)... , et j'apporte a” b" P de 
chacun : les résultats sont donc en nombre égal. 


Notions sur les Probabilités. 


496. Quand on attend un événement.du hasard, la-pru- 
dence consiste à réunir le plus grand nombre de chances: favo- 
rables: l'événement devient probable à raison de la valleur.et 
de la quotité de ces chances. Des événemens sont également 
possibles, quand il y a autant.de motifs d’espérer que chacun 
arrivera , en sorte qu’il y ait une égale indécision pour présumer 
celui qui sera réalisé, et que des joueurs qui se partageraient 
ces chances en même nombre pour chacun , eussent des motifs 
égaux d’espoir, et un droit égal à le voir vérifié. On juge du 
degré de probabilité d’un événement, en comparant le nombre 
des chances qui l’amènent, au nombre total de toutesles chances 
également possibles.  ,; 

La probabilité se mesure par une fraction dont le PASS 
nateur est laquotité de tous les événemens également possibles, 
et dont le numérateur est le nombre des cas favorables. Je veux 
amener 5 et 2 avec deux dés dont les faces portent 1,2,3,4, 
5 et6; il n’y a que deux cas, sur 36 sosiedat posibles; de 
voir 5 et 2 arriver ; donc la probabilité est + ou ~+. Si j'espère 
amener 7 pour somme de points, je compte trois cas rublos, 
qui me sont favorables, 5 et 2,6et 1, 4 et3; j'ai donc oui, 
pour probabilité : il y a 1 à parier contre 5 qu’on TAUX 

Il faut donc nombrer toutes les chances possibles et égales, 
puis celles qui sont heureuses, et former une fraction de ces 
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deux nombres. Quand la probabilité est > +, il y a vrarsem- 
blance; incertitude, si cette fraction est +, c.-à-d. qu’on peut- 
indifféremment pañier pour ou contre l'événement. La proba- 
bilité devient certitude quand la fraction est 1, puisque tous 
les événemens possibles sont alors favorables. En réunissant les 
probabilités pour et contre un événement, on trouve toujours 
l'unité. 

Nous allons faire plusieurs applications de ces principes. 

Sur 32 cartes mêlées, 12 sont des figures, 20 des cartes blan- 
ches; la probabilité d'amener une figure, en tirant une seule 
carte „est = — į. Il ya donc 3 à parier contre 5 qu’on amènera 
une tuée, ‘5 contre 3 qu’on tirera une carte blanche. 

Sur m cartes , il y en a p d’une sorte désignée ; quelle est la 
probabilité d'en tirer m’ qui soient toutes de cette espèce ? Le 
nombre des cas possibles est mCm'; celui des cas favorables 
est pCm' ; la probabilité demandée est Bri . Sur un jeu de 52 
cartés,, par ex., il y a 13 cœurs ; en tirant 3 cartes au hasard, 
la probabilité qu’elles sont toutes trois des cœurs est 
13C3 : 52C3 ou 75, environ +. 

Sur m cartes, il y a a cœurs, a’ piqués , etc. ; on tire m + m” 
cartes; quelle est la possibilité qu’elles sont m’ cœurs et m” pi- 
ques? mC ( m'-+ m”) est le nombre de tous les hasards possi- 
bles. Les a cœurs, combinés m'à m', forment aCm' systèmes; 
les a’ piques, a' Cm": en accouplant ces chances (n° 458), le 
nombre des favorables est [aCm'].[a’Cm"]; c’est le numéra- 
teur cherché. Il serait [4Cm']. [a'Cm"]. [a"Cm"], s'il y avait 
en outre a“ carreaux dont on voulût tirer m”, etc. 

La roue de loterie contient m numéros dont on tire p; un 
joueur en a pris m’; quelle est la probabilité qu’il en sortira 
précisément p'? Le nombre total des chances est mCp, déno- 
winateur cherché. On a trouvé (n° 478) le nombre des chances 
favorables, ainsi , le numérateur est 


` X={(m—m"') C4p—p')) [m Cp]. 


Dans la Loterie de France, m = 90, p =5, le dénominateur 
T Ils 3 
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est go C5= 43 949 268. Qu'un joueur ait pris 20 numéros, 
par ex., m = 20, s’il veut qu'il en sorte précisément 


1= p’, numér. 20 [70C4] probabil. 0,4172 
A A S 20.'5, [70C3] .... 0,2367 
3—p doe. 20.12.28 [70C2] .... 0,0626 
AS RTS 70[20C4] +... 0,007 
a 4. [20C5] .... 040008. 
? | w 
Si l’on veut qu’il sorte au moins 1 numéro, c. ie il en 


sorte 1,2,3,4 ou 5, il faut prendre la somme 0,7245, Pour 
q ‘il en sorte au moins 2, ajoutez ces résultats, excepté le 1°; 
la probabilité est o ,3073, etc. $i vous sémleil qu’il ne sorte 
aucun numéro, faites p' nul, ou prenez le complément de 
0,7245 à 1,; vous aurez 0,2755. 

Ces problèmes peuvent s’énoncer ainsi : sur m cartes , il y en 
a m’ désignées; on en REP, et on veut qu il y en ait, ou pré- 
cisément, ou au moins, p’ prises parmi les désignées : frouver 
la probabilité? Par ex., un joueur de piquet.a reçu 12 Cartes , 
d’où il conclut que, parmi les20 autres, il y a 7 cœurs ; quelle 
est la probabilité que s’il reçoit encore 5 cartes, il y awra pré- 
cisément 3 cœurs? m—20, m=7,p=5,p —=3; d'où ré- 
L3C2]. [703] _ 2730 

+ 2005 — 15504 
comme ci-dessus, on aurait pour la probabilité qu'il viendra 
au moins 3 cœurs, 2Æ£, ou environ -f . 

On a dans une bourse 12 jetons, dont 4 blancs , on en tire 7, 
quelle est la probabilité qu’il y en a précisément 3 blancs? 
m—=12,m=4, p=17, p=3, d'où on tire $$, à peu près +; - 
La roba bits de, tirer au moins 3 jetons blancs sur 7 est 45. 

497: Deux événemens A, A sont amenés par p, p' Causes ; 
il y en a q, g qui s’y opposent ; on admet qu'il peuvent arri- 
ver ensemble ou séparément, et qu’ils sont indépendaus l’un 
de l’autre: on demande quelles sont les probabilités de tous les 
cas. Imaginons deux dés, l’un à p+g faces colorées, p en 
blanc, g en noir ; l’autre à p' + g° faces colorées, p'en rouge 


, environ -. En raisonvant 


sulte 7 
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q en bleu silest visible que le jet de chacun de ces dés séparé- 
ment amène des résultats comparables à nos déux événemens. 
A sera réalisé, si Pon amène l’une des p faces blanches, et il 
ne le sera pas „si l’on amène Pune des q faces noires, etc. Le 
nombre totaldes hasards (p. 27 ) est [p + g) X (p +g) dë- 
nomimateur comman de toutes nos probabilités. 
Si l’on veut qu'une face noire et une rouge arrivent ensemble 


les g faces noires et les p’ rouges offrent gp! combinaisons, ce: 


sont hes cas favorables ; donc la probabilité est 


S IP y í 


pip 
ee = iI; 
(p+9)(p+4) BHI PHI 


c'est celle de voir arriver 4 sans que À ait lieu. H en sera de 
mêmedes autres Py + 4 TONK Pas 
-  Obseryez que nous avons ici le produit des probabilités re- 
latives à chacun des événemens souhaités; donc si des Ene- 
mens sont indépendans les uns des autres, la probabilité qu'ils 
arriveront ensemble est le produit de toutes les probabilités re- 
latives à chacun séparément. Ce théorème des probabilités 
composées n’est ici démontrée que pour deux événemens ; mais 
s'il y en avait un 3° 4”, ou un 3° dé à p° + g" faces , le même 
raisonnement s’appliquerait, et justifierait la conséquence 
énoncée. PU AIRE 
Par un jet de deux dés à 6 faces, on veut ameñer 4 et as ; 
quelle est la ‚probabilité de succès? En ne considérant qu'un 
dé, il ya six hasards, dont deux favorables (4 ou as), pro- 
babilité simple : ou ż; mais ce 1°“ cas étant arrivé, le 2° dé 
doit encore amener l’autre point (as ou {), autre probabilité 
simple ? ; done probabilité cherchée $ X =; comme si l'on 
eùt comparé les 2 cas favorables, aux 36 hasards possibles. 
On a séparé les couleurs d’un jeu de 32 cartes, en 4 paquets, 
8 cœurs, 8 carreaux , etc.; on demande combien on peut parier 
d'amener l’une des 3 figures de cœurs? comme on ignore quel 
est le paquet qui contient les cœurs, + est la probabilité sim- 
ple qu’on s’adressera à cet assemblage : mais dans ce cas même, 
sur 8 cartes, il faut'tirer Pune des 3 figures, antre probabilité 


4; 


>= 
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simple ?; donc m qu’on demande est composée des deux 
précédentes, ou :+. 

Quand les probabilités se composent, elles s’affaiblissent, 
puisqu'elles résultent du produit de plusieurs quantités < 1. 
Un homme dont la réputé mest connue m’atteste un fait 
qu'il a vu; jemali à -$ la probabilité qu’il ne veut pas me 
tromper, et qu’ ’iln’a pas ‘été induit lui-même en erreur par ses 
sens. Mais s’il netient le fait qua eP soi aussi More $ 
la probabilité west plus que de -$ x -£ ; ou AL, à peu près #, 


S’il y avait ainsi 20 intermédiaires, on waurait plus que( 2) 
10 


c.-à-d. pas mème À : il y aurait 7 à parier contre r que le fait 
transmis est faux, quoique tous les intermédiaires soient éga- 
lement véridiques. On a comparé cetté diminution de la pro- 
babilité , à l'extinction de clarté des objets, vus par l’interpo- 
sition de plusieurs morceaux de verres. 


498. Quand les probabilités simples sont égales entre elles, 
le résultat, ou produit, est une puissance de cette tfpantté, Un 
événement Æ est amené par p causes , il y en a q qui s’y op- 
posent; quelle est la probabilité d'amener k fois 4 en n pe: 


Il est clair qu’à Chaque coup la probabilité simple est — “pr 


pour #,'et —1_ contre. Si l'événement se réalise k fois , on 
Ptg l 


a la puissance k de la 1°* fraction, et s'il n’a pas lieu, les n—4 
autrescoups, on a la puissance n — À de la 2°, Donc, en mul- 
tipliant ces deux puissances, il vient la probabilité composée 


x qu k 
— P+D“ 
qui exprime qu’en z coups, 4 sera précisément arrivé Á fois, 
l’ordre de succession des événemens étant fixé d'avance. Mais 
si cet ordre est arbitraire , il faut répéter z autant de fois qu’on 


peut combiner ces résultats, savoirles n fois que l'événement 4 
arrive, avec les n — À où il n’a pas lieu, facteur [nCk] : donc 
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z X [nCK] est la probabilité.q D + A arrivera À foisen n coups, 
sans désigner ceux où il devra réaliser. 

Et si l’on veut si arrive Au moins k fois, on changera 
icik en k, k + 1,... jusqu 1e Ra aayy i la somme des 
résultats. 

Donc le dénominateurde la prob Étécherchée est (p+g)": 


le numérateür s'obtis i dég S et s’arrêtant 
‘qu’on. ans ou avec son coeffi- 


au terme où € P 
cient, selon qi Won voudra ayoir ou n’avoir pas égard aux k 
rangs où Æ se réalise en z coups. Et si Yon veut que À arrive 
au moins Å fois, et au plus #' fois, en n coups, on ajoutera 
tous les termes où p a les exposans k, k + 1,... k“. 

Par ex., un dé à 6 faces en a 2 qu sont favorables à un 
joueur ; il faut , pour qu’il gagne , qu’en 4 coups il amène 3 fois 
Pune ou l’autre (ou, en un seul jet de 4 dés, il faut que 3 faces 
soient favorables)? on demande la probabilité du gain? J'ai 
P =2, q=4, puis (p + g) = 6 = 1296 = 


pt = 16coups qui amènent 4 fois l’une des faces favorab . 
+4p%q] = i28...... Era T RE 3 
+h" me SBA LT sn z 


+ AO E OCA 0 
Somme= 1296 = ( p + g)', dénominateur des probabilités. 


Donc la probabilité d'amener précisément 3 fois l’un des cas 
favorables est -4f ou ṣẹ: on divisera par le A au 4, si 
l'on doit désigner l’ordre où ils EEE et l’on aura; enfin, 
ajoutant les deux 1°* nombres, on a +45 ou 4, pour Ta proba- 


bilité que les faces favorables sé présenteront au moins 3 fois.: 


Quel est le sort de deux joueurs M et N d’ égales forces; il. 
manque 6 points à M pour gagner la partie, et il en manque 
4 à N? La somme de ces points est 10 ; je forme la o° puissance 
de p + q; je réserve pour M les 4 1°" termes (où Vexposant 
de p est au moins 6), je prends pour A les 6 autres termes; 
enfin je fais p = g = 1. Je trouve 130 d’une part, 382 de 
. ` e 
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l’autre, et la Somme totale 512 : le sort de 47, ou la probabi 
lité qu'il gagnera, est +, celle de N est 2, Si la partie etait 
rompue avant de tenter rien, l'enjeu devrait être partagé entre 
M et N dans le rapport dè 130 à 382, à très peu près comme 
1 à 3: c’est aussi le prix, wils doivent vendre leurs prétentions 
à l'enjeu , s'ils consentent à Céder le droit qu'ils y ont: Quand la 
force des joueurs est, par exi, comme 3 à 2, c.-à-d. quand M 
gagne ordinairement à IV; 3 pařties sur 5, ou que M cède à N 

int sur 3 pour égaliser les forces, le call est le même en 

sant RE —2 Dans ce cas, on trouve que le sort de M 
À ah AN environ: 14 : 15. 
499.11 arrive souvent que les causes sont si cachées, ou se 
ctoisent d’une manière si variée, qu’il est impossible de ies 
démêler et d’en nombrer la multitude : ies principes exposés 
précédemment ne peuvent plus recevoir d'application. On con- 
sulte alors l’expérience, pour s'assurer si les événemens sont 
assujettis à un retour périodique , d’où l’on puisse conjecturer 


celui des causes mêmes dans les calculs de 
jeté 10 fois de suite a présenté 9-fois la face a 
dans l’action qui ie pousse, dans sa figure, sa substa 
que cause cachée qui produit le retour de g fois la face'as si 
100 épreuves ont ramené de même go fois cette face a; ò- 
babilité $ favorable à ce retour dequiert une grande force, 
qui s'accroît encore quand les épreuves multipliées s'accordent 
avec cette supposition; puisque si l’on pouvait faire un nom- 
bre infini d'épreuves, qui toutes présentassent 9 fois sur 10 la 
face a; on aurait la certitude de l'hypothèse. 

C’est ainsi que constamment l'expérience a prouvé les faits 
suivaus, dont il est impossible d’assigner les causes. 

1°, Le nombre des mariages contractés dans un pays, pour 
une durée quelconque déterminée, est à celui des naissances 
et à la population à très peu près, !: 3 : 14 : 396. 

` 


WWW.rcin.org.pl 


kz 


_pulation et de mor 


* 


EDATEAN. 59 


. I naît ensemble 15 filles et 16 garçons. k 

3", Ak population, le nombre des naissances, celui des morts 
et celui des mariages sont $; 2 037 615471 896 : 67 700 : 15345; 
à très pêu près, par an, les naissahces sont le 28°, les morts le 
30°, et les mariages le 132° de la population. La différence zt 
des naissances aux morts est Vaccroissemeut annuel de la po- 
pulation. l 

4°. La durée des générations de père en fils est de 33 ans. 

5°. Le nombre des morte du sexe mascl fe à celui du 
sexe féminin :: 24 : 23 ; et dans un pays.quelconque, le nom- 
bre des vivans du 1% sexe est à celui du 2°::: 33 : 29. 

6°. Les décès mâles sont le 58°, les féminins le 61° de la po- 
pulation : à Paris, la totalité des décès n’est que la 32° du 

ubré des habitans; ces décès s'élèvent annuellement à 22700, 

e'moyen, et les naissances à 24800. 


i 7. Lamoitié de toute population est au-dessousde 35 ans, 


et tous les 25 ans, une moitié est renouvelée. 
8. En France, le 66° de la population se FA daque an- 


„mée. La durée de la vié moyenne est de 28 ans ; 


9. Les rebuts annuels de la Poste aux etes de Rians 
sont de 19000 , ete. % > 

C'est sur ces dsa qu'on établit les Tables des po- 

ité; „on peut consulter àvce sujet PAn- 

nuaire du Bureau us. © 

Nous ne dirons rie us sur la doctrine des probabilités 
qui est si étendue qu ’elle fait la matière des Traités spéciaëx. 
Voy. ceux de MM. Laplace, Laeroix, Cendorebt, | Duvillard, etc- 
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> à Š 
i i “4 
IL. RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 


| Lt 
Composition des Équations. 


500. AP, avoir transposé et réduit, toute équation a la 
forme 


kær prp qxp re" EE +iæ+u—o (1) 


que nous représenterons par (*) f(x) = 0; k, p, q...u sont 
des nombres connus positifs, négatifs ou zéro, On appelle ra- 
cine toute quantité a qui substituée à xréduit f(x) à zéro, sa- 
voir f (a) = 0, ou ka +- pa"—' -+... + u =0. 

Soit pris au hasard un nombre a; Aoin le polynome (1) 
par x — a : soit R le reste MA ERA PE TR 
ka= pa + gx"... +1 le quotient de cette division. 
Ce quotient multiplié par x— a, étant augmenté de R , doit 


reproduire identiquement le dividende (1). Ce calcul donne 

dr mo. À a Lorie, +Hlir +R 
— ak. —ap — ag — as | —ar 

et puisque ie ta d rouver ici tous les termes dú poly- 


nome f(x), le ie p de z"—"ne doit être autre chose que 


j te ne analytique contenant une grandeur z est dite fonction 
Wa x. Les fonctions algébriques sont celles qui ne comportent que les opéra- 
tions d’algèbre, jusques et y compris les extractions de racines; les fonctions 
trancendantes renferment des logarithmes, des exponentielles , des ares de 
cercle, sinus, cosinus..... On n’exprime , dans une fonction , que les quan- 
tités auxquelles on veut avoir égard, d’après le but qu’on se propose. F(x), 
J(=), @ (x)... désignent des formules où la lettre z est combinée de diverses 
manières : f(x) et f(z, qui ont le même signe f, indiquent que les lettres x 
et z y sont engagées de même, en sorte que les fonctions deviennent identi- 
ques lorsqu'on change x en z. Par ex. f ( ys +a) signifie qu’il existe une fonc 
tion f(x) où l’on a remplacé x par (Yz+4a). De même F (x: +7") indique 
qu'on a remplacé z par x2+-7: dans une fonction F(s). 
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p'— ak, qui dans le produit affecte aussi z"—' : de mème 
q =q" — ap,r=r—aq...u = R — at. Transposant les 
ternfes négatifs, il vient 

p'=p+ak, g =q +p, r =r+ag ... R=u 4 ať (2). 
Ces équ. , toutes de même forme, servent à déduire successi- 
vement les uns-des autres les coefficiens p’, g’, r... du quo- 
tient, et le reste R : car chacun se compose du coefficient de 
méme rang dans f(x), plus du produit par a du coefficient 
précédent. 

Voici des exemples de ce genre de calculs : 
Diviser 4z? — rori- 6r? — Jæ -+ gx — 11 par x — 2. 
Quotient {zt — 22° + 22° — 3r + 3......... reste — 5. 
Après avoir écrit 4xz*, 1* terme du quotient, on forme 
4 X 2 — 10 = — 2 qui est le coefficient de x*; celui de x° 
est— 2 X 2 + 6 = +2; ensuite 2 X 2 — 7 ——3,etc. 

Sile diviseur est x + 2, le facteur numérique est partout —2, 
et le quotient est 


nr. 


fat = 18r?’ + far’ — gix + 191.... reste — 393. 


Mais on peut aussi trouver l’un dés coefliciens indépendain- 
ment de tout autre; car en éliminant successivement p',g',. . « 
entre les équ. (2), il vient ? 

p =kaț+p, {=ke +pa+g, r= ka +pa+qa+ NS 
R = ka" + pat + ga" 4 ras... + la + u= f(a). 

Ainsi pour former un coefficient quelconque de rang i dans 
le quotient, il faut prendre les premiers termes de f(x), rem- 
placer x par a, et supprimer les puissances de a communes à 
tous les termes; et quant au reste R de la division, il est formé 
du polynome proposé f (x) , où l’on a fait x = a; savoir f (a). 

Et comme ce reste R est ou n’est pas nul, selon que a est ou 
n’est pas racine de l’équ. f (x) = o, on voit que le polynome 
J (x) est ou west pas divisible par x — a, selon que a est ou 
n'est pas racine de l'équ. f(x) = o. 

Le mode de calcul indiqué ci-dessus est très commode pour 
trouver le quotient de J (x) : (x — a), reconnaître si a est ra- 
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cine, et enfin obtenir le résultat numérique de la substitution 
d’un uombre donné a à la place de x dans un polynome f(x). 

; 501. Nous supposerons qu'on soit assuré que toute équ. a 
unè racine au moins, sujet sur lequel nous reviendrons, et 
nous ferons k= 1, ce quin'ôte rien à'la généralité, puisqu'on 
peut diviser toute l’équ. (1) par 4. Si a est racine de cette équ. 
on a identiquement f (x) = (x— a)Q, Q étant un polynome 
de degré n— 1., te" 5 

Or si b est racine de l’équ. Q = 0, x — b doit diviser Q ; 
d'où Q=(rz—0)Q, f= (e—a (x= b) Q. 
De même c étant racine de Q = 0, on a 

YEER, f(a) = — a) (2 — b) (x ce) À, 

tes degrés des qüotiens s’abaissant successivement à Khu 
facteur binome inis en évidence, il est clair qu'après (m— 1) 
divisions ; ôn arfivera à un quotient + — Z du 1°" degré! Donc, 
en admettant que toute équation ait une racine, f (Š de degré n 
est formé du produit de n facteurs binomes du premier degré, 


#: LG) = (= =at — b) (x — 0). die (æ> De . 


Cette ëqu. est identique, et la dissemblance des deux membres 
disparaîtrait, si l’on effectuait les calculs indiqués. Et puisque 
f(x) dévient mul lorsqu'on prend pour + l’un quelconque des 
nombres a, byc. , toute égqu. f (x)= o0 a n racines, qui sont, 
en- signes contraires, les seconds termes de ses n facteurs 
binomes. ` - A - 

Prouvons qu'on ne peut en outre décomposer Ê (x) en d'au- 
tres facteurs (x=— a) (x — b’) (x E €)... les grandeurs a', 
b', €’... étant, toutes ou plusieurs , différentes de a, b, c... 

Pour cela, montrons que si le binome x — h divise exacte- 
ment te produit de deux Pôlynomes A et B rationnels et entiers 
par rapport à x, l'un au moins'de ces polynomes est divisible 
par x — h. En effet, supposons qu’en divisant A et B par x — A, 
on aitles quotiens A” et B’, et les restes numériques «et £, ou 


A = A (x — hjt a, B= B' (x — h) + 8. 


# 
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En faisant le produit, 4B, on trouve que x — h entre comme 
facteur de tous les termes, excepté de 28, qui étant un nombre, 
c peut être divisible par x — h, à. moins que l’un des restes 

ne soit nul. Donc, etc. x 
D'après cela, puisque f(x) = (x — a) Q; et qu’ on suppose 
que æ— a divise f(x), il faut que (x — a) Q, ou plutôt Q, 
soit divisible p: par x — a’. Demèmé pour Q, dans GE le og j 
et ainsi de suite jusqu au derier facteur x — l, qui n'étant 
pas difisible par & — a!, montre que x — à ne pouvait di- 


viser f(x). 

Donc : 1°. Joutpolynome { (x) n'est résoluble qu'en un seul 
système de in facteurs binomes du premier degré, et | l'équ. 
f(x)=on "admet que m racines. 

.2°, Toute PER LE ) qui devient 2 - lorsqu’ on fait x = 4, 


\ fa! D T 
ax —a pour Tec commun de ses deux termes f (2) 1 ® (2); 


et mème x — a peut y entrer à une puissance quelconque. La 
valeur de Ta fräctioh s'obtient en supprimant d’abord les fac- 
teur æ— a qui sont communs, et faisant ensuite £ = a : ainsi 
celle valeur est finie, nulle ou infinie, selon que z—a est à la 
iame puissance dans les deux terhes, ou que x — a porte un 
exposant plus élevé au numérateur ou au dénominateur. 

30.'Si deux équ. f(x) = 0, @ (x) = o ont une même racine 2, 
x — a est facteur commun. C’est ainsi que ” 

Fe. La — 192 + 30 =0, zx'—37r—84—=0 
ont + 3 pour facteur, qu’on obtient. (‘par la méthode du 
commun diviseur. La coexistence de ces deux équ. serait ab- 
surdé, s'il n’y avait aucun facteur commun entre elles. Et si 
ce fretar était du 2° degré, les équ. auraient deux racines 
qui seules répondraïent au problème, etc. 

4°. On peut, par la division, abaisser le degré n d’une équ. 
d’autaut d'unités qu'on connaît de racines, la recherche des 
racines étant la mème chose que celle des facteurs binomes. 
Les facteurs du 2° degrésont en nombre $ n (n — 1), (n° 476) 


4 . 
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puisqu'ils résultent des combinaisons 2 à 2 de ceux du 1°" : 
ceux du 3° degré sont en nombre # n (n — 1) (m — 2), ete. 


502. Puisque la proposée z” + pr + ga, Lu = 0. 
est le produit de (x — a) (x — b) (x — c)..., il suit de ce 
qu’on a vu p. 135 du 1“ vol., que 

1°. Le coefficient p du 2° terme est la somme de toutes les 
racines a, b, c... prises en signes contraires ; 

2°. Le coefficient q du 3° terme est la somme des produits. 
deux à deux de ces racines ; 

3°. r est la somme des produits 3 à3 en signes contraires, etc. 

Enfin, le dernier terme u est le produit des racines quand le 


degré n de l'équ. est pair, et ce produit en signe contraire 
quand le degré est impair. 


Transformation des Équations. 


503. Pour que les racines x d’une équ. (1) deviennent h 


Jois plus grandes, faites x =7 ; d'où 


EAU RT p out 


hemi ee t T+umo, 


et ky" + ph} + hp... + thy + uh' = 0. 
Ce calcul revient à multiplier les termes consécutifs, de f (x) 
par °, h’, hè... h", l 

Observez que si la proposée ( 1) n’a pas de coefliciens fraction- 
naires, et l’on peut toujours l'en délivrer par la réduction au 
même dénominateur, en posant h—#, c. àd en faisant $= 4 , 
la transformée est divisible par k, et E- MY MAIERS.. 
SE + PIN! JOT ut = 05 ainsi pour délivrer 
une équ. des lois fhiomnre: on la réduit au méme 
dénominateur, et l'on chasse le cogfficient k du 1** terme, en 
posant y=kx, calcul qui revient à multiplier les coefliciens , 
à partir du 2° terme; par 4°, k', k’... &", 


kd 
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Soit; par ex., léqu. ah Ede i at E e 10, 
multipliant par 12, on a razi — 8T’ + 107° — gr — 2 = 0: 
faisant x = y, c.-à-d. multipliant les coefficiens 10, get 42 
respectivement par 12, 12°, 12°, il vient 


yi — 8r’ + 1207° — 1296y — 72576 = o. 


Pour que les racines x d'une équ. deviennent h fois plus 
petites, on posera x = hy, c.-à-d. qu'on divisera les coeffi- 
ciens successifs par k°, k', h°. . h". Le calcul précédent donnait 
à l'équ. des coefliciens plus grands; eelui-ci les diminue, et 
s'emploie dans ce but. Mais à moins que les divisions ne s’ef- 
fectuent exactement, on a ainsi des coefliciens fractionnaires. 
Soit l’équ. x°— 144x= 10368; en posant x = 127, on trouve 
cette équ. plus simple, 7° — y —6. 


504. Si l’on veut diminuer toutes les racines d’une même 
quantité #, on pose x = i + y. En mettant i -+y pour x dans 
tous les termes de f(x), l’équ. (1) devient 


kint p HIT + HI + t(ity)+u=0, 


sans nous arrêter à développer les puissances de i-+}y, il résulte 
de la loi connue (n° 482) que suivent les termes de la formule 
de Newton, que la transformée étant ordonnée selon les puis- 
sances croissantes de y, est _ 


A+ By + Cr + Dy....+kr =0, 


A étant =/i, ou le polynome proposé où l’on a remplacé x par ;; 
B se déduit de 4 en multipliant chaque terme par l'exposant 
de i, et diminuant cet exposant de un, calcul qu’on désigne 
sous le nom de DÉRivÉE , et qu’on indique par f'i. De même C 
se trouve en prenant la dérivée de B, et divisant par 2; 
C = 4 f"i; D est le tiers de la dérivée de C, D = ~y f"i, et 
ainsi de suite. On sait donc composer les coefficiens de la 
transformée, en les déduisant successivement les uns des 
autres, savoir 
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PANNE 2 Po REA e: vas 
f= ryf it pr a 2e A +... + A". 0; 

Ji =k" + pi + gi LL... ii tu, 

f'i = nki 4 (n= 1) pit 4 (n—o)qis Hi, 

f'i= n(n=i)ki"— + (n—1) (n—2)pi" +... . ete 
Ainsi pour faire £ = 2 + y dans g? — 52° + x + J= 0, ona 
fr=2%5x" +247, Jar ox, f'x=6x-10, JETZ. 
Faisant x = 2 (voy. p. 41), il vient FE 23 fie y, 
1 f"i= + 1; d'où 

—3—9r#+) +7'=0. 

Pour augmenter, au contraire de č toutes les racines x, if 
faut poser x = y — i, &-à-d. changer ci-dessus ¿en — 7, 
ou prendre en signe- contraire les puissances impaires de į 

505. Le procédé donné p. 41 est tres commode pour trou- 
ver les nombres fi, f'i, į f'i.... car divisons f (x) par x—i, 
etsoient 7° le quotient et £ le reste numérique ; puis divisons 7” 
paræ— ï, et soient U le quotient et u le reste; soient 7 & v 
le quotient et le reste de U divisé par x — à, et ainsi de suite. 
Nous avons me 

fx=T(x—i)+#1, T=U(xz-itu, U=P(x—i)+v,etc. 
Éliminant successivement. 7’, U , F... on trouve 

Je =14 u (ei) + ve iy + ete... Hk i)"; 
d’où l’on voit que les coefficiens de la transformée dont V'in- 
connue est y = x — į, sont les restes 4, v, v... kde nos di- 
visions successives. Et comme le procédé donné p. {1 fait 
facilement connaître ces restes , le calcul se présente comme 
dans Vex. suivant, où l’on fait = x — 3. 

Proposéé...... 2æt — jr? — 197% {x + 129 = 0 


2 — 1 pm 15 — 4 + 6 
sus 0 — 1 
Facteur 3.... SPL fr l'es 
2, #39 
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Transformée... 27! + 197! Æ 337 mA + 6 = "0, 


+. 
La 1" ligne 2, — 1, — 15, — fa : est formé coefficiens 
du 1“ quotient 7’, la 2° de ceux du second U, Ja 3° de J, etc. 
On donne à chaque ligne un termede moins qu’à à là précédente. 
Le dernier terme de chaque ligne est le reste “de la division 


par z —3; t= 6,u—=—hi,v =133,.., "ce ‘sont donc les 
coefficients cherchés en ordre er ade (*). Vie D 


Souvent ici c c.-à-d. qfi yae la E in en 


(*) Le calçub, quand i est une fraction = f ou plus simple ainsi qu'il suit. 


* Ed sai 1 z 
Posons AA z= 7» et 7 Havi A 
3 + es 


“en éliminant g’ et x” ae: AO: 1; sii pour composer la trans- 


formée en y, on fait successivement les trois calculs relatifs à ces trois équ. 


La ire consiste à De. À les racines / fois plus grandes (n°503); la 2° indi- 
que qu’il faut en tire ransformée en x’ — }; enfin la 3° rend les racines / 


O ko done comming l'exemple suivant, où Pon 


fois plus petites. 


cherche la transformé + $; pour Péqu. ari PART Ae A 
PET a N A 
Puissances énominateur. 1 3 9 27 gı 
ES AOT RES TE- 2 — 15 + 63 — 108 + 162 

as .(2—11+ 41 — 26 + 110 (2) 
Facteur 2 ......2. LUN {arme 28 
2— 34a 
Transformée en z'—2....... 2+ 1+a1 + 28 + 110 
7 Transformée en x —3....... di + + + y + =0 


observez que la ligne la} étant divisée par les diverses pairanes de 3, donne 
le quotient de la proposée divisée par z —$, qui est 2x3 — 4 r1- t r — 16 
ainsi que le reste + 2e, aai est aussi le résultat de la substitution de $ pour x 
dans la proposée, ` : 

Ce calcul est surtout employé quand Z est 10, ou ses puissances. ‘Ainsi 
pour trouver la tranformée en y = z — 0,2 de l’équ. ci-dessus, on a 


Produits des coefliciens par les puissances de 10. 2—50+700—4000+-20000 
2—46+608—2784+14432 
Facteur 2... { 2424-5924 —1736 
7 a—38+-448 
Transformée en aÃ.. i.is, uens oses siono 2—34+448—1736+14432 
- Transformée en x‘—0,2........... ay i—3,4r +4, 48r — 1,736 ,4132=0 
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x— a =y; on n'a alors que des additions à faire, selon la 
loi du tableau p. 21. En voici deux exemples : 


2192 Hbix—29 = 0 tir hr 9747 = 0 


1 =i +30 +1 1 —5 +2 —5 +2 
1 —10 +20 1—4 —2 —) 
r+ 9 1—3 —5 


J — gr'toyt =o j'a 5-72 = 0 

506. La même transformée, ordonnée selon les puissances 
décroissantes de y, permet de délivrer l’équ. de son 2° terme, 
en faisant x = y + ï, et disposant convenablement de l’arbi- 
traire2:0ona 


ky"4 mik pt 44m (m= ijk |y"... + kim 


+p + (m—aiipl........ + pi E 
pgp + qi" 
etc 


En effet, posons mik + p = 0; d’où 
A LES 


Ainsi pour délivrer l’équ. de son 2° terme , il faut changer x 
en y moins le coefficient p du 2° terme divisé par le produit du 
1°" k par le degré de l'équ. Bien entendu que l'on doit conser- 
ver ici à p et k leurs signes, et que si ces signes sont différens, 
le — se trouve changé en + devant la fraction. La somme des 
racines de y est alors zéro; on a donc augmenté toutes les 
racines d’une même quantité, telle que la somme de leurs 
parties négatives est devenue égale à celle des positives. 


Le calcul est plus rapide en posant z + À = y, dévelop- 


pant la puissance n°, et multipliant par k, car on en tire de 
suite la valeur des deux 1°™ termes kz" + pr", 

Par ex. , soit z’ -= 6x’ + 4x — 7—0; on pose x —2=7, 
d’après notre théorème : le cube donnex*—6x? = y — 12x4- 8, 
qui, substitué, conduit à 7° — 8x + 1, ou y'—8y7—15=0, 
équ. demandée. 


www.rcin.org.pl 


-p bin. ie fre QUE M 
ma P 


TRANSFORMATIONS DES ÉQUATIONS. 49 


Pour x°+ pr + q= 0, on fera x + į p= y; puis, car- 
rant, z’ -H px = y’— į p°et la transformée est y=} p'—q. 
On tire y, et par suite les racines æ de la proposée. C’est um 
mode de résolution de l’équ. du 2° degré. 

On verrd'aisémént qu’on chasse à la fois le 2° terme de fx, 
et le coefficient k du 1“ terme, en faisant x = T + 4 

Si l’on. Fa thasser le 3* terme de l’équ., on doit faire 

2 m{m— 1) k+ (m —1)ip + q = 0. 
Cette relation conduit en général à des valeurs irrationnelles 
ou imaginaires de ï, qui ne peuvent être utilement employées. 

Enfin si l’on pose ki” + pi +, -+ u = 0, où chassera 
le dérnier terme de l’équ. 11 faut alors résoudre l’équ. pro- 
posée elle-même; et en effet la transformée aurait une racine 

ullegr = 0; d’où x — à, 
LL 


507. Voici encore deux transformations usitées. 


1°, Si l'on pose x=— y, ce qui change les signes alterna- 
tfs Seulement, les racines positives de x Gein négatives, 
et réciproquement. 
r. "he 


ES a 1.02 à À : 
"2° f faisant x RP les racines deviennent réciproques, 


les plus grandes de x répondent aux plus petites de y : comme 

les facteurs.x, x*, xë... sont remplacés par les diviseurs y, 

J’, Je, en multipliant tout par y", ces facteurs se trou- 

vent remplacés p. J=, y“... Ainsi ce calcul revient à. 
distribuer, près es ns: les puissances de y en ordre 

inverse de celles de x : 


y ++ rN n tý+u=o, 


d'où uy" + tyt.. tgr’ pr + k = 0. 
Et si l’on veut en outre chasser le coefficient v du 1“ terme, 
on posera y = Z, c.-à-d. ==, transformation qui rem 


plit d’un seul coup les deux conditions. 
T. I. 4 
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En géuétal, transformer une équ. f (x) = 0', c'est én com- 
poser une autre F#(y) —0, dont les racines y aient, avec celles 
de x, une relation donnée par une équ. entre x et y ,@(#, yj=o : 
il ne s’agit donc que de savoir éliminer x de cette dernière 
à l’aide de la proposée, problème que nous traitefôns bientôt 
(n° 522), 

Limites des Racines. 


508. Une limite supérieure des racines de l'équ. fx =0, est 
une quantité quelconque qui les surpasse toutes : cette limite 
serait zéro , si aucun terme de fz n’était négatif, puisque l’équ. 
n'aurait aucune racine positive. Zout nombre l qui, substitué 
pour x dans fx, donne un résultat positif (le'i®® terme kz" 
ayant le signe +) est limite supérieures quand tout nombre >l 
est” dans le méme cas, puisqu'aucune valeur > Z ne résout ` 


l’équ. gs t 

On sait que Sier mar aal T iE æ+1; 
d’où (ar) (er )at (x1)... Haei 1), 
Appliquons cette formule à chaque terme ponni desi aA t pa : 
Jfe= ke" par + ga". :.+4u : il vient es g F 


RCE Ke) 28 Aa +4 FE 
‘gt +P +p + +p 
+4 +9 +g 

etc. elc. 


Nous laisserons les termes négatifs sous leur forme, et nous 

les placerons dans les colonnes où x est affecté du même expo- 
sant. Un terme — sx*, sera mis dans la colonne (x— 1) x", et 

le coefficient sera (k4+-p+g...) (x—1)—s; le facteur de, 
(2 —1) est la somme des coefficiens positifs qui précèdent s. 

Or, pour attribuer à x une valeur capable de rendre ce terme 

négatif, il faut que (k+p+4...)(æ—1) soit <s; ce signe — 

n'y existera donc plus si l’on prend 


= $ 
s> tepper © 
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Qu'on en dise autant de chacune des colonnes où se trouve un 
coeficient négatif ; € que parmi toutes les expressions (M) 
aise formées, , on ne la plus grande Z, il est clair que 
x =tou >? rendra to e polyhome positif : Zest done limite 
supérieure des Ad ESS, Ainsi, divisez chaque coeffi- 
cient négatif de fx par la somme. de tous les positifs qui le 
précèdent; ajoutez 1 à la plus ‘grande des fractions ainsi 
obtenues ce nombre sera limite supérieure des racines de 
léqu. fx 

Soit por. “4 PRE ANA — 80x + 11—0; on divise 8 
par 4 , puis 80 par 4 +23 + 105; le 1°" de ces quotiens 2 est le 
plus grand; donc, toutes les BRETON sont < 2 -+ 1, ou 3. 


En effaçant p, q,... du dénominateur de (M), cette formule 
se réduit à x—=ou >1+ 3 ; comme on a le droit d'augmenter 


cette fraction (M), on voit que Ze plus grand coefficient négatif 
d'une équ., pris en +, et augmenté de1, est une limite supé- 

rieure de ses racines, quand on a divisé l’équ. par le coefficient 
k de son 1°" terme. Cette expression est plus simple que la 1°”, 

et se forme à vue, ce qui la rend préférable toutes les fois 

qu’on n’a pas intérêt à choisir une limite basse. Les théorèmes 

suivans offrenc souvent une limite plus avantageuse. 


Sog. N’ayons égard qu'au 1° terme et aux termes négatifs 
de fx, 
Mat Fr f — Gate — Hart... (1) 
Soit a un nombre qui mis pour x rende cette expression posi- 
tive, ou 


pan G. 2 He: (2) 
lie A me EE de ve 


en divisant tout par 4". Il est clair que tout nombre + satis- 
fera à la même condition ; ainsi, ni z, ni les nombres >> « ne 
pouvant rendre fx nul , puisque la partie positive de fx accroît 
a", on voit que tout nombre | qui rend le 1°° terme de fx plus 


.. 
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grand que la somme des termes négatifs est limitesupér ieure(?). 
ESS de y relation (2) une valeur de g: Pre les nombres 


VE, vG, vE., - il en est un qui surpasse les autres ; suppo- 
sons que c’est le 2°, nous is le ere pari: : 


pr 


Veny pet vH, G=, F<, ne» 


Remplaçons dans (2), Gpar ie, F par ¿f, H par 2", le 2° membre 
sera augmenté, et si l’on rend 4" >> que cette somme, à fortiori 
la condition (2) sera remplie. I s’agit donc de rendre 


AMD auf 4 jean Loitanh,, 


On peut mème ajouter ici les termes qui compièiepi le poly- 


nome, d'où : Ne 
2 > a E a T E Lin, 
3 E — i ix" it 
savoir x" `> 1, où nn —, 
T—i T—i T—È 


Admettons qu’on prenne x >> À, ce dernier terme sera négatif ; 
et en le supprimant, le 2° membre sera augmenté. Ainsi, 
on a 
= Tu = = . s 2 
Fm: :, OU ETRLURS FR RUES | 
Le double du plus grand nombre qu'on trouve en extrayant de 
chaque coefficient négatif une racine de degré marqué par le 
nombre des termes qui le précèdent, est donc une limite supé- 
rieure des racines. 
Ainsi, pour l’équ. zf—2x°— 202" + 3z—11=0, notre 


AJ 


(*) Quelques auteurs disent que pour obtenir une limite supérieure des 
racines ( d’urie équ. , il faut trouver pour x un nombre 1 qui rende le 1°* terme 
plus grand que la somme de tous les autres; c’est plus grand que la somme des 
termes négatifs qu’il faut dire. L'exemple suivant montre la vérité de cette 
assertion. L’équ. ri+r3—3or?—2r-+168=0, a pour racines 3 et 4, et cepen- 
dant en faisant x—2,3, qui n'est pas une limite supérieure, on reconnaît 
que xt > la somme des autres teries, savoir 27,9841 > 180,167—163,3. 
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1°" théorème donne 21 pour limite ; mais prenant V2, V20, 
V 11, le 34de ces nombres est le plus grand, à peu près 5; 
ainsi 10 est une limite supérieure. 

Bio: Faisons x =l + y dans fx , l étant un nombre quel- 
conque ; il vient (n° 504), fl +y flA rfl.. +k = o. 
Or, si l’on choisit pour Z un nombre tel que f1, fl, f'l... 
soient positifs, tous les coefficiens de cette transformée ayant 
des signes +, aucun nombre positif mis pour y ne peut y 
satisfaire ; les valeurs réelles de x répondent done à des valeurs 
négatives à y = x — l; partant lz. Donc, tout nombre qui, 
mis pour x dans fx et toutes ses dérivées, doike des résultats 
positifs, ést une limite supérieure de x. 

Dansnotre dernier exemple, les dérivées sont 

Ga — b — fox +3, 12x°— 127 — 4o, 247 — 12. 
On voit que x = 6 rend tous ces polynomes positifs, et que 
tr limite plus basse que celle qui a été trouvée. 

serve que si l’on change les signes alternatifs de la trans- 


des, racines x. 
Ps bangez x en—zx dans fx, on les signes alternatifs; 
des positives seront devenues négatives, et réciproque- 
‘ment, en conservant leurs valeurs numériques : : cherchez la 
nouvelle limite supérieure Z; les racines négatives de fr =o 
seront, entre o et—/", les positives entre o et Z, C’estainsi qu'on 
reconnaît que dans notre dernier exemple toutes les racines 
sont comprises entre — 4 et + 6. 


; 1 5 
512. En faisant x = - dans fr, les plus grandes racines de z 
z 
répondront aux plas petites de x. Si donc on cherche la limite 
Pe J 1 
supérieure À des racines de z, ou z < h, on aura x > A Telle 


est Za limite inférieure des racines positives de x. 
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Soit s le plus grand coefficient de signe contraire au dernier 
terme de l’équ. kæ’ + px". ,.+ u= o0; comme la transfor- 
mée est uz" +. a pz+k=o, en preian pour fe sujé- 


rieure z < 1 += , on trouve z > = a y C'est entre &émonibre 


et + que sont comprises toutes ps racines positives dé. On 
peut d’ailleurs trouver deux limites plus rapprochées , ainsi 
qu’on l’a exposé. On en dira autant pour les racines négatives. 

513. N° ayons égard qu’au 1°" terme et aux térines négatifs 
de fx, savoir : 


kg Far f Gt" i — = kr ave À: Nous con- 


naissons une valeur Z de x qui donne ui résultat positif, et tout 
nombre > l donne aussi le signe + au tat: commè les 
termes positifs de fx accroissent la quantité kæ”, on voit que 
dans tout polynome rationnel et entier fX, ordonné selon les 
puissances descendantes de x, si Lo on fait croître graduellement 
x, on atteindra bientôt une valeur qui donnera un résultat po- 
sitif, et au-delà les résultats seront positifs et croissans. 
Quand le 1“ terme kx” est négatif, en le comparant aux termes 
positifs, on trouve de même des résultats croissans et négatifs. 
Enfin si le polynome est ordonné selon les puissances ascen- 


dantes de x, fx = u +1... + px"™'-+kx", en posant x = - 
ona E (uz"-+... +) + la valeur 251 qui donne au résultat 


le signe de u, répond à z=- jui produit lemême effet sur fx. 


On sait donc trouver des HR dex qui donnent aux résultats 
de fx le signe"du 1“ termé, que la suite soit ascendante ou des- 
ce ndante, r 

514. On peut "loujours prendre pour x une suite de nombres 
Croissans æ, B, y... assez rapprochés, pour. que les valeurs que 
recoit le polynome fx soient aussi voisines Kr ‘on veut. Suppo— 
sons d’abord que fx n'a que des termes Positifs, et faisons 


v= æ ety -pi Les résultats sont fa et fa + i f'e + Li f"e-p... 
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* dont la difér. est i (J'a 1 i f'a+..) : il s'agit d'attribuer à ë 
une valeur (lle que cette différ. soit moindre que tout nombre 
donné h. Tout est ici positif, et ù est très petit et 1; faisons 


i—1 dans la parenthèse, etposons 2 (f'a +; f'a. )= re la 
edit à Sera remplie : sainsiil ji prendre i= ou < zg 
pe ensuite x = ( pr” 1) Er $ opérant dë même, on aura 


2 un ,3° résultat qui surpassera le 2° de moins de h; et ainsi de 
rA : “suite f S y #3 
t Maintenant $i fz xenferme des termes négatifs, ce qu’on 
vient de dire s ‘apriquens l’ensemble des termes positifs; et 
comme les termes qu’on en doit soustraire diminuent encore la 
grändeur des résultats, à plus forte raison ceux-ci différeront- 
‘> ilde moins de 4. Et si la somme des termes négatifs l’empor- 
tait sur les positifs, ce serait au contraire aux premiers qu’on 
appliquerait le raisonnement ci-dessus. Ceci démontre que 
~ _ Pon peut toujours supposer, que quand x croît insensiblement, 
les résultats de fx sont continus. 


Racines commensurables. ; ” 
515. Soit l’équ. pe" PES LATE .(1). 


iens sont entiers, et k= ı , aucune racine ne 
naire # car si l’on pose 


r= d HE #2. FE uio; 
ona a" +b( pa"—' + gba”. SA" Ro 


la 2° partie étant multiple de b, a" devrait l'être aussi, ce qui 
est impossible (n° 25). 

` Ainsi lorsqu'en faisant y 4x, on dégage le 1*° terme de 
l’équ. (1) de son coefficient k (n° 506); sans que les autres coef- 
ficiens cessent d’être entiers, y n’a pas de racines fractionnaires; 
et celles de x le sont, ou sont entières, selon que les racines 
entières de y ne sont pas multiples de k, ou le sont. Ainsi la 
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recherche des racines fractionnaires de z, est RUE celle | 
des racines entières de la transformée en y. | OE yh 


Après avoir trouvé les racines æ, Aay . de pra 0, on 


peut la décomposer en ses facter inomes , 

e Jeæk (x—s) (x—0).. € r ad 

516. On a vu n° 500, que le quotient de l'équ. (x) divisé par” ” 
x—a, étant désigné par -> 30" À 
kam en CORTE pre Pepe aa] 
ona ka+p=p', ap +=. -ar s=, as +t =l, ER, 
et le reste R=al+u; lon entire * AINA T | 

PAR De -i TI RER À 

a HE AA + 

s—s , _t—t u—R, 5’ 

=r =—, == —t = —— Fi 

a a. į 


Au lieu de faire servir nos équ., comme page 41, à*trouver 
k',p',4 ,. l successivement, on peut calculer en ordre rétrograde, 
ť, s"... p',k, par ces dernières formules. Mais comme il faudre 
connaître le reste R, ce procédé ne convient qu’au cas où æ est 
racine, parce que R=o ; et principalement, quand a est entier, 
ainsi que les coefliciens pit . ude la proposée. Il suit 
division même de fz parx—a, que p',q'... t, sont aussi ‘des 
nombres entiers, Donc 1° a divise u; on ne peut chercher les 
valeurs entières de x, que parmi les diviseurs du dernier 


terme u: 3 
2°. a divise t—*,8—s".. enfin p y, c. -à-d! la somme de 


chacun des ilin dela proposé, p ıs Le quôtient qu'on vient 
d'obtenir dans la division précédente : 

3°. Ces quotiens sont, en signe contraire, les coefficiens suc- 
cessifs du quotient de fx divisé par x—a, et le dernier de ces 
quotiens est — k. 

Si ces conditions, que doit remplir toute racine entière de 
fx = 0 sont satisfaites par un nombre quelconque a, ce nom- 
bre est racine; en effet, en cherchant le quotient de fx divisé 
par æ—a, par le procédé du n° 500, on reproduit les nombres, 
ci-dessus p',g...f, et on arrive à un reste nul. 
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517. Voici done la marche à suivre pour trouver les racines 
entières de fz=0. On prend, tant en + qu’en —, tous les 
diviseurs du dernier terme u, et les quotiens de ces divisions ;* 
on soumet ces quotiens aux épreuves prescrites par les équ. 
ci-dessus : si l’un de ces diviseurs conduit à quelque quotient 
fractionnaire, on lé rejette, il ne peut être racine ; et on ne 
* reconnaît pour telle que celle qui donne enfin —k pour dernier 
quotient. La. suite des. quotiens numériques entiers ainsi 
obtenus, pris en signes contraires, compose les coefliciens 
t, s... p', k du quotientalgébrique de fx divisé par x—a. 

Co +1 pris pour diviseur de u, donne Sonjan des 
quotiens entiers, ce west qu’au dernier terme qu’on reconnaît 
si + est racine. Il est donc plus court d'essayer directement 
Hi par le procédé de la p. 41. N 

Soit par ex., adia ak Bat — 31T? -p 37° — f3z+210=0; 
comme 210=2.3.5.7, on trouve que les diviseurs de 210 


“sont (1,2/3 5,6,7; 10, 14...) : on reconnait d’: abord que Ær 


nepeut convenir, nón plus que les diviseurs qui sont hors des 
limites — Set P] gdes racines. Le calcul se range sous la forme 
suivante, où l'on à marqué de » les diviseurs à rejetter, et où 
l’on s’est  dispausé! d'écrire les sommes et différences qui don= 
nent P. dividendes, i 


à 3 5 6-1 325567 
———— 
105 J0 42 35—105 —70 —42 —35 —30 


HS 


` (=43—t)iaz—s = Ji 9 » 474 » +17 +13 De 

s (H3—-s):a=-4 F i] 4 » 4 » %2 

» (3—7): a=— pi = —7 —9 +7 
(H3—p):a=—k — 2 02 N <a 


Ainsi la proposée wa que trois racines entières, +2, + 3 
et—5 : le quotient de la division par x — 2 à pour coefliciens 
les nombres placés sous le diviseur 2, SAWdir........ D ra 
art Hq Le ga 105; on divise ensuite par x — 3, 
puis par x +5, et On arrive enfin au quotient 2x* + 3x + 7; 
tels sont les facteurs de la proposée. 
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Voici encore deux exemples. 


23432 — Br + io=0 | 8r — pr? — 63% + 36—0 
A 2 an —$ —10..19, 6 4. 3 2 —2 —3 -ÿ 


si —5 —2 —1...] 4 6 9 12 18 PAS 
_—$ —= » D M2 00%.) D 0 D» —1] » » +2: 1 
kiss. CRETE CEETEREEE CN, SUR » 


Pour la 1° équ., le facteur x+-5 donne le quotientx®—27+2. 
Pour la 2°, on n'éprouve que les diviseurs de 36 qui sont 
entre les limites —5 et +10; on a le diviseur z—3, et tle quo- 
tient 8x% + 17r — 12. 
Voici des problèmes qu’on résout par cette méthôde. 


I. Cherchons un nombre N de trois chiffres x,#,z, tels 
que 1° leur produit soit 54 : 2° le chiffre du milieu soit le 6° 
de la somme des deux autres; 3° enfin, en soustrayant 594 du 
nombre N, le reste soit exprimé par les mêmes chiffres en or- 
dre Dadas Comme N= 1007 + roy + z, on à 


Tarah 6y=r4z, rooz roy -+ e=N— 504, 
la 3e équ. revient à z—2=6; ` chassant ydes deux i”, 
x's Px — 324; enfin mettant z +6 pour z, m PER A 
a+ 02 + 182—162. Orx,y,z sont des nombres entiers, et 
notre méthode donne 3—3, d'oùx=9, y =2 et N= 923, 

IE. Quelle est la base + du système de numération dans le- 
quel le nombre 538 est exprimé par les caractères ( 4123)? 

Il faut trouver la racine entière et Positive de l'équation 
4x°+ 12° +2x L = = 538 ; cette racki est x= 5. V. la note 
p. 6 du T. I. 

En général, si 4 est le nombre She par les # chiffres 
a,b,c,... à, latbase x.du systèmeest donnée par l’équ. 


ad G ban Lex, = A —i, 


équ. qui n’a qu'une racine positive (n° 534), ih doit être 
entièregt >> a,b,c.. 

z) = ra pr pF 
IIT. Soit dde. © « = 124; le 


È 
_ 
calcul du n° 147, 3°, donne, à cause de (2 = a 
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2 S ČORÄCINES COMMENSORABLES. 59 
(1529923) log ¿= 3 log Sr 4 3x4 3 = —3, 
on eüi LIEV). 4 

qe Pour 6x1— 192! + 282°—18z +40, onfait i=; J 
d’ J= 19 + 168 7° — 6487 +864 =o. Ilwyå 
racines ; négatives, et les positives sont < 20 = or 864 = 25. F 
et Von doit éprouver les diviseurs 2,3,4,6... « 18. On trouve 
y=bet h, etyi—izy+]2=0; o A À 

On voit de même que SA 
6x54 1621 + 10 = s(x + 1)(2x F#1) Ge PA. 


: “518. Quand k dernier terme u a ae a dé diviseurs, 
entre les limites des racines, ces calculs 5086 long ss: Voici un 


fe Bivnéqur #0, dut Le er quel que 
pour æ un entièr uelconque #,.0n voit que fæ 
doit a Sie Le a—a. Dm pour reconnaitre si Pun a 
pe ie du dernier tèrme & peut être racine entière, 
la différence entre « et ce diviseur ; toutes les fois que a 
ine., celte différence divisera fa, ou le nombre qui ré- 
all de la substitution de æ pour x dans fx. Chaque diviseur 
de ų qui ne remplira pas celte dition exclus, et le pro- 
's cédé général ne sera plus appliq é qu'aux ‘autres diviseurs 
4 de u, parmi lesquels on pourra aire de ere exclusions, 
en changeant le nombre g. 4 
Comme la méthode exigequ’ on fasse z Lies 1 AIE fx, pour 
s’assurer si Æ 1 ne sont pas racines, les valeurs de fz sont con- 
nues pour ces nombres e= +1, et la règle s'applique immé- 
diatement. Lin 


Dans le 1“ ex. , p. 57, on doit éprouver 9 diviseurs, entre les 
limites des racines; mais comme x — ı donne fe=144, et 
a—a=1,2,4,5... on reconnaît bientôt que 2, 3, 5,—2—3, et 
— 5 divisant seuls 144 , les nombres 2, 3,5,—2,—3,—5 sont 
les seuls qu’on doit soumettre au calcul. 
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519. Cherchons'maintemant Zes facteurs commensurables du 
2° degré de l'équ, fæ =o ; l’un de ces facteurs étant x°+pr+, 
et le quotient z*=? + p'x"—°-+..., ôn a cette qu. identique : 

Jr = (x #pr+g) (itep anig" #41); 
il y à ici n coefficiens inconnüs, Exécutons la multiplication, et 
égalons les coefficiens des mêmes puissances € de x dans les deux 
membres (n° 500), nous aurons z équ.; é iminant p', g’... il 
restera deux équ. entre petg, puis enfin une équ. contenant g 
seul, et qui sera du degré n (n—1), nombre des combinai- 
sons 2 à 2 des facteurs binomes du 1° degré. Cette dernière 
équ. aura pour g au | moins une | racine commensurable, puisque 
sans cela fx n'aurait aucun facteur rationnel du 2° degré: Une 
fois g connu, l’une des équ. entre p et OU: pret Ked- 
naîtra le facteur rationnel #* + Pr+qg 

Ainsi xt — 3x — 19745 =r + px +9) (x + Ny z BE 
donne p+p'=0, +PP +g'=—3, p 1+ p= 12, 99 =5. 
Les'deux 1" équ. dounent des valeurs de p'et g', qui, my 
tuéés dans les deux autres, conduisent à 


2pg F3p— P= 1a, P+q(8—p)+5=0, 
et chassant'g, ôn a pf—6pt— np’= 144, d'où p=3"et —3 ; 
puis 7=5 et ı ; les facteurs sont donc (x*+324-5) (x°—3x +1). 


Racines égales. 


520. Quand fr—(x—a}(x—b} (x—c)(x—d)...(4) 
le polynome fx a p facteurs égaux à x — a, g égaux à x —b; 
et on dit quel’é fr=0 a p racines égales à åa, q égales à b. 
Tl s’agit de s se si, une équ, étant donnée, elle peut être 
mise sous la (A). 

Supposons d’abord p—gq=—1; comme Véqu. (A) est iden- 
tique, ön peut remplacer x, dans les deux membres, par 
y+x:en développant le 1“ membre (n° 504), on a 


fe+sf etir f z. =(y+x—a)(r+x—b) (ytet)... 
f'x est la dérivée de fx, f'x est celle de f” x,...; ce sont des 
polynomes connus. Le 2° membre est composé de facteurs qui 
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ont tous Ÿ pour 1“ terme} le produit a donc la forme indi- 
quée t. 1, p. 135; le coefficient dé y"™t est la somme des 2° 
parties x—a, x—b,.., ceux de y"?,7"".. sont les sommes 
des produïts 2 à 2, 3 à 3... de ces binomes. Donc 

1°, fx est le produit de tous ces n binomes , ou l’équ. (A) : 

2°. f'x est la somme de leurs produits n—1 à n—1, qu’on 
forme en supprimant successivement, dans le produit (A), 
chacun des facteurs binomes, et ajoutant tous les résultats : 

3°. + f'æ est la somme des produits n— 2 à n=, etc. 

Cela posé, sip=1, fx n’a qu’un seul facteur qui soit =x—a; 
tous les termes de f'x contiennent aussi ce facteur, excepté le 
terme où il a été omis, R = (x — b) (x — c)... Ainsi f'x est 
de la forme R+ (x —a)Q, qui n’est pas divisible par x— a. 
On en dira autant des autres facteurs inégaux de fr. Donc si 
le polynome fx n’a pas de facteurs égaux, fx et f'x n’ont pas 
de diviseür commun. 

Mais si (A) contient le facteur (x — a), pour former f“, il 
faudra omettre de fx successivement chacun des p facteurs 
x a; et (x — a)" sera facteur de p termes égaux ; ensuite 
on devra omettre chacun des autres facteurs x — D, x — c..., 
résultats qui auront tous (x — a)? pour multiplicateur ; ainsi 
tous les termes seront divisibles par (x—a)-'; mais la somme 
ne le sera pas par (x— a). On voit donc que fx et f'x auront 
(x — a} pour diviseur commun. En répétant ce raisoune- 
ment pour les autres facteurs égaux (x—4), on reconnaît que 
si fx a des facteurs égaux , {x et f'x ont un commun diviseur, 
qui est le produit de tous les facteurs égaux de fx, chacun 
élevé à une puissance moindre d'une unité. 

D’après cela, étant donnée une équ. fx =o , on formera la 
dérivée f’x, et l’on procédera à la recherche du plus grand 
commun diviseur entre fx et f’x ; s’il n’en existe pas, la pro- 
posée n’a pas de racines égales; elle en a au contraire si l’on 
trouve un diviseur F, lequel sera réductible à la forme 


F=(x— a} (x— bm, 


mais qu'on ne connaîtra que sous celle d’un polynome. En di- 
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visant fx par F, le, quotient q e$t formé detous les facteurs de 
fx, ségagés des. osans 4 & FE RS 
pE a) (z — b) (© — 0) (— d). 
521. Soient æ , 8,7. les produits des facteurs binomes res- 
pectifs aux puissances 1,2,3... qui entrent dans fz, en sorte 


qu'on ait fr = a. 8. y’... . Désigoons e plus grand 
commun diviseur entre FER Si par. G ce F etr ; par 
H celui de Get G', eto: enfin par dor, s idie ‘quotiens 
exacts successifs de chaqúc'commun divise e suivant, 
savoir : : 


E T AO A TT ARAR Pa de..., o a =o 
pes 8. yh. -3 r ioa Bey. à. ra ÉB=Oo 
= due :0... Ne 


Do:0.., = yÒ.: y = 0 
H = EE A u a R h W: f 
etc. etc. etc vd 


En divisant chacun des quotiens g,r, s... par le suivant, on 
trouvé pour quotiens les facteurs isolés «, 8, y... chacun au 
1°" degré; et s’il manque dans fx PR. 7. facteur , 8 par €x., 
tout se réduit à poser 8= 1 , ce qui donne alors r = s, et le 
quotient correspondant —1, qui annonce l'absence de facteurs 
au carré. | l 

Voici donc les calculs qu’il faut faire. 

Chacun des polynomes de la 1™ colonne est le commun di- 
viseur entre le précédent et sa dérivée, jusqu’à ce qu’on arrive 
à celui M qui n’a pour commun diviseur avec M que 1 =N, 
derniers des polynomes de cette colonne. On divisé ensuite 
chacun de ces polynomes par le suivant, ce qui donne les quo- 
tiens exacts q, F, $... M ; enfin on divise de nouveau chacun 
de ceux-ci par le suivant; et on a ainsi pour quotiens exacts, 
des fonctions de z qui sont les produits isolés de chaque 
espèce de facteur du 1“, 2°, 3° degré, maïs chacun réduit au 
1°" degré. Le polynome M qui n'a que l’unité pour commun 
diviseur avec M’ est (au 1% degré) le produit des facteurs qui, 
dans fx, ont le plus haut exposant. Lorsque l’un des 1° quo- 


Www.rcin.org.pl 


} 


sa AR kil Le Ta 
e A PPT. | pos 
g? 3 
Ri a V racines! ÉGavrs… 


‘Aiens y r AE est égal au kieto 
AT dans fx. 


65 


rt 


a, i 5 k gt 

puis A2 27, et le diyi- 
KS 

est ai si 2 rminée, Pas- ; 


epar x. :. Multipliez les 
f. du 1°? terme de fx; 


le coefficient du 2° terme 


de fx: M. aoi gi duii à à 24 et vous aurez les coeffeions du reste de 
e aaa y | \ 

7A tn par ex 16 IE rich dre Ge el — 4 
Jfz:= +54 +12—8 +4 

, Prôduit de fx par + 10, 15, 20, 25,.....,.... “+ 40 — 60 + 80 — 100 
ÿ arigi Lois Re r +4 =n +8 —#4 
nm nn nn nn nn 36 — 48: eh 72 — 96 

Reste de la division (on ôte le facteur 12).,.......323e fra + Gr — 8 


Quand. fr n’a pas de second terme, la partie soustractive est nulle, la règle 
se réduit prirent par 2, 3,.4..... 


Soit Je = Bei + où — 352 + 4hr + 4 

fx= +n +o — jo +i 

produits de fæjpar 2; 3, 4........,......... sus — 90 + 132 + 16 
le reste de la division est... NE EE à PE URS 35ra — 66r — 8 


en achevant l'opération, on trouvera x—2 pour commun diviseur , et la pro- 
posée = (2—3) (3x3 + 12r + 1). « 
On démontre notre règle en effectuant la ‘division de Lip games. 


Fe mkem=! + (m= 1) pr m3... , après avoir introduit le facteur mk dans 
edividende , pour obtenir un quotient entier. V. la note p. 65. 


Www.rcin.org.pl 


tå | „au AUGÈIRE, TA & 
y1. Fr A ; a 
d'où Jz= s S tl co l Ji ip ‘ 

MA 7 Es 5d Ne 21 = p> 5, 

et le commun. dliviseur Gi ” 

Pour former 1 su me 


par M; pou 
I T 
enfin a= xd. 


Feragat iiir; qg=xi—5r3+5 
G=x:-3, ru z 
H=1, Ze 
eti. RES (aa) (x) (x—3)s. 


V. Pour fe=a*—6ri—4ë’ gaiart O 
_ Faih 3x" 52 J= = a 


a G=z'+2z +1, TL x 2, B=x—2 


H=x +1, s=2+1, y=L 
I=, E t=x4}1, d=rti 
et fe=(e—2) (x41). re a 


Pour s'assurer si une racine-entière a est double, triple. . 
il suffit d'essayer la division par æ— a plusieurs fois koin? 
tives, par le procédé de la p. 41: on ne tentera ce calcul que 
quand les coefficiens prisen ordre rétrograde seront divisi— 
bles pur al, at! ,at-2,,, i étant l’exposant de æ— a dans fx. 


Www.rcin.org.pl 


RACINES ÉGALES, 67 


Cela résulte de ce que a doit diviser le dernier terme , que 
ai~ étant radneude l’ équ. dérivée doit diviser l'avaiñt-dernier 
terme de fr, etc. a 
Élimination. 


522. Soient 4, a, B, b,... des fonctions dey, et + 
Z = Az" + Ba + des. LAMPE S 

deux polynomes, qu’on se propose de rendre nuls par des va- 
leurs accouplées de x et de y. Pour s'assurer si 8 est l’une des 
valeurs, que y peut avoir, faisons y=8, etlespolynomes Z, 7’, 
en + seul, devant se réduire à zéro pour une mème valeur « de x 
auront £ — a pour facteur commun, Qu'on cherche donc le 
sommun diviseuð D; et l’équ. D=o donnera les valeurs de x, 
qui, accouplées avec JTE, résolvent les équ. Z = 0, T'=o. 
Si ce diviseur ` n'existe pas, y ne peut recevoir la valeur de £ 

Ainsi il faut chercher le plus grand commun diviseur entre 
Z et T (n° 102), comme si y était counu, et égaler à zéro le 
reste final en x seul, auquel le calcul conduira. Cette équ. 
* 6 > aura pour racines toutes les valeurs cherchées de y, 
| 4 A 
i jduisent un commun diviseur D entre Z et T'; 
do dra connaître les valeurs de x qui s’accou- 
Îles de y. C'est ve que nous allons faire mieux 


S'an > n; divisons:#par T, ct si cela est néces- 
) jour éviter les fractions (n° 102), multiplions. Z par un 
facteur M qui rende AA divisible par a (*), M étant; en 
général, une fonction de y. Désignons par Q le quotient en- 
tier, et par R le reste, fonctions de x et de y. On a 


: MZ = QT +R: (1) 
? À 


(*) Si les degrés m et n sont égaux, M sera =a , ou seulement le facteur 
de a qui n’entre pas dans A ( V. n° 38): sim=n +1, M sera le carré de a, 
ou de ce facteur; si m=n + 2, M en sera le cube, ete. On évite ainsi 
d’être forcé de multiplier de nouveau les restes partiels, et on arrive à un 
dernier reste, où x est au degré n —1, au plus, Ainsi dans le cas où m=n41, 
et M = as, le quotient est 

Q = Aax + (aB—Ab) = a{Ax + B) — 
KOH: | 5 
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Cette équ: est identique, sans fractions, ni irrationalités; elle 
se vérifié donc par toutes valeurs quelconques"inises pour x 
et y. Substituons x =a, J =£, supposées des valeurs propres 
à rendre Z et T nuls:.R le sera donc aussi , Savoir, 

. Re 0, 480-510) ? 

Etsi deux nombres mis pour £ et y dans R et T' rendent 
ces polynomestnuls, on voit qu’alors MZ = o, savoir ou 
M=0, ou Z= o0. Ainsi les solutions du système 7=0, R=o , 
coa vidoe soit à Z=o avec To, soit à M=o avec T= o, 
et réciproqueiñent, Donc si 

Au lieu des équ.. sosa" “à 


. 

"V4 ra À at 
P 

. 


On traite les équ. sa... 1 


Cr S 
on obtiendra toutes les coup es $ 
solutions étrangères àla questions, qui donnent. M = o tt 


T= 0, Du reste, le problème e devenu plus simple, bien 
qu'il admette ces M #4 x parce que le degré de K 
est moindre que n... i peA ne 

Divisons de même 7', où plutôt M'T, par À, M' étant un 


facteur propre à sendie le quotient. Q’ au le 
reste, on a 

- MT=QR+R. Ar (aJa s 
On prouve encore que toutes les onto de väleurs de x € By 
quirendent Zet R nuls, t aussi R' = o avec R = 
équations qui admetteni les. solutions cherché Riis 
que réciproquement R = st R” = o admettent en outre les 


solutions qui rendent nuls M et R; en sorte qu'en traitant 
les équ. À = 0, R’ = o, au lieu des proposées, on aura 
toutes les selon cherchées, et de plus des solutions étran- 
gères qui rendent nulsÿsoit M avec T’, soit M' avec R. 


En composant directement cette expression du quotient, la multipliant-par T, 
et retranchant de a°’ Z , les deux premiers termes disparaissent , et on obtient 
de suite le reste R. 

La règle que nous donnons tci se modifie quand T est privé du second 
terme ; ou que a est facteur de ce terme; car alors il suffit de multiplier Z 
par a, au lieu de 4°, quynd on a m—n+-1. 
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On diviséra ensuite M°R par R’ d’où 
š MRSOR pR. Qi 


En contiffuaut ainsi le calcul du comiur diviseur entre Z 
et l, on voit que deux restes consécutifs étant égalés à zéro 
admettent toutes les solutions demandées, et en outre des 
couples de valeurs qui rendent nuls l’un des facteurs intro- 
duits, ainsi quesle diviseur correspondant. Le degré de + 
nt ent, On arrivera enfin à un reste final Y, 


où x n’entr : mf étant le dividende, et D le diviseur 
quiest en g du 1“ degré en x, HA 

on a TE my = Da, ART 2 (4) je 
d’où D. = 0, = 0.418 (5) 


équ. qui Ont toutes les solutions cherchées , et de pluféliés 
qui rendent nuls les facteurs introduits ainsi que les divisears 
correspandans, savoir M avec T, M' avec R, M" avec R', ete. 
L’équ. Y = o n’a que la seule inconnue yet nous suppose- 
rons qu’on en sache trouver lës racines, lesquelles substituées 


:. dans D-— o, feront connaître les valeurs de qui s’y accou- 


plent. Il nous restera à chasser de Y les racines étrangères. 
Soient, par ex. 22° — 7° + 1=0, z°—3xy + J°+5=0. 
En«divisant le 1“ polynome par le 2°, le quotient est 2, et le 
reste, dégâgé du facteur 3, est D = 2x7 — y* —3. Multi- 
pliant le diviseur par 4y*, et divisant par D, le quotient 
est 2x y — 5y’ +3, et le reste Y = — yt + 87° + 9 —0. 
On résout cette équ. en posant °= z; d’où z*— 8z = 9, 
z =9 et — I; puis p= E 3 et + y—ı : enfin, substituant 
dans D = o, on a pour valeurs correspondantes x = + 2 
et y--ı. 
Pour x°# 21xy — 3y’ + 1 =0, ziyo h 
D=ozy— ay; le 2°, Y=4y—1; donc, = 
“P, Q, pg étant des fonctions de y, les équ. 
2 +Pr+Q=o, 2° + px + q=0, 


G: 


14" reste est 


— La 
2 "+ !, 
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donnent, .(P—p)x+Q—g=o, k 
(Q= +9 (PPY =p a) (P—p) 


Soit t+ rt— rf’ —7"=0, e= cár% 1) =ap-+y=o, 
le 1“ reste D est (167*— 27 -+1 ) +86 — Y; on multi- 
plie le diviseur par (167° — — 27 Fi), où divise par D, et on à 
l'équation finale 327° (47°— 127°- 37 +1) = 0; on en tire 
y =o et: (n°516); on abaisse erisdite le degré, éron route 
J=: (5+ v33); enfin, D=o donne les gr correspon- 


dantes r= o0, 1, — I ARE 


523. Indiquons les modifications que doit D la méthode 
du commun diviseur. -~ 

Supposons que Z soit le produit de deux facteurs, Z=P > Q. 
Comme Z ne peut être nul, à moins que P ou Q ne le sõit 
(nor), le problème se partage en deux : . # 


P=o avec l'=0, et Q =o avec Toi 


Ces deux systèmes admettent toutes les solutions éhérchées, 
et sont plus simples que le proposé. Et si Z et Z’sont déconi- 
posables en divers facteurs, le problème se partage en autant 
d’autres qu’on peut combiner chaque facteur de Z avec chaque 
de T. i Ta 

Ainsi, z’ — are — 3 y= o, T — yi =o, cômume 
x’ — y’ = (x +y) (x —7), on prend d’abord y =x, et 
la première équ. donne x= o et}; puisÿ=—2x=0 résulte 
du 1° facteur : ce sont toutes les solutions demandées. 

Ceci s’applique au cas où le facteur P ne contient que y; alors 
P doit diviser chacun des termes de Z (n° 102,111). Posant P=0 
avec —0, on aura une partie des solutions ; les autres seront 
données par Q=o avec Fo. On ne peut donc'pas supprimer 
ici, comme dans. le procédé du commun diviseur, les facteurs 
Jonctionsde y seul; ou plutôt on les supprime en les traitant 
à part, | 

Ainsi, pour 2° + x (y — 3) + y° — 3y +2 => 0, 
L? — 2x + y" — Y = 0; on a le reste (y — 1) (x —2):avant 
do passer à une 2° division, on supprimera le facteur y — 1, 
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mais en posant y= 1 dans le diviseur, ce qui donne x = 0 et 2. 
Ensuite , on continuera le calcul avec lé reste æ—2 qui amène 
l'équ. finale# = 7 =0, savoir, y=0 et 1 avec æ —2. 

Avant de multiplier un dividende par quelque facteur 
M;M'...il faut donc s’assurer, par la méthode du commun 
diviseur, sile diviseur n’admet pas M, ou ses diviseurs, comme 
facteur de tous ses termes; car, alors, il faudrait supprimer ce 
facteur du diviseur, et le traiter à part, comme on vient de 
le dire. 

Par ex. , v’ — a’ y+ ax “PR + —4=0, er Que. 
une première division donne le quotient x, et e reste 
x (y =E Ihs y—2 est ici facteur commun à “on pose 


done y=2 dans/le diviseur, qui devient x° — — 4, d'où 
x=1+# e reste, réduit À x+y+2, devient diviseur, 
et on hpr à finale p E A d'où y=0 et—3, 
avec s= — et 

Soient encore u. 


2 (3r—6) -ARA 127 +8) =r +6 —8r=0, 
AT t+ (2y +2) rrr = 0. 


Tas 1" division donne cë reste 3xy (y—1) HP? +37 — 4I: , 
avant de le prendre pour diviseur, on doit supprinrer les facs z 


ar ety t; RME ks TH et 1; At ER EN 


pour J=0; w= ét — ‘pour y= . Le reste devient 
3z+y +4; pr ris pour diviseur, on a equ. finale ST —2=0; 
d’où y = 2 ete avec T = — 2 mr: 1, : ce sont les six solu- 
tions du problème. J 

524. Enfin, „quand il arrive qu'un der commun D esiste 
dans Z € =P x D; T = QXD, comme Do rend'ees 


produits nuls , tie équation uniqüe ne peut donnërique l’une 
des incoñnuës +, même | quand elles y en toutes deux : 
pen à inconnue reste donc quelconque. “A nsi le problème 
admet une air de solutions ; il est indétérminé. Les solu- 
tions d P=0, Q&o, qui sont en nômbre limité, satis- 
font aussi à là D j 


www.rcin.org.pl 


pr 


&7o 7 + ALGÈPRE. 


Les équ: x HIS, BL 82 ap 4 =o, 
ont le facteur“ m “rs x — 1; Ainsi qu’on le trouve en prati- 
quant le calcu dé; ainsi, x 1 réduit 1eé proposées à à zéro, 
quel que soit. FA u iesiquotiens dela division par x —1, 


sont: ? x 4; 


. 


GED (+o, ny = 


outre le nombre infini de solutidhs q qu ou vient d’ "obtenir, ona 
dois encoreg = 1 et 4, répondant à Tia + 2. 


horis à dégager Y=o des racines étrangères. 
ines réhdent nul quelques facteurs, M, M’... qui 
suffira de diviser Y par M,M'... pour chasser 
ces racines te ais il est plus court de’les détruire dans les 
restes successifsÿ comme on va le dire, Dr 00" 


Riemer, nous remar = Fa que l Lui ‘la der - 
nière, division, ne donne lieu à aucune LU étrangère ; car, 
Se à est racine de m—0 , et aussi de =»; Véqu. iden- 
"ique (4) devient gD = 0 pour cette, valeur dey. Or, on n’a 1 pas 
g=0, puisque le facteur m n’a été choisi ae Gr rendre 
possible da division de Z par D; c’est donc D qui es rendu zéro 
par y= à, ety— À est facteur de-D. On a vu qu'il fallait : sup— 
primer ce LR et le trañter à tart, 


PAA A Ei 
Le facteur M ne c oit y= A une racine de 
Véqu. M= 0 ; en su our y d f identique (1), 
il vient o= Q T+ R; identique en z. 


Comme M est factelt r coefficies NT A fait dis- 
paraître ce terme, APTE d de à m= a qui est 


PES > de } Ki M: 
MOST RE r Bo aiB 


t D 


(*) Iy a une excopi on accidentelie quandy=à , racine de l'équ, M— 0, 
réduit T à une valeur érique, car aucune valeur de x ne peut rendre 
nuls ensemble Met T; ainsiy—à, et par suite M, ne peut diviser Y; le 
facteur M n’a pas introduit fafine étrangère y=. u faut pts autant de 
M' par rapport à R, de M” et IY, ete. Ce connaîtra » quand 
on trouvera, par Lo que Y mest pas divisible par M, ou M', ou etc, 
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ÉLIMINA FION. j Fa" 
celui de  : Ainsi Q gs 1 une valeur numérique (*) ; c etles 
lynomes T'et R sont prh les mêmes par 7 =, à Fe AN 
teur numérique près. Faisons aussi y = À dans rE, (oh. il 
vient 

R=MT—QR=TM'+QQ). 1 AMADE 
Or R’ et T'sont des degrés n—2etn—1, ce qui ‘empêche, les 
deux membres d’être {entiques; d’où Fon voit que cette équ. 
serait absurde, si l’on n'avait pas M'+QQ'=0, quel que soit 
x, qui d Alenes n’y entire pas, Ainsi le 2° reste R’ est rendu nul 
par y=a; y— à divise R’. Comme chaque racine de léqu. 
M =o conduit # la Même conséquence „on voit que le facteur 
M introduit dans le 1 dividende, doit diviser le 2° reste R'. 
Donc si l’on substitue atu reste R’, dans le calcul du commun 
diviseur, le quotient extact de R'adivisé par M, on aura sup- 
primé de l'opération less solutions étrangères que ce facteur M 
avait introduites. C’est ce quotient set non plus A’, qui doit 
être pris pour diviseur de R, ou plutôt de WA. 

On de même que le 2facteur M” divise exactement 
le 3° resté R”, et que c’est Je quotient qui oi ren acer R” 
dans] ion suivante, pour mer les racines étrangères 
L'equ. . finale Y = o obiénuc 
s des solutions étrangères. 

Par ex., 2y — 3x + = pa Bis) +x—2=0 Multi- 
plions la 17° par (y — 1)°, et divisons par la 2° ; il vient 

LT Rester (9° — Sy + 3) +y fr +... D, 
mai iant la 2° équ. par (7° —5 r+ 3), ona 
estea.. J= 10744377" 64H 527 —16, 
uia doit ètre divisible par ( y — Ýi] 1% tions est l’équ. 
finale en y, sans racines étrangères, ` Ur ‘it 
— 89° +207 —" 160. 
Les solutions de fe et2; D=o donne x =—1 sieti. 


amen M'; et aingi; 
dela sôrié, sera donc exc 


° ” 

(*) Et en effet les termes em x, x... qui compdbent le. “quotient Q, g- 
prčsļù marche du calcul ( V. nwte p.65 ), ont pour facteurs res ét, 2,4. 
qui deviennent nuls pour » = x. à j à 
yvy 
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ESS Pine Tay) Hry Fs =0, 
multiplie la “ éiju. par a); Avion doune le rest 
Axt h f posant t ne [SE 


nur Pur PE on pe 


ete $s 
E y al a et—1, puis Fr 
a= ir — 3: —4r má BR 3 0 
le reste de la 2° division est Agé +By(A—B)— B’; où 
20 Him Syaa oo: 
divisant par (y —2}, l'équ. finale est k 
207 S4577’ — 727 — 14o =o, ! 
d’où lon tire y=—%etx=—1; puis 57° Fpa. 
Au reste , il se peut que laracine y =à de M= o'réduise 14 
au degré de au plus; alors M ne divise plus R’, car les équ. 
R=0o, R'=% se trouvant au même degré que T, ne permet- 
traient plus d l'appliquer le isonuement ci-dessus : Y est donc 
embarr. la racine ip ce qu’on reconnaît bien- 
tôt. Da suivant | introduit dans la 1° divi- 
siow, ne divise pas le 2° | e retrouve dans le dernier 
reste , d’où il faut le PRES nihe 
TFE Kae I aj d paer E 1=0 : 
e Reste... Get er À LE 
2° Reste... (27*—27 +1) TFG +I 1), 
3* Reste... y(7t— 179" +i4r 97 +2 
Quand il arrive ju'une « combinaison des équ. Z=0, T=0, 
présente uw résultat sinple, on doit employer celui- e pré- 
férence à} Z : comme aussi on peut trouver plus c òde 
d’ordonner Z et T'par rapport à y. En ajoutant les équ. du 1°° 
ex. p. 67, et résolvant selon y, qui, dans la somme, n’est 
qw au 1“ degré, on obtient sur-le-champ les solutions. 
Run ZaT sont au même degré m, en éliminant x” 
col eiie i inconnue simple , on abaisse l’une des équ, au de- 
avé 1/ 
PEN à 
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FE C'est ainsi que 


ELIMINATION. 73 
526. La règle donnée p. 67 présente quatre cas ath, 
selon que F ou D, est nul de lui-même , ou est Lcd nu- 
mérique. 
rt Cas. Le reste Y se réduit à zéro. D` e likeur 
commun de Z etde 7’; Cest ce qui a déjà été examiné n° 524 : 
Le problème est indéterminé. Far Rare i 


2°Cas. Yrest un nombre. V et D (équ. iÿné! sue reu- 
t 


dus nuls ensemble ; ainsi aucune valeur de x è t sa- 


tisfaire aux proposées, quiexpriment alors des waa s con- 


tradictoires; Le problème est absurde: ©’ ést ce qu’ Tes 
équ. LS : Vs 
3e — bry +37" --1 Lo, 22° ha, s : - 
g D ; pet SN 


vise D -ias “pour une. 

g: alors y —A est, Er de D e 
primer ce facteur et le traiter à 
la ns le dernier éx. du» 


blié de S 


$ =) KY+L; à rap D 
e valeur numérique, à, x n'entre pas dans L; et comme ` 
=0, Y= 0, la valeur y = à répond 
infini, seule le rendre D nul. Par ex. les équ. 


Patar (y 1=0, PE HPE L= 0, 
ont pour équ. finale y’ ( y — 1) ==0, et pour de nier diviseur 
tÿ—1=0; donc y= 1 répond à r= 1, et y= o0 à T70. 
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Pex. suivant montre comment on élimine entre trois éq. 
‘ ARLES | 
T2 —27 =0, a+ y =), 2% =. 
On chasse d’abord y, entre ces équ. deux à deux ; on trouve 
deux équ finales en x et z, entre lesquelles on élimine z; il 
vient enfin une équ. en x. Ainsi on a 


zi awz +628, Px=1;, 5xt 6x & 1 — 0. 


On trouve r= +1,52 —1, et les quatre racines de x sont 
connues ; z est ensuite donné par l'équ. zx = 1 a etc. 


Sur l'existence des Racines. 


527., Représentohs 4x” + pe. cu par fr, k étant 
positif, et construisons (fig.1) sur les axes rectangles 4x, AY, 
la courbe MM' M". . dontl'équ. est = =fx. A chaque abscisse 
AP répond uñe ordonnée PM, et une seule; toute parallèle 
à l'axe Ay coupe donc la courbe en ùn point unique ; la courbe 
est un irait continu, s'étendant à l'infini’ tant à droite qu'à 
gauche,, sans nœud, në double branche ; elle peut former di- 
verses ondulations. Elle porte le nom de. courbe He 
par analogie avec la parabole dont l’équ. est y Sax 

Quand l'arc coupe l'axe desmen golpeq 
Ak de ce point répond à y = o, et € asé 
de l'équ. f x = 0: les racines positis 
points de section placés à à droite de} el : < 
sontà gauche. Une ‘ordonnée $ positive 7 doun c uh. point 
de la courbe situé en-dessus de l'axe Az; we nuire B M 
donne un point M’ au-dessous. + Pr A 

Pour qu’à une abscisse 4k , racine del’ Pa ye F at en 
succède une autre 4k‘, il faut que Vare se recourbe , sẹ rap- 
proche de l'axe Az, ce qui produit Jes- serpentemens qu'on 
voit dans la’ fig. t; les ondulations qui n'arrivent pas jusqu’à 
Paxe, ne deinet aucune racine réelle, Comme la forme de 
la eourbe détermine les racines, et qu’en ses divers points, 


| { 
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la direction de Vare ést celle de sa tangente, chàskhons” les , 


inclmaisons de ces tangentes sur Faxe des x. | 2 

Soit BMM’ (fig. 2) ùn arë dé la courbe dont Véqu. est 
== fx:M et W deux points de cet arc; x et yles coor— 
donhées de M, x + hety- k celles de M, savoir, AP=r, 
PM =y, PP =h, QM' =k. En remplaçant, dans y =fr, 
par z+ h, ety par y tk, ona (n°504), ; 


y+ k=ft+h fz+ RS x + r Kf mete.. (1) 
d'où p=fepi h f'ede hè J'e ait du ADS B) 


à cause de y=fx.0r enrésolvantle pilae rectangle Qmm’, 
et; désignant par S Vangle que la sécante MMS, fait à avec 


QE kb | 
l'axe 4x, on a tangs = OM ~ -ainsi L CES ht 


valeur de tang S. Or plus h Ra plus cette ion 
approche de fx a en même temps que $ tend à devenir Pan- 
gle T quela 1 tangente au point. M fait avec 4x: ona donc 


aug T =f z= z5 dérivée du Paire fx. 


ft e tous les angles X que t avec l'axe 
pii $ 
NE successives ; M. ( angles sont ai- 
-côté roit) quand, fa si 
, fig: 2); obtus qui id (comme pou ai 
M fig. 1) : la tangente est parallèli 00,0 0,0", 
quand J'a=0 ; les ondulations dé la FENA résultent d des va- 
riations de signe qu'éprouve fx. 
Comme, d’après la forme de fx aucune valeur de x ne peut 
rendre ce polynome infini, nulle part la tangente n’est per- 
pendiculaire aux æ; la courbe ne peut done affecter | la fig, 3 


d’un rebroussement. 
fg J+“ g 


528. Puisque le triangle rectargle HMQ: (g. 2) pakapi 
HQ=Rh.f'x, ona P'H=fx+h f'x = ordaiiéeiiu point M 
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76 i ALGÈBRE. ir. > i; 
. de la tangente qui axt h pour äbscisse, Mais l’ordonnée du 
point y" de la courbe est l'expression (1), dont uiti 1” 
i khi rade PH, ET 


et LEONE “aussi petit qu’on veut, le signe & la quantité 
ajoutée à PH est celui du 1° terme + h° fx, c.-à-d. celui 
que fx se trouve avoir, puisque le iiair h est au carré. 
Donc l’ordonnée P'M’ de la courbe surpasse celle PH de la 
tangente, ou en est-surpassé, pour les points voisins de M, 
selon que f”x est positif ou négatif : cela ayant lieu quel que 
soit le signe de A, st vrai à droite et à gauche du point M de 
contact. ‘Ainéi Par dirne en cet endroit vers le haut ,sa con- 
cavité ou sa convagilé, selon que f°x a le signe + ou —, pour 
la valeurde x qu'on a choisie. ` 

Tout cé qu'on vient dé dire coutitnt- aussi cas i lai: 
de courbè esti situé sous l’axe des z, ce ce qu par e 
même raisonnement. Au reste, si l'on bang Jar 2, 
l’équ y =fx devient r=fx +4 i; ; ainsi le’ dernier terme u 
de fx est simplement. changé en u +1, ARTE: h’altère en rien 
les dérivées f'x, f#æ..r Or cette transi formation : revient à 
e Miene, pour le sl à nra 

“ llement. les” > 


Si l’on veut comparer l'ar Slireonihe àr ipik T il est- 
aisé de ‘voir quen re théorème reviént à celui-ci :, Lart , 
. tourne sa‘concavité à l axe quand fx et fx sont de sibnes con- 
iraires , etsa convexité quand les signes sont les mémes. 


529. Le point 7 (fig. 5) où un arc convexe s'unit à un arc 
concave, est appelé inflexion. L’abscissè x de ce point devant 
être au passage de fx du positif au négatif, doit être racine 
de f'x = o. En effet, au point Z d'inflexion Ja tangente est 
dirigée entre les deux arcs qu’elle coupe SL di en ce point Z; 
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le développement ( 1) privé de son 3° terme, devient 
HR =fz+hf'z +; P frt Rhf”. 
= l’ordonnée PH dela tangente 4 $ hå Papae 


Comme A est très petit, le signe de ce développement est celui 
de son 1“ terme, lequel change avée A; en sorte que, selon 
que le point voisin de M. (fig. 5) est pris à droite ou à gauche 
de M, Vordonnée de la tangente est plus grande ou plus pe- 
tite que celle.de Ja courbe: ainsi l’arc est situé en-dessus de 
la tangente d’un côté du point M de contact, et en dessous de 
l’autre côté: c’est le crane propre à l’inflexion, qui n’au- 
rait pas lieu si f"x n "était pas nul: js 

Ainsi pour ir les abscisses des points d'inflexion , il faut 
résotidre PA = o; les racines réelles Méieriipent ces 
points de séparation des serpentemens. En cherchant les va- 
leurs de fr qui correspondent à ces racines, on a les incli- 
tiaisons des tangentes én ces pointe 


53o. A chaque ondulation del'coütbe il yaun point 0, 0". 
(fig. "i où la tangente est parallèle aux x, et Pordonnée un 
maximum ou un minimum, c.-à-d. ou plus grande, ou plus 
petite que ses voisines des deux côtés. Les racines de l’équ. 
f'x= o sont des! abscisses de ces points. Voici comment on 
distingue le maximum du minimum. Le point dont l’ordonnee 
est un maximum positif ou négatif appartient à un arc concave 
vers laxe des v, et l’on a vu qu’alors les signes de fx et f'x 
sont différens ; tandis que ces signes sont les mèmes dans le cas 
d’un minimum, qui répond à un arc convexe vers l'axe. 

Et en effet, puisque f'x = o, la série (1) est privée de son 
2° terme, et l’ordonnée PM! (fig. 2) de la courbe se réduit à 

=/fx + ih f"x à ete. —Yordonnée PM 44h. f"x.s. (4) 
Mais pour k très petit, cètte série prend le signe de fx, que 
h soit positif ou négatif : ainsi quand fx et f"x ont même si- 
gne, les ordonnées à droite et à gauche de PM surpassent cette 
ordonnée; c'est le contraire quand ces signes sont différens. 


Www.rcin.org.pl 


S 
78 E. A 
Donc pour le maximum positif ou fxe: Lx sonu nA 
signes contraires ; se les signes sont. 2 dans le cas du 
minimum. , 4 14 x 
| Appliquons ère ihéorie äl'éqn. fs Jet i 
5 F=? Ea + Gr; d'où * 
fx —=4a— 16% e agih ps CORRE aigo 
. En posant fr = 0, omar=t, et2; ces xâciues Sòn: 
tées sur l'axe Aa (fig 4) de #enP, P' et P”, les 
correspondantes. sont sn des maxima ou. mi 
sont PO =— : $ rE = proste , 
donne 4AB =$, la courbe we en BOO’ 0": Véi 
donne x = 0,89... et1,77%. abscisses AQ AÇ 
d'inflexion /, J', Et commede Pun de ces points à Va 
est négatif, l'arc y est convexe; il'est concave dans de reste | 
la courbe. Ily a° donc un maximum négatif en O, un positif 
en O’, et enfin un minimum positif en O”. On. a deux poimts 


de section avec l’axe, en Cet D; = Let AC sont des ta- 
cines réelles de l’équ. fe = o; les die autres/sont ir me” 
naires. k 


531. Les racines de l’équ. f'x =-o sont les abscisses dles 
points de la courbe où la tangenteæst horizontale, et l’on a vu 
que ces points ont leur ordonnée Maximum ou minimum, 
selon les signes de fx et f'x. Mais si quelqu’une de ces raciwes 
rend en outre fx nul, alors il n’y a plus maximum ni miwi- 
mum, mais inflexion horizontale, comme dans la fig. 5. Eu 
cffet la partie du développement (4) a "il faut ajouter à Vor- 
donnée PM est alors ÿ RE f"x +....; et comme le 1" terme 
change de signe avec k, Vare est concave d’un côté du point M 
de contact, et convexe de l’autre. Comme cette valeur de x 
donne à la fois fx = 0,f"x =o, la 1™ de ces équ. a deux 

es égales (n° 520). Ce cas arrive quand deux ondulations 

successives .se fondent en une seule par l’évanouissement de 
Parc qui joint un maximum au suivant, et la coïncidence de 
l’un avec l’autre, ainsi que celles de leurs tangentes. 

De mème, il pourrait arriver que f "x fût aussi nul; la partie 
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additive à PM dans Pexpression (4) serait + A.f"x +.. 
qui conserve le signe de f'” des deux-eôtés du c contact ; il y au- 
rait done maximum où minimum, selon le signe — ou + de 
fæ: trois ondülations de la courbe se réuniraient en une seule. 

En général, pour ayoir un maximum ou ùn apiejar; 
quand la tangente est horizontale, il faut que àh re dérivée 
qui n’est pas nulle par la racine def’ +=0, Soit d ‘ordre pair; 
et le signe de cette dérivée sert à disting ter x maximum du 
minimum. Et pour que la racine de agponde à une 
inflexion , il faut que la 1°* dérivée de f t pas rendue 
nulle soit d’ordre impair. | RER LÉ 

Il'suit de la forme de la courbe SATA une con- 
vexité doit ‘suécédér/À une concavité, et réciproquement ; un 
maximum positif suit un maximum négatif, si Varc coupe 
l'axe dès x, ou un minimum positif, s’il ne le rencontre pas : 
le maximum négatif est pareillement suivi d’un mini aum 
negatif, ou d’un maximum positif, pendant sil ar ve que 
la courbe a une tangente zontale au point RU d'in- 
flexion (fg. 5), cas où f”. x = 0 en même temps que fr = o, 

` il n’en est plus ainsi, et ce point singulier tient lieu à la fois 

d'un maximum et d’un miniman réunis ensemble. Si l'on a 
en outre f”x — o, on retombe sur le cas précédent, seule- 
ment trois points de cette espèce sont fondus en un seul; et 
ainsi de suite. t 

Lorsque la tangen toblique à l'axe des x, f'x west 
plus nul, etsi f”x òn vu que la courbe a une inflexion : 
mais cette inflexion disparaît si la même racine de cette éqù. 
donne f"x = o ; deux'ondulations se sont réunies en un seul 
point. Et si fx est aussi = 0, l'inflexion reparaît , etc. En 
un mot, toutes les circonstances énoncées dans le cas où la 
tangente est horizontale, peuvent se réaliser aüssi quand elle 
est oblique, par l’évanouissement de quelques ondulations. 


532. Il suit de ces raisonnemens que quand deux absciases 
AP, AP , (fig. 1) donnent pour fx deux résultats de signes 
contraires PM, P'M', les points M et M’ de la courbe étant 
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des deux côtés de l'axe z'wy et Varec devant aller de Pun de 
ces points à l'antre par un trait continu, la courbe doit cou- 
per l’axe en un point édiaire k. Et même il se peut que, 
dans cet intervalle À he Mar) ait des serpentemens, et 
qu’elle forme 3,5... intersections avec l'axe, comme on le 
voit par larc NA 8eto, où la courbe va de m 
en M, én travers: un no! jai de fois. 

Deux abscisses . Prd. (fig. donnent pour fæ des 
résultats de même signe Pr indiquant que deux 
points M, M" de la sout situés d'un même côté, de 
l'axe æ'x, l'arc qui joint fab Pautre peut ne imt: jer 
l'axe; mais si Parc est on dulé , il peut man le co 
2,4... points; commeon le- i 
(fig. 6 et 7) Lex CINE 

On ner lera pas comme une e 
soit pair, soit impair, ec! 

xx; le cas où € ad (fig. 10) 

et fx z seraient n yiri Va ¿= 

k de contact, ù l’équ. fr =0a la racine donb 
le facteur (x — seu sont deux points de section % de 
MkM’ qui se trouvent réunis-eu.un seul, et ce point 4 de c con— 
tact k doit compter pour deux intersections. Etsi x = a don- 
naiten outre fx — o, le point unique de section et de con- 
tact serait correspondant à une racine triple de fx = o, à une 
inflexion MkM”, et compterait trois, à cause du fac 
teur (x — a)’, En général, fx aurait le facteur (x — a)", et la 
racine x = a compterait pour m points de section , parce que 
toutes les dérivées jusqu’à f"—'x seraient nulles, et que la 
courbe aurait réellement m points “et m courbures réunies 


ensemble. , 

Donc quand deux valeurs substituées à x dans fx, donnent 
des résultats de signes contraires , l’équ. fx = oa , enire ces 
valeurs , des racines en nombre impair, el loujours au moins 
une racine intermédiaire : si les résultats ont méme signe, 
soit +, soit —, ou les valeurs substitués n’interceptent entre 
elles aucune racine , ou elles en comprennent un nombre pair. 
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533. D’après cela, pinne les deux cas de degré pair et 
impair. 

I. Si Véqu. fx = o est de degré pair n, en prenant pour x 
la limite 4P (fig. 6et 7) des racines positives, ou le 1% terme 
kx* du polynome fæ positif et plus grand que la somme des 
termes négatifs, lordonnée PM est positive. Par la même 
raison f'x et fx sont aussi positifs; la tangente aux points 
de la courbe depuis W jusqu’à l'infini fait un angle aigu T 
avec l’axe Aæpet est concave vers le haut, s’écartant de plus 
en plus E i axe; L'abscisse Ap étant limite des racines né 
gatives, fx et > xcore positifs, parce que les RES 
sans z et n—. (ce polynomes sont pairs; la 

yE usqu'à l'infini et s'écarte sans 
is fx est négatif, TE, 
nte aux points de la cou 
gle peu t avec Ax. 


: æo, : devient My. e iaat porer la A AB=—u 
(ig. 6)e S E de l'origine A: la courbe passe par les trois 


per cet axe en 3,5.. pA potes ue côté, si elle fait des 
2: AA assez étendus pour Va indik ainsi qu'on le 
voit par la ligne ponctué © toute équ. de degré ; air dont 
Le dernier terme est négatif mbre impair E racines 
positives et aussi de négati es, mais toujours au moins une de 
chaque espèce. 

Et si Siami dernier terme de fx est positif, +u , en faisant x —6, 
y devient + u, qu'il faut porter en 4B (fig. 7) au-dessus de 
l’origine 4. La courbe passe par les trois points m, B et M, 
situés en-dessus de laxe z’x, et l’on est incertain si elle fait 
des serpentemens capables d’y atteindre : mais s’il y a des 
‘intersections, elles sont en nombre pair tant à droite qu’à 
gauche , ainsi qu’on le voit par la ligne ponctuée. Done toute 
équ. de degré pair dont le dernier terme est positif, ou n'a 

T Il. 
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aucune racine BA Le set gn est pair pour les pôsi- 
tives, pair pour tes néga galives. 

IL. Si fx est de degré impair n, tout ce qu’on vient de dire 
pour la forme de la courbe du côté des x positives est encore 
vrai; à partir de M (fig. 8 et 9) , elle est encore concave vers le 
bat, s’écartant sans cesse de laxe Ææ et allant à l'infini, avec 
des taugentes qui font des angles aigus avec cet axe, Mais si l’on 
prend pour x la limite #p des racines négatives, comme l'ex- 
posant n du 1“ terme de fx, et can n — 2 def'x sont im- 
pairs, ce premier terme est négatif, et l'on a une ordonnée 
négative pm, et un arc convexe vers le haut. En outre, au 
point m, situé sous laxe, la tangente fait un angle aigu 
avec les x, parce que l’exposant n — 1 dù 1° terme de fz 
est pair. 

Or, si le dernier terme de fx est négätif, —u, -a Fr: 
y =—u, qu'il faut porter en AB (fig. 8) sous vorið A: 
la courbe va donc de m en B, puis en M. D'où l’on voit qu'elle 
peut ne pas couper laxe x's dans l’espace Ax’, et qu’elle le 
coupe certainement une fois entre Æ et P. Les intersections 
que prodüiraient des serpentemens seraient d’ailleurs en nom- 
bre pair de, n À, et impair de 4en P. Donc toute équ. de 
degré impaï dont le dernier terme est négatif a toujours un 
nombre impair de racines positives (au moins une), et peut 
wen avoir aucune négative; lorsqu "il en existe de cette der- 
nière espèce, elles sont en nombre pair. | 

Et si le dernier terme de fx est positif, + u, il faut prendre 
AB = u (fig. 9) au-dessus de l'origine À : la courbe va de m 
en Bet en M, coupe l'axe entre À et p en un nombre impair 
de points, peut ne pas rencontrer cet axe de 4 en P, et si elle 
le rencontre, ce doit être en un nombre pair de points. Donc 
toute équ. de degré impair, dont le dernier terme est positif, 
a un nombre impair de racines négatives ( au moins une), et 
peut n'avoir aucune racine positive, ou en avoir un nom- 
bre pair. 

Le cas où la courbe serait tangente à l’axe des x ne fait pas 
exception à ces principes, puisque nous avons vu qu’alors 
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l'équ. fr =0 a des racines égales, et.qu’on doit compter ces 
racines comme répondant à, un égal nombre de points com- 
muns entre la courbe et l'axe. " 

Lorsqu'une équ. ordonnée est formée de termes positifs sui- 
vis d'autres termes tous négatifs, il n'y a qu'une racine posi- 
tive, Les autres racines sont négatives ou imaginaires, Car 


Péqu. = v a 
Aa R Ne D 22 pi MAT M —u=0, 
devient kz"i.... + 1= = Z, PA +$, 


lorsqu’on la divise par z'. La proposée a une racine positive, 
« puisque son dernier terme est négatif; x =a rend donc égaux 
les deux membres de cette dernière équ. Qu’on fasse croitre 
ou décroître x, l'égalité sera impossible, puisque . l'an des 
membres augmentera , tandis que l’autre diminuera. ~ 


534. Puisque toute équ. de degré pair doit avoir ses raci- 
nes réelles en nombre pair, ou n’en avoir aucune, et que si le 
degré est impair, les racines réelles sont en nombre impair, il 
s'ensuit que Zes racines imaginaires d’une équ..s0 
en nombre pair : une équ. -gi n'a pasde raci 
cessairement de degré pair avec un dernier terme positif. 

Quand toutes les racines de Péqu. fx = o sont réelles, la 
courbe a n— 1 tangentes horizontales etn — 1 serpenteimens. 
Si chacun de ces arcs atteint l'axe des z , les n racines de l’éq. 
fx = 0 sont aussi réelles; et comme alors il n’y a que des 
maxima alternativement positifs et négatifs, fx et fx ont 
toujours des signes différens pour toutes les racines de f’:=0, 
et leur produit reste négatif. 

Mais les racines réelles sont remplacées par des imaginaires 
accouplées, quand ces intersections doubles manquent, c.-à-d. 
quand des maxima sont remplacés par des minima, l’ondu- 
lation n'ayant pas un développement suffisant pour atteindre 
laxe. 

Et lorsque l’équ. f'x = 0 a des couples imaginaires pour 
racines (car elles sont toujours en nombre pair) la courbe 


6.. 
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dont l’équ. est y = fx perd autant de serpentemens, et fr=0 
perd antant de couples de racinès réelles. Ainsi, en général, 
Véqu. §x=0 a autant de racines imaginaires, que f x= o0, où 
un plus grand nombre, savoir autant que {'x=0 ena, et de 
plus autant que cette dernière équ.'a de racines réelles guir rên- 
dent fx et f"x de méme signe, ou le produit fx X f"x positifs 
car les intersections de la courbe avec laxe. des x manquent 
par couples, quand la courbe a des minima, | 
Si l’équ. fx=o a toutes ses racines pi les équ. J'a=0 

f'x = o,ete., les ont ainsi de celte e mais la` rép 
que n'est pas vraie. HE 


535. Étant donnée une équ fr=0, il est facile de connai- 
tre les différentes formes que peut affecter la courbe dont 
l'équation est y = fr. Prenons d’abord celle du 3° degré, 

y =k px + gx + r; les branches qui vont à l'infini sont 
rues comme dans lès: fig. 8 et 9. L’équ. fr o est du 2° 
degré. Si ses racines sont réelles , la courbe a deux tangentes 
horizontales, deux serpe E po Quand l'ase zz’ (fig. 11) 
coupe ces deux ondulatioñs , l’équ. fx = o a ses trois racines 
réelles : mais'si cet axe, tel que AA" ou BB' ne les coupe pas, 
l'équ. n’a qu’une seule racine réelle, qui est positive ou né- 
gative, selon que le dernier terme r a le signe — ou +. Entre 
ces deux états, est celui où l’axe g'z serait tangent à l’une des 
deux ondulations, cas où fx = o et f’x = o auraient une ra- 
cine a commune ; alors (x — «a)° serait facteur de fr. Et si 
Jx={(æ—2) les deux serpentemens se fondent en un; la courbe 
est comme MkM” fig. 10, tangente à l'axe au point d'in- 
flexion k. 

Lorsque l’équ. fx = 0 a ses deux racines imaginaires, il 
n’y a aucune ondulation ; la courbe a la forme fig. 12, et la 
proposée n’a plus qu’une racine réelle, de signe contraire à 
celui du dernier terme r. 

Pour l’équ. du 4° degré y = kzt + etc., la dérivée f'r=0 
est du 3° degré. Si les trois racines sont réelles la courbe a 3 
ondulations (fig. 13); laxe des x peut les couper toutes, et 
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Véqu. /x=—0 a alors ses 4 racines réelles; mais s'ihwën coupe 
qu’une seule comme 44°, ou aucuñe comme BB" silny a 
que deux racines réelles ou aucune. La courbe a deux points 
d’inflexion donnés par f'x — o. GREEN 
Mais si l’équ. f'æ==0 n’a qu'une racine réelle, V'équ. So 
n'en a pas de telles, la courbe n’a pas d’infléion et ne fait 
qu’une seule ondalätion (fig. 6) qui peut coupér Vaxe entdeux 
points, ou ne pas le rencontrer, ainsi il y a deux racines 
réelles, ou 4 imaginaires. ` 


Pour l’équ. du 5e degré, la courbe a la fig. 14, si f'x = o a 
ses 4 racines réelles, ou la fig. 11 s’il n’y a que deux racines ` 
o sont ima- 
yeo - 


réelles, ou enfin la fig. r2 si les 4 racines de f“ 
ginaires. ; ra PUR 
Sans nous fonder sur le théorème du n° 541, nous avons re- 
connu que toute équ. a une racine réelle, excepté quand le 
degré est pair et le dernier terme positif ; nous nous réservons 
de prouverglus tard que, dans ce cas même, il existe un sym- 
bole algébrique; une fonction des coefjiciens , qui substituée 


e réelle ou imaginaire, et d’après le 


n° 5or, qu'elle précisément n. 


536. Soieit a,'b,... — a ,—b' ,... les racines réelles d’une 
équ. fr = T(x — a) (x — b). . .(@4+ a) (x + 0°)... On sup- 
pose ici que T= owa racines réelles, et que par con- 
séquent le polynome “ ZY degré pair, ave son dernier 
terme positif. Le di me de fx étant le produit de celui 
de T'par — a, — e f, +0... son signe ne dépend 
- que du nombre pair air des facteurs négatifs. Done le 
dernier terme d'une équ. est positif ou négatif , selon que le 
nombre des racines positives est pair ou impair, quel que soit 
d’ailleurs le nombre des négatives et des imaginaires. 


537. Supposons qu'ayant résolu l’équ. fr =0, on ait dis- 
tingué les maxima des minima de la courbe y =/fx, par la 
comparaison des signes de fx et f°x, pour les valeurs de x qui 
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air a TS 


86 | ALGÈBRE. 
sont racines. def'æ= 0 dm jns 
à M maxima etm nimas io 
Cela non aa s qu au ] 
négatif, décrive cette courbe en 
Pendant une immense étendue iakche , ce mobile ne 
rencontrera-pas laxe, parcetqu n’est! jue dans le voisinage 
de l'origine que commonceront 2S0 dulations. Après chaque 
i axet € as! ite le papera AU 
june ndissance à un m 
p% i chaquen aTe ine intersectio PEPE aN ) 
tn sim ui -i oisin. Tl Boclar que A re ‘estlenor 
des AE c.-à-d. des racines réelles ded’équ, fx=0: 
pus À ns, le terme + 1, parce que dans le mouvement 
bilé/snous n 'avons pas compté l'intersection qui pré- 


dde! fft maximumoù succède au dernier. s'il y a autant de 
Maxima quë de minima, M=metiliw y a qü’uné seule rå- 


i jus us l'infini positif. 


cine rée t alors de degré impair) : AA Lampe il 
pas de mini À un seul maximum est pps 

. deux racines réelles à mé est de degré pa m Et 
négatif : enfin q quar de maxi Due 
qu’un » mum une rac eléqu 
est de degré pair et le minimum est positif. ý 

> * W: 
Racines. incommensurables. P 


Pis À 
| 4 ti "S Er 2 ` 
538. Méthode de Newton. ia voir dégagé une équ. 


proposée : ide ses racines soit égales, soit coiamensurables, il 
s’agit de trouver les racines irrati piles. Supposons. qu’on 
soit parvenu à connaître une valer approchée de l’une de 
ces racines, qui soi tyseule compfise. entre æ et 6; en faisant 
zy dans fx fa aj igera par le $ signe du résultat (p- 80) si 
la rocine est intre æ et y, Où entre y et Í : posons 
qu ’elle E 4 ety. Faisons x =£, nombre entre ceux- 
ci, ct nous saurons si la racine est entre æ et 8, ou entre 
Bet y. On resserre ainsi de plus en plus les limites, et on 
approche indéfiniment de la racine. 
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Mais cgaprocédé serait impraticable pour de grandes ap- 
proximations; on ne l'emploie que pour obtenir un nombre 

a qui soit approché à moins du dixième de la valeur de x. 
Désignant l’erreur par T, on a x= ga-4+y ; substituant dans 
fz=0, ona (n? 504) À 

fa trfat ir le... + ky” = 0, y 

Mais on supposé qu ie y est une petite quantité, et æ n'entre 
au dénominateur d'aucun des coefficiens, qui sont les va- 
leurs! de fe et de ‘ses dérivés, quand on fait r=z : la règle 
de Newton consiste à regarder 7°,7°,... comme assez pe- 
tits aot ouvoir être négligés, ce T réduit la transformée 

à fa + yf'a= o, d'où “à a 
KA fa ket EE A 
S PT nka" —+p(n—1)s"™>.. t" 
Appelons s cette fraction, on seulement sa valeur approchée; 
J=s donne x=2+-s pour 2° approximation. Faisant a4s=#, 
et dési t par Jila, nouvelle correcti le sera donnée 
par la même expression où æ sera remplacé par #,; donc 

Tes et ainsi de suite. 

Soit par ex. x? — 27 —5 = 0; en PEA = et 3, les 
résultats — 1 et +16, PR A l'existence d'ane racine 
entre 2 et 3, qui même est plus voisine de 2. Mais 2 ,1 
donne 0,061; ainsi 2,1 est pluségrand que +, et plus voi- 
sin de la racine que 2. Faisons &—2,1, la correction est 


pe AO du 5 0,061 0054 
>. 38 —2 né TS tA + 


Boruons-nous dux dix-millièmes, pour une 1"° approximation, 


æ=2,0946. Prenons ce nombre pour valeur de a, et il viendra r 


„16 x 
EN: était donc défectueuse, et on trouve. s.. 


a : 149. On poussera ce calcul plus loin pour cor- 
ies dernières décimales èt approcher davantage. 


www.rcin.org.pl 


88 ALGÈPRÉ: 


Si Fon conserve le terme en y° dans le développement, on æ 


* > eifa A ya 
T= r LS | 
après avoir trouvé la 1™° correction s, on la substitue poùr y 
dans le dénominateur, et on obtient une valeur plus appro- 
chée. C’est ainsi que dans notre ex. s = — 0,0054 mis dans 
1 yf” donne — 0 ,03/4 : le dénominateur devient-1 1 , 196; d’où 
y = 0,0054483, quantité dont la dernière décimale est seule 


fautive. i 
Soit encore l'équ, z?— x° -+ 2x=3, qui a une racine entre 


1,2et1,3, qui donnent pour résultats — 0,312 et 40, 107. 
0,107 x 
“ 4:47 
x = 1,28. Comme :yf'a=(34— 1} =2,97, le dénomina- 
teur augmenté de —0,058 devient #, 412 ; d'où y=—o,0242, 
ainsi r=1 ,2758 Onvprend « =1 ,276, et on continue l'appro- 
‘ ximation. ; > ipt 

539. La métl de Newton n’est exacte que sousééerfaines. 
conditions, En effét, construisons, comme n° 527, la courbe 
parabolique (fig. 1) dont l’équ. est y = fr. Les racines dë 
l'équ. fr = o sont les abscisses des points k, 4’... d'i - 
tion de cette courbe avec Axi Soit x — AP —« une valeur 
approchée de la racine 4k =a (fig. 15 et 16) : l’ordonnée 
PM = fe, et la tangente- dè J'angle T' que fait avec 4x la 
tangente en M est f'a (n° 527). En résolvant le triangle TPM, 
on trouve TP.tang T = PM = fa, et la valeur de la soutan- 
gentes = TP est : à 


Faisons a — 1,3, nous avons y=— — "6,02 et 


TE LA > 
| - s Ta , Fa y 
' Telfe est la nouvelle valeur approchée de 4k = a, selon la 
méthode de Newton, qui a, comme on voit, pour objet de 
substituer à l'arc Mk sa tangente MT’, dans la recherche du 
point de section # avee laxe. On fait ensuite servir cette 2° ap- 
proximation AT à trouver une autre tangente M’ T”, puis une 
monÿelle valeur 47” plus approchée, et ainsi de suite. Cette 
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méthode n’est d’ailleursbonne qu’autantque les points 7°, 7”... 
ainsi obtenus se rapprochent sans cesse dek. 

Or si l’on eût pris pour l’approximation «, la partie 4p 
(fig. 15) qui répond au point 7z voisin du maximum O, il est 
évident que la tangente mt en ce point, loin de conduire à 
une valeur plus approchée de 4k, pourrait même donner une 
soutangente presque infinie ; et même pour le point de contact 
m', cette soutangente serait dirigée en séns contraire, Ainsi la 
forme et la position de l'are mM relativement à l’axe, peuvent 
être telles que la règle serait fautive : et il faut la soumettre à 
des conditions spéciales, si l’on ventêtre assuré de son succès. 

1°, IZ faut connaître deux nombres a et£, entre lesquels il 
ny ait qu'une seule racine comprise : čar si la courbe coupait 
l’axéen plusieurs points intérmédiaires à « et 8, elle y ferait 
des sérpentemens; il serait douteux que le point de contact 
fût propre à donner uné-valeur plus voisine de a que a. C’est 
ce qu’on peutvoir sur la fig. 1 où les limites Ap, Ap' ne sau- 
raient permettre d'approcher de Ak et AK. Là 

2°. Aucune valeur de x entre a et 8 ne doit rendre nulles les 
dérivéesf'x, 'x:car il së trouverait R dans l'intervalle, un point 
maximum ou minimum, oubien une inflexion (n” 529 et 530), 
circonstances” q ui pourraient visiblement rendre la méthode 


On € 
g 


Mer iue A à i RE 
“RNA ira trouvé nos deux limites « et B, on ne. 
pourra se t r pous er P approximation s que de 
' qui rend fx et émes signes. Les fig. 15, 16, 17,18," 


représentent les positions différentes que peut avoir l'arc, 
selon qu'il tourne sa convexité ou sa concavité vers le haut. 
Ak est la racine a: AP, Ap, sont les limites æ et 8 qui l'inter- 
ceptent seule; la soutangente PT est la correction s indiquée 
par la méthode pour la valeur 4P = «æ. Or on voit que, pour 
la sûreté du procédé, il faut que le pied 7’ de la tangente soit 
entre celui de P de l’ordonnée et le point k de section avec 
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laxe : ainsi, du point P,on doit voir la convexité de l'arc, 
ce qui exige, comme on sait (n° 528) que le signe de l'ordon- 
née fx soit le même que celui de f'æ, pour l’abscisse, . 
AP=x =. Telle est don£ la limite qu'il faudra préférer 
pour l'approximation ultérieure. 
Lorsque la considération des signes aura conduit à préférer 
celle des deux limites > a, il suit de nos fig. 15 et 18 que 
toutes les approximations successives seront toujours plus 
> a, en desceridant sans cesse vers celte racine.a. Et si, au 
contraire ;-on a pris a < 4 (fig. 16 et 17), on montera vers a, 
par une suite d’ approximations, toutes Last 


54o. Voici donc la marche à shivre ? 1°, on FES deux 
limites æ et B entre lesquelles iln y ait qu’une seule racine ; 
2°, Jon resserrera ces limites jusqu ce qu’on soitcertain ts ’en- 
tre elles, il ne se trouve. aucune racine des! A wi 
f'x = 0; 3. enfin ôn prendra. pour ière a Maion 
telle 4 de ces. deux limites qui, su uée dans fr et f'x 
donnera des fésultats dë mêmes signes. Léealeul fera connaître 
la valéür s qui est la correction à ajo ce son'signe, à, 
pour obtenir la 2° approximation F5 celle-ci prise pour 
nouvelle valeur de « servira à en trouver‘ une 3°, ete, 

Il est évident qu’on peut se dispenser de prendte exactement 
la valeur de s , telle que la, donne le calcul, et qu’ ón peut lui 
en substituer une autre moins composée, pourbu qu ’elle ré- 
ponde. à un point T CARPIRE entre P et k. Ainsi en réduisant s 

en fractions décimales, on n’y conservera que ‘les chiffres pro - 
la racine, pour ne pas compliquer inutilement les cal- 
Het 1 g? 4 L 
d' approximation de chaque correction. 

Or si, par le point m, qui répond à la 2° limite Ap = FË, 
on mène une parallèle mg à la tangente MT', cette limite se 
trouvera dans la partie concave de la courbe, et le point $ sera 
visiblement entre les pieds 7'et g. Le triangle mpg donne 


P4 =A = -A (on met — parce que fB est négatif) : 
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est donc indispensable de connaitre lë'dégré 


? 


RACINES INCOMMENSURABLES gi 
doù Ag =£ =f, Voilà donc deux limites connues, entre 
æ 


lesquelles tombe la racine cherchée a ; savoir : 


7, oa Jedi gant A 
a =" Ja sl O- 8 fa. 
On nè conservera pour valeur de a qu les chiffres décimaux 
communs à ces deux expressions ; ce sera Jà approximation. 
Bien entendu que dans ces calculs, on aura soin d’affecter les 
quantités du signe que l'opération même détérmine. L’approxi- 
mation, assez lente d’abord, converge ensuite rapidement 
vers a, ‘dès qu’on est parvenu à obtenir 3 à 4 chiffres décimaux 
de la racine. Fourier a démontré la loi-de ces approxima ons 
dans son Analyse des équations déterminées. z 31 
Reprenons l’équ. x°— 2x — 5= 0. Nous avons t rouy T 
la racine est entre 2 et 2, 1; comme fr= = 3x°— 3, Pr = 
on voit que fx et f"x sont positifs pour x = a =, et qu on 
devra toujours préférer les valeurs > +. D'ailleurs les racines 


de l’équ. 3x° — 2 = o ne sont pas comprises entre & = 2,1 
et — 2. Enfin on a obtenu -+4 , 


Ja =+ 0,061; EE et s= 0,605{3 ; 


ainsi a = 2,09457. 4 2,09 < a (ainsi qu’on le re- 
connaît, à cause LE: = 0,050671); divisons fæ par f'a, il 
vient — 0,00451 ; ainsi lait limñite de a est. 8’ = 2,09451. Les 


quatre à Log décimales.son exactes, TE 2 aa 
Prenons ce résultat pour valeurde . , d’où f2=+ d,00054155 R 
: (le signe + annonce que cette limite est > a ) , AQU 7 216 


f'a= 11,16204748 ; le quotientest la correction 0,000048517; 
d'où a —2,094551483. Pour distinguer les chiffres défectueux, 
faisons 8 = 2,0948; d'où fe = — 0,00057459; le signe 
— atteste que cette 2 * Jimite est <a, ainsi que cela est néces- 
saire. Divisant par f'æ, le quotient est — o, 

& = 2,09455148. Nous avons donc 8 


exacts. 
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mais on peut l’abréger. L'approximation à dáð fait connaître 
Ja, Js; ; d’où l’on a tiré la correction s = — Fes Pèur pousser 


le calcul plus loin, il faut substituer à x, a=e+s, dans 
fe, fT, f"x; d’où résulte ce développement, qu’à raison 
la ri s du nombre 5 ani réduit aux 14 termes i“; 


O Jafir fat irf'a, ao eur 
le calcul l'est done facile à achever. Dans notre ex. on a pris 
a =a et on à M ri +o 1061, Te = 19;23; 
f'a= 12,8; s : pour pousser l'approximation 


plus y il faudra pe poser qis =a— o 0o54 ; ‘done x 


June, obi — 050054 X 11,234 (0, 0054) X< 6x1, 
! = 1, 123 26! 10054 X 12,6, : 


et: fa = 0,000541 D f at r "16196, s = eorelnss 
st SAYS © iy | 

543. Méthode de AE Ce qu'il importe avant tont de 
connaître pour trouver les racines d’une équ., c 'est Le Lieu dé 


ces racines ,c.-à-d. unesuitede nombres entre. lschague 
racine soit seule renferméer: tel est le vrai de la diffi- 
culté. Lorsqu'on. substitu jour - les no HET ENT ei 


0, 1,2, 35. enet 
de signes différens qu'il}. a d'ur dansi le degré ñ de Véqu., 
toutes les racines:sont r réelles, e de chacune est connu. 
Mais excepté ce, casy O on reste tain sur le nombre des 
racines réelles et leurs limites, parce qu'on ignore si entre les 
nombres qui, substitués pour x, ont donné dés résultats de 
signes contraires, il n’y a pas 3,5... racines comprises; ou 
bien si entre les nombres qui donnent les mêmes signes, il 


' wy en a pas 2,4.. . (n° 532). Mais si l’on choisit une série de 


substi successives assez rapprochées pour qu'il ne puisse 
se trouver plis d'i 1 Le. intermédiaire , on sera certain que 
à 


chaque changem signe entre les Aralia accuse lexis- 


tence"Œune seule" aci. 


ne entre les nombres substitués; tandis 
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qu'iln'y en a aïléuné e enire les nombres qui domnent des résul- 
tats de méme sigrie. 

Si deux racines a ét % sont'entre z ét x, les quatre wa 
sont écrits ainsi per ordre ‘de grandeurs croissantes «, a, à 
Loa — a >% Sa. Donc, quand cette condition ne de. 
sistera pas , les racides aeti b ne seront pas entre « eta. Ainsi 
ili Eis choisir -« etja moins écartés que ces racines, pour 
qu et à il ne puisse y avoir qu’un dés nombres a et ġ, 
Jtou.qu'il n’y en ait aucun, Concluons de là que si à est moindre 

2 petite différence entre les racines , et que, partant 
it ae Vs: on substitue les nombres l, + S 
la limite supérieure |, ontobtiendra autant 
résult ne contraires qu’ il existe défacines réelles. 
Chaque ba agement de'signe indique une seule racine entre 
les nômbres substitués ; et il n’y en a aucune entre les nombres 
qui ontdonné le même signe. 

Pour obtenir ce nombre ò, formons l’équ. dont les racines 
sont les différences de toutes celles de la proposée prises 2 à 2 : 
y désignant la différence d'une racine x avec toute autre racine, 
on changera x en x + y dans fr = 0; d’où 

Seyf +r Sy += o; 
et divisant par y, on a 
=o, fiat irf’ Harfe HAT = 0; 
x et y sont deux inconnues. Éliminons z (n° 522), il viendra 
une équ. Fy = 0, dont l'inconnue y est la différence entre 
toutes les racines de la proposée; Fy= — 0 est l'équation aux 
différences , c.-à-d. que y est la différence entre une racine 
quelconque dexet toutes les autres. Ainsi le degré de cette 
* équ. est n (n — 1), nombre des arrangemens 2 à 2 des n ra- 
cines de x. 
Ces différences a—b, b— a, b—c,c—b, sont égales 2 à 
2 en signes contraires; en sorte qu’on a ensemble y =s et —«, 
et que Fy devient nul dans les deux cas : ainsi Fy ne doit ren- 
fermer que des puissances paires de y. Cela résulte aussi dece 
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que Fy peut être décompose en facteurs de Ja forme... 
à Gore) OERS 
On peut donc poser y’ =z sans introduire de radicaux , et 
on aura l'équ. au carré des différences g#—0, dont l'incon- 
nue z est le carré de toutes les différences entre les racines de r. 


542. Nous savons trouver un nombre č moindre que toutes 
les valeurs positives de `z, (n° 512), << 2 où y”, yi <y : 
donc yi, où une quantitérpositive moindre’, pourra être prise 
pour la différence d entre les nombres à substituer pour +. 
Comme les fonctions Fy, 42, ont ‘les mêmes coefficiens , À est 
aussi la limite inférieure de y, ë< > , en sorte qu” | pe it aussi 
prendre =ù. Comme plus d'est petit, et plus il de 
substitutions de Z’ à 4il ut rende ie plus grand possible; 
afin d’abréger les calculé. Ains ; u and £>1, on prendr 
on pourra, si l’on veut, substituer les nombres naturels 
o; 1,2,3... Mais quand ii, on doit faire ò= yi. 

Les substitutions dé nombres fractionnairés et ifrationnels 
seront évitées ainsi qu’il suit : 


=; 


1°. On sait approcher de 4/i à moins d’une fraction donnée, 
telle que 5, 3... (n° 63) : on prendra donc 4/2 par défaut à 
y ET 
moins de Ñ et on fera à =£. On choisira A manière à ne 
pas descendre beaucoup au-dessous de pġ, et à n’être pas un 
nombre trop composé. ? 


2°. Au lieu de substituer pour x, 0,5, 28, <... on rendra 


les racines, et par conséquent leurs différ ces , k fois plus 
grandes ( n° 503), en posant Ax—1, et il restera à substituer 
pour t, 0,8:28;3g... où si l’on veut 0,1,2,3... Ainsi, on 
sait transformer une équ. en une autre qui wait pas plus d’une 
racine comprise entre deux entiers suocessifs quelconques. 


Observez que À se déduit de Fy, et que @z est inutile à former. 
De plus, en chassant le 2° terme de /r=0, (n° 506), toutes 
les racines sont augmentées de la même quantité; elles con- 
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servent leurs différences: Fy se tire plus aisément de cette 
transformée, et reste la même. 


543. Soit, par ex, l'équ. <*> 2#= 5 dont une seule racine 
nous est connue (p.89); pour savoir si les deux autres sont 
réelles’, changeons æ'enx+y, d'où 37° 2 ce 3x7 +y"=0 ; 
éliminant x il'vient (n° 522) l’équ. 04367 Moser 


Pour trouver la limite inférieure de y, faisons y’ =}, d'où... 


643 v? 360"... 20, et v 145, et même v< 1, d'où 


Y>1= 0. En faisant c=— 1,0,1,2... On trouyèra autant” 


de changemens de signes que x a de racines réelles. Ay 
A La ! 


L'équ. x? — 12% +41 x —29=0 donne i 
Deere +(3z—12)7 +7=0;e 
d'où À chassant z, > D — bay + 41y’ = 49; on hit =, e et it 


| vint FA EE P w L 1o, arion i =3; 
fist = At; ona ‘648 +656 1856, 

vo A au plus qu’une seule facin entre deux nombres 

À San Posons {=0, 1,2... :; nous verrons que £ est 

. eutre etés, entre 21 et 22, entře 22 et 23 ; donc x est entre ł 


etry 25 et 34, et; il existe deux racines entre 5 et 6 qui 
n’aüraient pas été reconnues sans ce calcul. Les racines sont 


x= 0,95108.. . 5,35689. . . 5,69203. . 

PRESAO EEPE i DT e ES 
UL yy et Va =} t on pose x =>} b ete. On reconnaît 
hianga qu'il y a une racine entre — 3 et — +$, une entre $ et 
$; enfin aa entre $ et 2, savoir : 


£= — 3,04892... 1,35689... 1,69203. 

Enfin pour Véqu. 2? — z’ — 2x + 1 = 0, comme g — o, 152, 
donne les résultats + 1,—1, #1, et qu’en changeant xen —x, 
les nombres 1 et 2 donnent des signes contraires, le lieu des 
trois racines est connu , et l’équ. aux différences n’est pas 
utile, Toutefois cette équ. est yê — 14y" + 497°=49, ap- 
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prend que y Sr ò= 1, ce qui s'accorde avec ce qu'on vient 
de dire. 


Ces calculs toujours exécutables, wont d'autre inconvé- 
nient que d’être d’une longueur excessive quand le degré est 
un levé : la théorie en est claire, complète et sans excep- 
tion; mais les opérations deviennent impraticables. Il reste à 
pousser l'approximation plus loin, et Lagrange a encore ex- 
posé ùne ct cle qui sera donnée plus tard (n° 613). 


54 Descartes. Lorsqu'une équ. fz=0 est or- 
donnée, présumer le nombre des racines soit positives, 
soit né a Seule inspection des signes. Nous appelle- 


| rons per” en la succession de deux signes semblables, et 
varidi celle de deux signes différens. La règle de Descartes 
CA consiste en „ceci : Toute équ. complète a AU PLUS autant de ra- 
“cines pover que de variations , autant de négatives que de 


i "iip iuta oi peut être encore considérée c e 


tous ses facteurs binomes 
ginaires, abais aigi -a ah b'... facteursteo ; 
pondans aux raci AA a= a, —b'... Voyons com= A1 
ment les facteurs bin correspondans introduisent dans le 


produit soit des variations, soit des permanences. a 


Supposons pour fixer les idées qu’un polynome Fx présente 
cette succession de signes : 
ht He 
Multiplions par ++ a’ pour introduire une nouvelle racine né- 
gative —a’. Il faut d’abord multiplier par æ, puis par a’, et 
ajouter les deux produits qui sont composés des mêmes signes, 
le 2° étant reculé dlun rang à droite pour l’ordonner ; savoir : 


a ir + RES PTE AA 
+—-4f--+-++++-+- 
+ i — v — i i i +++ii F 
Quand les deux signes correspondans sont les mêmes, ils se 
conservent au produit ; le cas contraire est marqué de la lettre x, 
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pour indiquer qu’à moins d’avoir égard à la grandeur des coef- 
ficiens , le signe est incertain. Sue 4 RYA 

Comme les deux produits partiels sont composés des mêmes 
signes, les č ne se trouvent que là où il y avait variation : un 
nombre pair de variations successives donne un égal nombre 
de à, lesquels sont situés entre des signes semblables ; au con- 
traire, quand la quotité des variations était impaire, les à 
successifs le sont aussi, entre “des signes différens. Donc si l’on 
veut disposer de tous ces signes À de manière à introduire le 
plus grand nombre possible dewvariations au produit, il faudra 
changer tous ces À en Het: alternatifs ; et puisque chaque 
série de č est entre deux signes semblables ou différens , selon 
que leur nombre est ou impair, il est visible qu’ on ne 
pourra -introduire plus de variations qu’on wa de signes č 

c.-àd. pl le variations que la proposée n’en contiént. 

D'ailleurs 1 duit a un terme de plus; donc ¿Z a au moins 
une permanence de plus. vs 

Il se peut que tous les à ne se changent pas en variations, 
alors le produit aurait deux, quatre... permanences de plus que 
Fæ. Donc l'introduction des racines négatives emporte celle 
d'au moins une permanence pour chacune. 

Multiplions maintenant Fz par v—a, pour introduire une 
racine positive a; le 2° produit partiel, recalé d’un rang à 
droite ,est formé de signes contraires à ceux de Fx, eñ sorte 
que | les é sont i inscrits à chaque pérmanence : 


K ARR NES AE. RE 
ht tte ——+— he 
ESTOT EEAO SG 
Une succession de signes semblables dans Fr devant s'y ter- 
miner par une variation, toute série de À doït ètre comprise 
entre + et —. Qu’on dispose de ces į en les changeant tous, 
soit en +, soit en — , pour former le plus grand nombre de 
permanences, il wy en aura qu’autant que dans Fz; Le pro- 
duit ayant un terme de plus, a donc au meïns une variation 
de plus. Si tous les į ne se changent pas en permanences, il ya 


EI. 


" 
4 
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2, 4... variations de plas que dans Fx. Donc l'introduction des 
racines positives emporte celle d'au moins une variation pour 
chacune, à 


‘Delà résulte le théorème énoncé (*). 


545. Désignons par P le nombre des racines positives d’une 
équ. de degré n, par N celui des négatives, par p celui des 
permanences, et par v celui des variations; il est" démontré 
que: 

Mo ua P mon <Qhe ) 22. N= où < p. 
Or si toutes les racines sont réelles, on a, 
P+N=nn=p+v, P+N=v+p, 


puisque la proposée a en tout n + 1 termes. Comparons P à v; 
il peut arriver trois cas, Pœ, ou <, ou= vi Je 1 est dé- 
montré impossible (1°); si le 2° a lieu, il faut pourque la der- 
nière équ. subsiste, que Von ait, par compensation, N>p, ce 
qui ne se peut (2°); ainsi P = v et N= p. Donc lorsque toutes 
les racines d'une équ. sont réelles , elle a précisément autant 
de racines positives que de variations , et autant de négatives 
que de permanences. 


546. D'après la règle de Descartes, on peut reconnaître, 
dés certains cas qu’une équ. a des racines imaginaires, et se 
dispenser du long calcul de l'équ. aux différences. + * 

r°. Lorsque l’équ. fr = o est privée de l’un de sés'térmes, 
on le remplacera par Æ oz, et l’on comptera les permanences 
et les variations dans les deux cas de + 0, — o. Or si les 


termes en xi™ et xi+' sont de signes différens, on trouvera le 
N 


(*) Tout ceci suppose que Fr est un polynome complet, et il sera aisé de 
voir que, s’il y manque quelques termes, la conséquence relative aux racines 
positives subsiste encore; mais on a eu raison d'observer qu'il n’en est pas 
de mème pour les négatives ; en sorte que quand une équ. Fr = 0 est in- 
complète, et qu'on veut assigner le nombre possible de celles-ci, il faut 
Changer rên — x, afin de reconnaitre combien la transformée peut avoir de 
racines positives, nombre qui convient aux négatives de Fr=o. 
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même nonbre des unes et d , ce qui indique le plus 
grand nonbre possible des r: es cer et négatives : si 
ces terme: ont le même signe , la contradiction que présentent 
les deux résultats attestent l'existence de racines imaginaires. 

Ainsi z? + 2x — 5 = 0 étant changé en t't og’-+ 2r—5=0, 
on trouve 2 permanences et une variation, ou 3 variations à 


volonté; ce qui est absurde. Donc s'il manque un terme entre * 


deux termes de méme signe, la proposée a des racines ima- 
ginaires. 

29, „Si la proposée manque de plusieurs termes successifs , 
toutes ses racines ne peuvent éire fécllen z : ceci résulte de ce 
qu’on vient de dire. 


3, Les trois variations de x°— 32° + 12x — 4 — o font 
présumer existence de trois racines positives. Multipliant 
par x + a, il vient 


xi + (a — 3)x° + (12 — 3a)x* + (12a — f)x — fa = 0. 


Essayons d'introduire des permanences en prenant une valeur 
convenable de a; par ex. a=3 4 rend les quatre premiers termes 
positifs. La proposée a donc deux racines imaginaires, puisque 
sans cela, l’éq.en zten aurait, à volonté, trois péentires, ou 
quatre positives. af 


4°. Qu'on change x en y + h ety’ + R; fx — 0 deviendra 
Fy= o0, et ọy' = o. Supposons que y’ ait quelques varia- 
tions de moins que Fy : si toutes les valeurs de x sont réelles, 
Fy = 0 aura lune de ses racines positives # qui sera devenue 
négative — a’, dans ọ y" = 0 ; d'où x =a +h=— 4 + h. 
Ainsi x a une racine entre h et k’. Comme il en est de même 
pour chaque variation qu’on a perdue, x aura autant de ra- 
cines entre h et X : si la théorie des limites prouve que toutes 
ces racines de x n’existent pas, on sera assuré que x en a d'i- 
maginaires, 


Par ex. t°— fr" —2x +1] =0, = y + 2et y +3, 
donnent 


+y —67+5=0, +59" +7 +250; 
J.. 
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les deux variations qui font présumer Que deux racines posi- 
tives de y sont devenues négatives pour , annoncent deux 
valeurs de x entre 2 et 3. Mais Serre limite inférieure 
de y (n° 510) esty > $; de ladde de y’ est — 3; et 
à cause de y= y r i — y >te ri: ces deux li- 
mites étant incompatiblés, on en condiiié que x a deux racines 
imaginaires. Si ces limites étaient conciliables, on serait , il 
est vrai, incertain si z a deuxtracines entre 2 et 3; mais on au- 
rait du moins resserré l’espace qui les my? ex 

5°. Si toutes les racines de l'équ. fr = o sont réelles, les 
carrés différences sont tous positifs; /es racines de 
l'équ. au carré des différences étant toules positives sles signes 
ne doivent présenter que des variations. 


547. Méthode de Fourier. Soi ùne équ. de degré n Frs 
prenons-en les dérivées successives, que nous écrirons en or- 
dre renversé, fr), f7... f" ff Faisons dans ces polyno- 
mes = a, nombre arbitraire, positif ou négatif : chacun 
donnera un résultat numérique dont le signe sera ou +, 
ou —; nous inscrirons ces signes consécutifs dans leur ordre, 
sous les fonctions respectives qui les ont produits, et nous au- 
rons une gpl: signes que nous désignerons par À. 

Prenant ensuite x= b~a, nous formerons une autre ligne 
de signes que nous écrirons soûs les précédénts, et dont nous 
désignerons l’ensemble B; et ainsi de suite. Gomparons les 


ý 


variations de signes des diverses séries. 


$ 
Soit zx l’un quelconque de nos polynomes. Prénons pour x 
trois valeurs très voisines a — d\,a et a +- ð; nous aurons 


g(a—d)—=ça—dg'a + do a—idg"a..….. As 
ga = ça (1) 
g(a + A= pa + epa +9"q'a it g"a. nn 
Nous supposons d très petit, et que ga n’est pas nul; ces trois 
résultats ont le signe de ga, attendu que le 1°" terme Pem- 
porte sur ceux qui suivent et ont un signe contraire au sien. 
Donc lorsqu'on fait croître insensiblement x, chacune de nos 
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fonctions ss +  propré » ‘tant qu’elle 
ne devient pas. Li à 
Mais si a êst ra ries (à perdent 
leur 1“ ps signes du terme 
suivant i de pr est 
celui du ER sx 


tandis quë pour RS e signe devient celui de g'a; 

So sont donc différeus | ces i i 

celle de nos fonctions qui passe: 
signe des Ag ar qu'elle donne. 


es pp! liquons ces principes à ne 
sil iA e fait =z, les résultats fi 


teront toujours les mêmes, jusqu’à ce qu” 
> valeur x=a, qui rende nulle quelqu’a 
sera désignée par or; car alors pour celle-ci ent le signe 


sera changé. MS Pune de, ces de 
AO 


Pien, nT a 
e. Cria oo StS i: Eg = . 
z=a die AR ke EM : A, hain ô —. 


ipa ya EF + He 
une vafiation , qui existait dans les signes, se trouve ensuite 
remplacée par une permanence , quand @x a passé par zéro : 
tous les autres signes. sont d’ailleurs les mêmes avant qu'après 
z=a. z 

Mais il faut encore considérer les signes | de la colonne qui 
està droite de g. Quand ils sont les mémes que pour g’, la 
suite donnée par x a a une rnin ; tandis que 


celle qui provient de x >> a a une pe ced'où l'on voit 
que deux variations ont disparu ensemble. Mais si le signe 
commun aux termes qui suivent @ est-contraire à celui e 
?',la 1"° série a une variation et une permanence, et la. 3°. 
permanence et une variation, en sorte que aucune variat ns 
n est*disparue , mais la variation est séulement reculée’ d'im 


e 


Www.rcin.org pl 


M . Ás 


27 


qu’à cè qu'on r uelque foncti a qui devienne nulle; 
et ainsi de na A4 
Ceci ne s'applique qu’en partie à la fonction fx, attendu 
qu’elle n’est suiv agge s signe. Si donc z= a est racine de 
Jx=o, il faut su! tous les signes qui sont à droite de +, 
et Von voit que dans le passage par une racine a de l'équ 
fx=0, il disparait uné seule variation. . 


549. “Æxañinons le cas où deux dérivées | à SA sont 
nulles ensemble pour z= T: $ tivoir gaz = té 3 alors les 


que celui deg'a, tant pour æ<a, qe. pour æ>a;.et Pres le 
second zéro répondant àça, lesigne deg'a reparaît. Mais g'et@" 
sont dans le même cas qu'étaient get ci-devant : et en effet 


Ÿ lað =¢ 'adp'atketc., se réduit à apeg" atete. àc 
de g'a=0; ainsi pour x <a, on a un sighe contraire à c 
de 4", et pour z > a, le signe de g". Voici donc les tab] 


des'deux systèmes : | ae 
à j és ` ; 
S à pe où SORG O Ak 
Ft n de 
r n : s 


Fa + aN het ++ eent + A... 


ainsi on a danse 1“ cas deux variations, et dans le dernier 
deux permanences, ‘et l’on perd deux variations quand @x et 
gx passent ensemble par zéro. Nous n’examinons pas ici quels 
sont les signes de la colonne à droite , puisqu'etant tous trois 
les mêmes, il est indifférent qu'ils soient + ou —. d 


A 
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On n ’appliquera pas « ceci au cas où la fonction @ “serait f, 
parce que l'équ. fe 0 aurait des racines égales, si l’on be à 
aussi f'r—0, et nous’süpposons fr dégagé de facteurs pe 
(n° 521). 

Si trois fonctions successives sont nulles pour r=a, ré 
?,g et ọ”, le mème raisonnement prouve què x <a a 4 ou 3 
variations, selon le signe de la colonne suivante, tandis que 
pour z> a, on n’a aucune variation ou une seule : en .sorte 
qu’il disparait 4 ou 2 variations 

S... one p- ou f... Y Pe r ASRI 
sla ceret am HH e takrt 
L50 poesie o o — esse 10:07 0: +, 
r>a mm — cu +++ 
Quand x=a rend nulles 4,5... fonctions successives, les dé- 
veloppemens (1) perdent autant de termes initiaux, èt le 1°" 
terme est affecté de +. : nombre de zéros est pair, et de — 
s'il est impair. Chag éro répond à une variation pour 
xa, età uné permanence pour x>>a , et les variations dis- 
paraissent toujours par couples. Il en faut conclure que s’il y 
azz consécutifs, il disparait z variations quand z est pair, 
et oni z est impair, en prenant + quand le signe qui 

précèdeces zéros est le même que celui pe les suit, et — dans 
Vautre cas. 


Dans l’ex. suivant, on suppose dvipées Ta série de z=a ; la 
première s’obtient en mettant au-dessus de chaque zéro un 
signe contraire à celui qui est à sa gauche ; et la troisième en 
répétant au contraire ce mème signe; de manière à former 
autant de variatiohs pour x <a, et de permanences pour 


æx>a:on “à les signes dans les colonnes exemptes de 
Zéros. -#. y A 
» 


x <a À cg à ANDERNOS “Eee + 8 vari. 
sa + + 0 o o o — — o 0.0 + + 
x>Daib + +++ + — — — — — + + 2vui. 
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ront leurs signes tant. 


104 2 A A A 2: 
Six variations sont perdues l 


pratique est appelée hé gi able 


donne une série dessifnes, 
L les résultats conserve- 
pas sur une valeur 
étions ft) [SS 


r, il disparaitr. va- 


50. En D à “et g 
ns croître æ par d 


partir tions, ou du moins une variatiôn sera dé 
placée a droite. Il pourra disparaître à la»fois 2,4 ,6.. 
variat parce que plusieurs dérivées successives ééraient 


nulles ensemble. Mais lorsque zx reçoitles valeurs r,r’,r".., 
des racines de l’équ. , fr —0, les väriations partent une à 
une, tandis. que les racines des équations f'x=0,/f'x=0... 
les laissent subsister, ‘ou i Les font disparaître 2 à 2. Mais j ja- 
mais une variation Ferdug ne Beg gr la suite 
des valeurs eroïssantes qu'on autrib PRE A 

Aucune de nos fonctions @ ne peut passer rs zéro, qu'au 
tant que le résultat de laubstitution, dans cette fonçtion, d’un 
nombre un peu moindre “¢ que la racine de gx = 0, donnerait 
un signe contraire à celui qui le précède , afin que ekite Yaria- 
tion se puisse changer ensune permanence PE i ard 
delà de cette racine. "e 


- 


Comme le 1° terme des polynomes f@®)... S", f, fe est al- 
ternativement de degré pair et impair, si l’on fait x = — ©, 
ou seulement x = la limite — /' des racines négatives de 
fx =o, fx 0o, etc., on n’obtiendra que des résul- 
tats + et — successifs, ou n variations, parce que le 1° terme 
l’emportera sur ceux de signes contraires qui Je suivent. Si l’on 
fait x = +00, ou = la limite Z des racines p iyés, on n'aura 
que des +. Ainsi > en faisant croître x à ent depuis 
— l'jusqu’à + 7, toutes les variations rues. Réci- 
proquement ae nombres = let + lg ne donnent ün que 
des variations, l’autre que des pe permanences , sont les limités 
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entre lesquelles toutes lesracines des équ. fr— o, f’#=0, etc., 
sont comprises. Car chaque racine de lune de ces équ. devant 
chasser une seule variation ,-on ne peut trouver, hors de ces 
limites, aucun nombre qui přoduise cet cffet. C’est donc-une 


preuve que tout nombre qui rend Josi polynomes f, f', f"... 


positifs, est limite supérieure des racines de . fx=0, etle 
théorème du n° Sro reçoit une démonstration nouvelle et 
plus étendue. FA : 


Soit zi le nowbré. des racines imaginaires de  fa=o , nai 
celui des racines, réelles, qui sont entre > ét Z. Quand on 
fera passer z graduellement de —7 à Z, les n variations de 
la 15° serie de signes disparaîtront jusqu’à a derñière. Et puis- 


que les racines réëllesr,r' ,r"... chassent les variations une 
à une, #akiations seront chassées, par couples r 
en rend diverses dérivées f“, f".+. Ces dernières 


substitufions sont do ic les indicateurs de l'existence des ra- 
cines imaginairespet en accusent la quotité] 


f 


551. "Ce qu précède démontre le liaas de la règle des 
signes de Descartes avec plus détendue: Faisons =, et la 
ligne des signes sera composée des signes successifs d ; 
chaque À CN est réduite à son dernier termé, gt 
on sait, est le produit par 1.2.3... des coefici 


née par x—0 a les mêmës variations et permanences q 
Soit v le nombre des r, et n—v celui des autres. Passons de 
x =0 à x= +l; la 1" série perdra ses v variations ,-et si 
fx=0 wa quedes racines réelles, cette équ. enav positives. 

De même posant æ — — 7, comme on n’a que des variations, 
(en nombre n), ọn perdra donc n—# variations en passant 
de — V à o; il y a donc n—v racines négatives, autant que 
fx a de permanences. Mais si la proposée a des racines ima- 
ginaires , comme il disparaîtra par couples des variations qui 
en sont les indications , on voit que toute équation qui n'a que 
des racines réelles, a précisémént autant de variations que 
de racines positives , et autant de permanences que de racines 
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négatives (*). Et s’ilexiste ‘des racines imaginaires ÿ air 
v—2i racines positives , et p™ 2i" négatives, v étartt E, 
des variations et p celui des ER du polyn 

ieti des nombres entiers 


552. Notre théorie démontre que si Fer Substitue pour æ 
deux nombrés à et b dans toutes nos fonctions, et qu'on écrive 
les signes des’résultats en deux séries nd aiara Aet B, 
b étant > a, , 4 

1°, il n’y aura jamais plus de variations dans Z que dans À; 

2°, Si le nombre des variations est le même dans 24 et B, la 
proposée n’a aticune racine entre aetb; 1°} V9- 

3°. Si la série B a une variation de moins-que A, il ya une 
seule racine entre a et b; 

4. S'il y a deux variations de moins dans’ Æ que dans B , 
ou la proposée a deux racines réelles entre a etb, ou ces ra- 
cines manquent et sont remplacées par deux imaginaires ; il 
restera à distinguer l’un de ces cas de l’autre: Dans le 1“, on 
pourra séparer les racines, en substituant des nombres inter- 
médiaires qui chassent les variations une à une; R qui serait 
impossible dans le deuxième cas; 

"3. Lôpsque la série B a trois variations de mois que 4, ou 
il existe racines réelles entre a et D, ou il n’y en a qu’une 
seule, les deux autres étant remplacées par des imaginaires. 
Des procédés spéciaux feront reconnaître ces circonstances. 

Et ainsi de suite ; s 

6°, La valeur de x qui, sans être racine del’ équ. fr =o, fait 
perdre deux variations, en passant par voie de continuité 
de a à b, se rapporte aux racines imaginaires de cetteéqu. et 
en est l'indication ; elle rend nulle quelqu’une des dérivées , 


. 


(*) Si l'équ. fx 0 est privée d'un de ses termes, et si les deux termes entre 
lesquels celui-ci D. jont mêmes signes, cette équ. a des racines imbginaires 
En effet le polynome fr pomprend les termes grh-srh3, et lorsqu'on fait 
x=a dans toutes les dérivées , la série des sigtes consécutifs contient + ort, 


qui est équivalente à + 0 +, caracière qui annonce l'existence des racines 


imaginaires. V. p. 103. 


www.rcin.org.pl 


RACINES INCOMMENSURABLES. 107 


les signes de la précédente et de la suivante étant les mèmes; 
deux dečes fonctions successives peuvent aussi être annulées 
ensemble. S'il disparaît 4 variations, parce* que 3ou 4 fonc- 
tions dérivées consécutives sont nulles, il y a deux couples 
d'imaginaires pour l’équ. fr—0, Enfin, autant les séries per- 
dent de fois 2 variations , les substitutions suivant la loi de 
continuité, autant la proposée a de couples de racines ima- 
ginaires. 


553. Comme la substitution des nombres continus n’est pas 
possible, pour faire usage de cette théorie, il faut opérer 
ainsi qu'il suit : 

1° On substitue des nombres pris à volonté, qu’on étendra 
depuis celui 7 qui we donnera que des + et — alternatifs, 
jusqu’à celui” qui ne donnera que des +; ces nombres / et Z 
seront les limites entre lesquelles toutes les racines sont com- 
prises, Entre eux, il ya souvent de grands intefvalles qui n’in— 
terceptent aucune racine et qu’il convient de dépasser ; des 
esssais faitsisuvides nombres pris au hasard conduisent aisé- 
ment à éviter des calculs inutiles ; TEL r 

2°. Lorsque deux séries 4 et B sont formées des mêmes 
signes, aucun des polynômes f, f’, f". .+ né peut devenir 
zéro par une valeur de æfentre a et b. L'une de ces fonctions 
devient nulle , quand une variation est déplacée vers la droite ; 
et s’il n’y e déplacement , Te nombre qui le produit n’ac- 
cuse l’existence d'aucune racine imaginaire de l’équ? fr=o. 

Cette équ. aurait deux racines imaginaires , s’il disparaissait 
deux variations pour ùne valeur de + qui annullérait quelque 
dérivée ; F 

3°. Quand en partant de à, eu jusqu’à b un nombre 
impair de variations, il est évident que fa et fb ont des signes 
différens : le signe est le même, quand il disparaît un nombre 
pair de variations. Nous retrouvons donc ce théorème, qu'il y 
a un nombre pair ou impair de racines entre a et b, selon que 
les résultats Ja et fb ont un signe semblable ou différent , 
zéro étant awrang des nombres pairs ; 
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RNA AE 2 
n faisai r, la suite de si es À contient ur 
lusieurs LT successifs, on i formèra les séries 
Jon la règ e des doubles signes, p. 103; la r#sers 
écède À, pour indiquer es racines 
le qui suit À pour faire c connaître les 
o m] arant des c deux séries de a—J et 
N a comb naginaires sont ättestées 
par “lernombre pair € ji ues de l’une à l’autre, 
-Par pri een x’, ete. don- 
nent le tableau suit, où l'on a Pos usage de la règle du 
dos signe Pr haque résul tat nul, * 


. DIRI Pas 
i S E. gaz + — + 5 vari 
p ra A nA ec i . 
rA TETTE hi ©! 0 0 "H d PR: 


on voit qu’ il existe une racine réelle entre ai 0, et que 
les { variations qui disparaissent de <o à a> PESENE 
4 raci s imaginaires. La courbe, dont ds 7 est y=fr est 


celle de la figure 12. À 


‘Pour PAR s, émis rar 
Færge, Jane af fre 


ae DR à 


mas = so A ža + 2 ou 4 vari. dns 
es: LAS US _ — TT |: ; 
Toa, diskit B — 4 avi 

z= 3 ..... PA p l ay bari 

A ARE + + +, + + o vari. 


Il y a deux racines imaginaires, qui chassent deux variatións 


de 2<To x 2 : les zéros qu’on rencontre à z=1 et 2 ne font 
par it: { variation , ce qui vient de ce que chaque zéro est 
e deu i es ‘différens. Enfin, il y a une racine entre 
2 et3, pu entre 3 et 4 : il restera à en pousser l’approxi- 
mation. La Courbe y= fz est représentée fig. 20, par MOM’. 
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554 Lorsqu'il n'existe qu’une seule racine entre deux nom- 
bres aetb, et par, conséquent qu'on ne perd qu’unc variation 
de la série 4 à B, on apprôche de cette racine par la méthode 
de Newton. Mais avant il faut satisfaire aux Due 
cette méthode prescrit (p: 89) ; savoir que f’ et f” ne chan- 
gent pas de signe de a à b ;*c'est-à-dire qu'il faut que la va- 
DR ine soit précisément dans-la dernière colonne f. 
Tous lës signes de 4et B ont alors les mêmes, excepté le 
dernier. C’est ce nn la racine qui est entre 2 et 3 
dans lex. précédente PR: th 
[ais ŝi la variation ed dvant le dernier term des 


séries, Jf! et f" ne sont plus dans la condition exigée. Il faut 
S Paeituer Ajs nombres intermédiaires àa e b, afin qu’ en 


entre 3 et Áy il faut rejeter hors des limites le minimum qui 
est attesté par le changement de signe de f'. On pose Péqu. 
_f £= 0,et on trouve quela seule racine réelle estentre 3 et 3, r. 
~ Comme celle de fr= o est pu Ji et 4, qu’il faut que f’ et f" 


soient de même tigne, on fer 4, d'où f—61,f= 11, 


$=—0,2, et y pour 1 approximation. Faisant r=—3,8, 
d’où f= fe 0,6256, S——0,01448, on trouve 
x == 3,785525 et ainsi de suite. S est la sous-tangente. 

555. Quand oh perd deux variations de 4 à B, il reste À re- 
connaître s’il ya en effet deux don: à a et b. Cette dis- 
cussion sera divisé en trois cas. i 

On compareraÿ he à droite, les signes correspondans 
des deux séries ; dès qu’on rencontrera deux signes contraires 
sous la même fonction , une variation sera remplacée par une 
permanence : plus loin, on trouvera une seconde variation 
perdue, Si cela arrivé avant la colonne des signes de fx, ce sera 
le 3° cas, traité ci-après : et si la seconde variation n’est per—- 
due qu’au dernier signe, on trouvera les deux systèmessuivans, 
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où l’un, perd les deux variations dans les trois derniers signes ; 
dans l’autre, la 1° variation est perdue avant f”. 


x R oo ree cas (9.a S SIS 2° cas sh SSLSS. 
x = al. ++ + — + + + 

en de à FR ++++. 
Construisons la courbe parabolique MOM' “ 9) dont 


l'équ. est y = fx, entre les-abscisses AP=—a, AP =b. . 


556. 1 Cas. f'a et f'b sont de Signes contraires; ce sont 
les valeurs des tangentes des angles 7"et 7” que font, avec 
l’axe des x, les droites MT, MT qui touthent la cohlie aux 
points M et M' , dont les abscisses sont a et b. On voit que l’un 
de ces angles est aigu vers la droite , et l’autre obtus. Comme 
l'équ. f'x = o ne perd qu’une seule variation , elle n’a qu'une 
racine entre a et b, c.-à-d. que laeouthe y = aji à une tangente 
en un point intermäléire 0, parallèle aux x. f'x je 
de variation et reste positif dans 1 Vintervalle ; ainsi Var 
sa concavité vers le haut (n°528). Les fig. 19et 2 fo représ 
la forme de cette partie de l'arc, qui a en O un pointdepassage, 
pour fx, du positif au négatif, par zéro. 

Si lacourbe atteint l'axe dans l'intervalle Ø (fig. 20), il y 
a deux racines réelles 4k, 4k’: Ces racines sontimaginaires dans 
le cas contraire (fig. 19), et alors les tangentes aùx divers points 
de l'arc MOM's’inclinent de plus en plus sur l'axe de M en O, 
où le parallélisme a lieu, puisse relèvent en sens opposé vers M’. 
La nature concave de l’arc, fait qu'il reste compris dans lan- 
gle formé par les deux tangentes en M et M'. On voit donc que, 
si le sommet B (fig. 19) de cet angle est situé au-dessus de l’axe, 
la courbe ne peut le couper, et les racines Sont certainement 
imaginaires entre P et P’ 


(*) Les valeurs de fa et fb peuvent être négatives ensemble, c.-à-d. que les 
signes peuvent tous être contraires à ceux qui sont indiqués ici : mais ce cas 
n’exige par un examen spécial , et il suffit de tourner les fig. 19 et 10 de l’autre 

` côté des x, par une révolution autour de l’axe, afin de rabattre les fig. en- 
dessous. Tout est alors semblable à ce qui a été exposé dans le texte. 
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Or les sous-tangéntes en M et Mont 
fa ft 


As 7 EN OP PER | 
PT=S$, = fa PSE Fu 5 (2) 

La 1% est pi sitive; f'a ayant le signe — , et la 2° négative. Il 

est clair l'on: fait'abstiaction des signes, et que l’une 


des sous-t ntes ou leur somme, égale ou surpasse l'inter- 
valle ae 3h deux racines prérbé sont imaginaires. 

Et si A a n’a pas lieu, on demeure incertain 
sur la nature des racines qui peuvent alors être réelles où ima- 
ginaires, la courbe pouvant couper l’axe, ou ne pas le rencon- 
trer, entre P et P’. On doit, dans ce cas ppárer de une ou 
de l’autre manière suivante : b 1 

On regardera les limitessa et b comme trop écartées pour 
décider la question , et prenant x = quelque nombre intermé- 
diaire a', on verra si la série des signes, comparée à 4 et B, 
fait disparaître les variations une à une; car alors les racines 
seraient réelles , l’une entre a ct a „l’autre entre a’ et b. Et si 
la double variation se perd encore entre a et a’, on calculera 
la sous-tangente pour x —#"', afin de vérifier si la règle précé- 
dente a lieu. > 

Ou bien, on opérerait commesi l’on était assuré que les racines 
intermédiaires sont réelles , et qu’on voulüt en approcher da- 

vantage, par la méthode de Newton; car alors on serait con- 
duit à deux nouvelles sous-tange -dont la somme pour- 
rait excéder b — a. 

Comme à mesure qu’on approche du minimum O, les tan- 
gentes approchent d’être parallèles à l’axe, les sous-tangentes 
deviennent très grandes, et la règle ci i pak est plus propre à 
se vérifier. On comprend que si les racines sont imaginaires , 
on ne tarde pas à les reconnaître par leurs sous-tangentes dont 
la somme est > b — a. « 

Au contraire, quand les deux racines sont réelles , les sous- 
tangentes n’augmentent plus indéfiniment; on voit converger 
chaque valeur de x vers deux termes qui sont les racines de- 
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mandées Ak, AK; et il devient se de ver une 
grandeur moyenne qui, “ae naihi ve. deux 
racines. Saut 

557. 2° Cas. Lorsque Ja a epi "a tE ape eona eis, la 
question est d’une autre nattre” f"a et “nc des $ Dr ou 
différens, et passant par héröð dans l'intervalle (co mue f” perd 
une variation, f "x= o0, a une racine entre get b) 1 fcon- 
vexe vers le baut en 7m (fig. 19) à la 1™ limite pii cen- 
cave à la 2° AP” =b: et dans cet espace , il existe un pont 
d'inflexion I, dont l’abscisse 4g-est racine de f'æ=—0. Les soas- 
tangentes ne lèvent plus alors la difficulté, puisque la tan- 
gente mt, ne peut sé prêter aux conditions prescrites ci-dessis. 
Il faut d’abord fesserrer l'intervalle, pour que l’inflexion Z ry 
soit pas comprise. On substituera donc pour x une au tre va- 
leur intermédiaire a’, propre à séparer les deux racines, hors 
de l'étendue où est le point 7, ce qui ranienera g ljós au 
premier cas. 4 

Il se pourrait cependant.que la courbe eût la figure miw 
(fig. 5) où l’inflexion est précisément au point où la gate ente 
est horizontale : on tenterait alors vainement de resserrer 
l'intervalle pour éviter que les f' fussent de signes Dr 
Mais comme f” et f” sont nuls ensemble, les équ. f” E 
f'x=0, ont alors une racine commune ; c’est un cas de racines 
égales. Les racines cherchées seraient imaginaires, à moins que 
l'inflexion Z ne fût le point même de section de la courbe avec 
l'axe, ce qui supposerait en même temps fr =o, et par con- 
séquent la proposée aurait des facteurs égaux. 


558. 3° Cas. La comparaison des suites 4 et B, manifeste la 
perte de deux variations, avant d’atteindre la dernière co- 
lonne. Que ce soit, par ex. dès f” que la 2° variation disparait : 
on se proposera de traiter l'équ. f” x=0, et on cherchera si 
elle a deux racines entre a et b. Si ces racines n'existent pas, 
l'équ. f'x=0 a aussi deux racines imaginaires indiquées par les 
deux variations perdues, puisque la tangente à l'arc de courbe 
dont Véqu. esty—f'x, ne peut être horizontale entre a et b 
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attendu que f"x n'y est pas nulle; cet arc n’a done pas de 
maximum dans l'intervalle. On reconnaît de même que lles 
équ.f'x=0, fc=0 ont aussi deux racines finaginaires corres- 
pondantes. 

Mais si les deux racines de f°x = o sont rcelles entre a et F, 
la courbe y=f'x a deux -tangentes horizontales dans cet es- 
pace, et affecte la fig. 21, ayant un double serpentement, 
avec maximum et or. La distance de a à b est donc 
op grande, et il faut la diminuer, jusqu’à ce que les inflexions 
n’y soient plus comprises, etque le minimum s’y trouve seul. On 
apprendra alors si l'équ. f” x = 0 a deux racines réelles entre 
Jes nouvelles limites plus étroites d et b'. Delà , on cherchera 
si la courbe dont lV'équ. y =f x a ou non deux sections avec 
l'axe, et ensuite s’il en est de même de la courbe y =/x. 11 
suffit que les deux racines cherchées soieut imaginaires pour 
l’une des équ..... f'#=0, f'x =0, f x =o pour que celles 
qui la suivent soient dans le même cas, 

Il ne faut pas oublier, dans la circonstance présente, de s'as- 
surer si l’équ. f'z=0 a des racines égales ; car notre théorie 
suppose toujours que l’équ. qu’on traite est dégagé de ces ra- 
cines. A cet égard, observons que la recherche des racines 
égales est si longue (n° 521) qu’il convient de l'éviter, et qu’on 
ne doit s'en occuper qu’autant que les opérations en montrent 
la nécessité, Comme le cas des racines égales est exceptionnel, 
c’est un grand avantage de la méthode de Fourier, de ne les 
chercher que quand, par accident, cela est reconnu indispen- 
sable. 


559. Il reste à examiner ce qu’il faut faire quand il dispa- 
raît plus de deux variations de a à b. On comprend qu’en 
rapprochant ces deux limites, il arrivera que les variations par- 
tiront soit une à une, soit deux à deux, ce qui ramènera aux 
cas traités ci-dessus. Cependant , il se pourrait aussi que pour 
une valeur de x entre a et D, plusieurs dérivées devinssent 
nulles, ce qui conduirait à trouver plusieurs zéros successifs 
dans la série de sigues correspondante à quelque nombre in 

DAT, 8 
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termédiaire inconnu a’, comme cela est arrivé p. 108; il dis- 
paraîtrait alors 4 ou 6 variations à la fois, indice assuré d'au- 
tant d’imaginaires. Ce cas est facile à reconnaître, car ces dé- 
rivées ont des facteurs communs, qui égalés à zéro donnènt la 


valeur de x qui produit ces zéros successifs, et met en évi- 
dence l'existence des racines imaginaires, - -~ 


560. Appliquons ces principes à divers exemples : 
I. Je = z — 65x43, f = 3x 5, f! = 6x, f9 = 6% 


LAAT T 
z= — 3... + — + — 3 ùri. 
— D. $ — + + 2 vari. 
0... h © — + 2 wari. . 
D 
or. + + — — 1 vari. 
+ 2... + + + + 0 vari. 


Les trois racines de la proposée sont réelles, entre — 3 
et— 2, oet+ 1, 1 et2. La courbe est représentée fig. 11. 


II. fe = 2 — 22 — 5, f = 3x — a, f" —=6r,f" = 6 


TT SEIA 
z= mp. H — + — 3 vari, 
0... + © — — 1 vari. : 
+ VAS? 
hrs + + + — 1 vari. A 
Ha... + + + — 1 vari. ARE -gN 
+3... + + + + ovari. pr: 


Outre la racine réelle qui est entre 2 et 3, on en présume deux 
entre o et — 1 ; mais celles-ci sont imaginaires, car on trouve 
pourz=—1 que f= + 1, f=— 4, d'où S, = 4 qùi est 
R 
II. Jz = 15 he e + 27 + 2, S = 5al q 3e Hg r. 
J! = 208 + bz + 4, Y = pd ds. J'Y = yos, f' = 120. 


v iy 
z= — 2.. Sr RE at 06 vert 
— i.e H — € — + + 4 vari 
á + 0 + + 0 + 0 ou 4 vari 
+ + 


Il existe une racine entre — 1 et — 2 : les autres racines sont 
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toutes quatre imaginaires, d’après la règle des doubles signés. 
La proposée équivaut à (x° +2) (*+1)=0. ` 


IVi fem zt — r p art — Ge + 5, J'e 433 — 3e ete. 


ÿ 6 te A AT 

DE = O0 .... + — + — + 4 vari. 
Dont + 4 — + 2 uari. 
Dose + + + + + 0 vari. 


On présume qu'il y a deux racines entre 1 et 2; comme les f 
et f" ont même signe +, et que les f” ont des signes con- 
traires, on calcule les sous -tangehtes. x =1 donne S,—1, 
nombre égal à l'intervalle 2 — 1 ; ainsi ces deux racines man- 
quent. Ilen fautdire autant entre o et 1 ; car les deux varia- 
tions sont perdues dès f”, et l’équ. f"x= 0 a visiblement ses 
racines imaginaires. A $ 


V. fe = 2 — 2 + ar — 3, f! = 3ra — oar + a, ete. 
w LA LA 
x—=0.... + = + — 3 vari. 
Dose HR + HÆ — 1 vari. 
Do h + HR ovari. 


‘M 

La proposée a une racine entre 1 et 2; quant à celles qu'on 
doit chercher entre o et x, elles sont imaginaires : on voit en 
effet que les deux variations sont perdues dès f”, et que l’équ. 


f'z=0 n’a pas de racines réelles. La courbe est celle de la 
fig. 12. 


VL fe = m — 32a — ep 13, f = 3er = Gr — G, ete. 


m Lu r 
z= —3.... + — + — 3 vari. 
— De. + — + + 2 vari 
+2... + + — + 2 vari. 
+3... ++ + + ovari 


Outre la racine qui est entre —3 et —2, on en présume deux 
entre 2 et 3. On trouve 


T=+#2,5.. + + — — ivari 
Ainsi il y a une racine entre 2 et 2,5, puis une autre entré 9,5 


8.. 
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et 3. Comme La supposition za ,5 qui a mis ces racines en 
évidence, est due au hasard, voici comment on a dù opérer 
pour les reconnaître sûrement. Les fet f" sont positifs pour 
æ=2, etles f’ passent du — au + : il s’agit de distinguer 
quelle est celle des formes de la fig. 20 qui convient à la courbe. 
On prendra les sous-tangentes aux deux limites 


s= JanS = #4, =$e—=3 1 1 =5,—S=—. 


s 
On supposera donc x = 2}, et x = 24. La 1" de ces valeurs 
donne f=0,2, f" = —2,3; $, = 2 = 0,09, et r= 2,34: 
on tire de la 2°, f=0,23, f'=2,7]2,S: = 0,p8et x=2,72. 


On est donc conduit à prendre un nombre intermédiaire tel 
que æ—2,5. ne 


VIL fe = zi — $ a + a — Gr Hu 


iv a Le 
| CESR. © + — HT. gwiri. 
Le. + ar a RE ou 4 vari. 


L_2 

o 

+4 
Dot E E + — 3 vari. 
Tous. + + + + + 0 vari. 
Les limites des racines sont o et 1 : et comme les quatre varia- 
tions disparaissent dans cet intervalle, il faut le resserrer. On 
fait x=} et 3. D'une part, on trouve un zéro entre deux +, 
il y a deux racines imaginaires; de l’autre on voit qu'il y a 
une racine entre ;et?, puis une entre set 1. 


VII. fx = 25 — Gr? + 7z? = 8r + 7 


v iR + d z 
z=- 4... + — + — + — 5 vari. 
3... + — + — + + Gari. 
oin e D E + 4 vari 
+ 
Lu. + + + — — + 2 vari. 
Du. + + + + + + 0 vari. 


fx= o a une racine entre — 3 et — 4; on en préume deux 
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entré o et r, et deux entre 1 et 2. Pour les 1", comme les deux A 
variations sont perdues à f’, on pose f'x= o: or f’ ef" 
ont des signes contraires quand x = 1 ; l'intervalle doit donc 
ètre diminué. On prend r=}, d'où f" =—21, f'—=—1:, 
f'=—5 s et la différence de signes de f” et f” n'existe plus. 
On prend les sous-tangentes pour s'assurer s’il y a deux racines 
entre oet:; S, est > +, ce qui prouve que ces racines sont 
imaginaires. Celles de l’équ. fx = o le sont donc aussi. 

Quant aux racines entre 1 et 2, il faut aussi diminuer Pin- 
tervalle; on fait z=1#, et comme f= — 1 39--., tandis que 
pour x=1 et 2, les résultats sont 1 et 3, on voit qu’il y a une 
raciné entre 1 Eii puis une autre entre 1 et 2. 


zP, 


IX. Je = 315 252 + goz — 127 


| Ene 
a we ES 

E= a nn + Fu + = + — 5 vari. 

AA TPE nee + — + + +: 3 vari. 

re Lu. + TE 3 vari. : 

PER 2... v + + — vari. 

HI + + + Ho + ovari, 


On reconnaît l'existence d’une racine entre 2 et 3; en faisant 
x= 2,5, il vient f= 0,34, f'—207,19,$ —— 0,002, d’où 
x —32,498.... Ps ` 
~ AQüant aux autres racines, elles sont imaginaires. En effet, 
variations perdues de 1 à 2, le sont dès f’, ce qui conduit 
ter d’abord l’équ. f'x = o. On pose += 1,5, ce qui ne 
isse subsister dans f“ qu’une seule variation (*), et sépare les 


deux râcines réelles: Il reste à savoir si celles de l'équ. fx = 0 
sont aussi séparées. On a i | 


‘ 


(*) L'équ. f'x = 15 (xt— 5x2 + 6) 6, so résout par le second degré 
et revient à (x3 —3) (z3 — 2)=0; ainsi z= Ły3 = £ 1,732... et... 
= + Va=ti,44.. 


Www.rcin.org.pl 


118 ALGÈBRE. 


< Doudous de sf signes étant remplies, on procède au caleuldes 


sous-tangentes. On trouve f=53,50, f ——2,81,$. =o, 
ainsi la proposée manque des deux racines entre 1 et 2, 


Pour les racines qu’on eroït exister entre —1 et —2, on est 
encore conduit à l’équ. f’x=0; qui a deux racines réelles sé— 
parées par r= — 1,6: il vient n aa 


w nie DDR 
t =- 2.... + — + He vari 
r= — 1,6. + — + — 7 — 3 vari 
z= — 1,5. + — $ à Aa a vari 
les conditions s ayant lieu, on calcule la sous-tangente 


S,= "222 >6,5%0n remarque que ner E 5 donnent f et f 
de signes contraires, ce qui montre que l'intervalle de —: A, 
à — 2 est trop étendue. 


m Ç: TIM Leur ds * 
z= pui ot du — + 6 vari, 
— 0,550. t + + + — + 4 vari. 
0... he © + + — — 3 vari. 
BEA à + o — 0o + + + 2 vari 
AD 2 + + o — + + + 92 vari 
3.:.... RTS EN RTE rat 

Re k 


Comme en omettant z = —#,ilserait disparu 3 variations 
de — 1 à o, il a été nécessaire de préndre cet intermédiaire. 
Les résultats zéro n’apprennent rien sur l'existence des imagi- 
naires, parce qu ‘ils sont Vs des signes. contraires (p. 108). Il 


y a une racine entre — į et o, et une entre. oet 1; elles sont 
z= — 0,13.. „et + 6, CRETE Venons- aux quatre autres 


qu’on présume entre —1 et — }; et entre 2 et 3, 

Les deux variations sont perdues dès f”, et il fiut poser 
J'æ= 0 : mais on doit s'assurer avant tout si cette équ. a des 
racines égales, ce qui a lieu en effet, car 
"= 30 (x*—2x— 2), f"—120(x— 1) (x°— 27 — 2). 
La courbe dont l’équ. est y= f"x touche Faxe au point dont 
les abscisses sont les racines de l’équ. x*— 2x — 2= 0, savoir 
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x = 1E y 3 (vila fig. 22), à cause de ces racines doubles. Si 
done on prenait ces valeurs de x pour en déduire la suite de 
signes de nos fonctions, on trouverait deux zéros successifs, et 
par conséquent la règle des doubles signes montrerait qu’il 
disparaît deux variations, quelque voisines queles deux limites 
soient de ces racines, qui n'étant pes communes avec f’x=0, 
prouvent que cette dernière équ. n’a pas de racines réelles en- 
tre — 1 et 0,5, ni entre 2 et 3: la proposée est donc aussi 
dans le même cas. 


XL. Pour zi — 4x5 + z? + 6r + 2 = 0, f’ = 4x3 — 127 etc. 


w Mi LA + 
z= — o — + G vori, 
IR + — + + + 2 vari. 
A + o — 0 -+ 2 vari 
2 + + + — + 2 vari. 
3... + + + + + 0 vai. 


On pense que les racines sont par couples entre o et — 1, et 
entre 2 et 3. En cherchant ces dernières, on trouve S, —?, 
S, = — -; la somme est i < 1, et on reste dans l'incertitude 
s’il y a deux racines A ARR A a ESR ; on a les racines approchées 
x= 2,4 et 2,8. On substitue, et on trouve 


T= 2,4... t t + — 3,024 + 0,0416 
2,8 ...., + Oh HR hp 5,328 + 0,2976 
Ainsi S, = 0,01, S,=—0, 06,x2=2,4{1 et 2,74. Comme les 
sous-tangentes détroissént , loin d’a ugmenter, en approchant 
du minimum, on reconnaît que les : on sont réelles. On les 
sépare í a prenant une moyenne, telle , 
w e T=2, he : 3 

“ainsi deux racines réelles sont mises en évidence, et on peut 
procéder à l’approximation, On voit de même que les racines 
sont aussi réelles entre o et —1. La proposée a pour racines 
TL yart, hrat.. et rit 3=it) 73205... 
Elie équivaut à (a — 2x — 1) (1 — 21 —= 2) =0 
-=la courbe y= fa a à peu près, la forme de la fig, 13. ~ 
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561. Théorème de M. Sturm. On procède par la méthodie du 
commun diiseur, à la recherche des facteurs égaux de fæ(u° 520), 
avec l'atténtion de changer chaque rest de signe avant dle le 
prendre pour diviseur. Ainsi on divisèræ  fcpar fi, puis fx 
par le reste changé de signe, ete. On obtiendra de la sorte une 
suite de polynomnes de degrés décroissants, dont chacum est 
tour tour dividende et diviseur, tels que *) 


J£, f £ya.. F£, Q£, Vr... Vrae (M). 


Chaque terme est le reste, changé de signe, de la division des 
deux termes qui sont à sa gauche, et 7” est un nombre. 

Qw’on substitue dans tous ces polynomes un nombrea quel- 
conque pour z; et qu’on écrive sur une ligne Jes signes succes- 
sifs des résultats obtenus; qu’on en fasse autant pour un autre 
nombre à, et qu’on cs: les signes des résultats en correspon- 
dance avec les premiers. Il s’agit de démontrer que, si b> a, 
la seconde suite de signes a perdu autant de variations qu'il y 
a de racines de l’équ. fx = 0 entre a et b. Quand les deux sé- 
ries ont un égal nombre de variations, ilmexiste aucune racine 
entre ces deux nombres. 478 v 

1°, Il a été démontré p- 102, que si l’on fait croître x par 
degrés insensibles de a vers b, tout. polynome gx donnera «des 
résultats de même signe tant que @x ne sera pas nul; mais si 
x =a, donne ga=—0, gx change de signe; tant que a, 
le signe de øx est contraire à celui de g’4; mais il devient loi 
de ġ'a quand x > «: 

2°. Deux de nos polynomes successifs (M) ne peuvent étre 
nuls ensemble : Car trois fonctions successives Fæ, @x, Yr, 
sont l’une dividende, l’autre diviseur, et la 3° reste changé de 
signe, savoir 
Fr=Q Xxx — 4x. 


(*) Le plus long de ces calculs est celui qui donne le reste de Ja division 
de fx par f'x, et la note de la p.63 contient une règle-qui abrége S 
l'opération. 
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Or si l’on suppose que r= a, donne pz = 424 = 0, on a aussi 
Fa=0 eï-d. que le polynome Fx qui précède gx devient 
aussi A ainsi de proche en pohe jusqu'à fx et fæ: 
ainsi fæ âurait des facteurs égaux contre l'hypothèse. On 
voit de même que Fa=@2—0, donnerait Ya =o , et par 
suite toutes les fon s seraient nulles, ainsi que J: si 
Jz = 0 est supposé dégagée de racines égales, 7° doit être un 
nombre constant. s 
3°. Tout polynome qui devient nul est placé entre deux ré- 
sultats de’signes contraires ; car si ĝa = 0 , on a Fa= — 44, 
d'où Pon voit que les trois polynomes deviennent + 0 —, 
ou — o +. Ainsi lorsqu'on fait croitre x de a vers b par va- 
leurs continues, lé passage de l’un quelconqüe de nos poly- 
nomes par zéro, ùe change pas le nombre des variations, puis- 
que MDN eux suites avant et après x = 4 , elles sont 
+ ——, et + +. j 
Mais examinons ce qui arrive pour le dernier et le 1%“ poly- 
nome , car ils ne sont pas placés entre deux signes, comme les 
autres. J est un nombre qui conserve toujours le même signe 
aux résultats. Quant à fr, nous savons que si fz = o, le signe, 
qui était contraire à celui de f'a placé à sa droite, devient 
celui de f'a; ainsi une variation s’est changée en permanence. 
En continuant de faire croître x par degrés continus, f'x 
pourra à son tour passer par zéro, et changer de signe, sans 
pour cela , altérer le nombre des variations, comme on l’a dé- 
montré : eb dès que fx et f'x se retrouveront avoir des signes 
contraires, fe pourra de nouveau passer par zéro , reprendre 
le signe qu'avait d’abord f’x, et perdre une nouvelle variation. 
Et ainsi de suite. T 
Cela démontre notre théorème, puisque le passage de fx par 
zéro produit une diminution, chaque fois, dans le nombre des 
variations , et que c’est le seul de nos polynomes qui amène ce 
résultat u : 
Il est d’ailleurs évident qu’on peut, sans changer ces consé- 
quences , multiplier ou diviser l’un de nos polynomes par un 
nombre positif; ces facteurs numériques permettent d'éviter 
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les coefliciens fonctionnaires, comme dans la méthode du com- 
»mun diviseur. 


Woei l'usage de ce théorème. Dans tous les polynomes (M), 
on fera x= o 2e qui donne pour chaque fonction le signe de 
son dernier terme; puis æ= la limite supérieure l des racines 
positives; cette | limite donne les signes successifs du 1° terme 
de chaque polynome ; attendu qu’elle revient à faire v= co. 
On pose ensuite x= — /', limite des racines négatives, la- 
quelle donne les mêmes signes que x=—— 00. On comptera les 
variations de chacune de ces trois suites; si quelque résultat 
est zéro, on le remplacera par un +, ou un —, à volonté, ou 
on n’en tiendra pas comptes ce qui est indifférent , puisque ce 
zéro doit se trouver entre deux signes contraires, On conclura 
de là que la proposée ‘fr = o a autant de racines négatives 
qu'on a perdu de variations en passant de — Z à o, et autant 
de positives qu’on a perdu de variations de o à -+ Z. Pour 
séparer ces racines les unes des autres, on substituera des 
nombres intermédiaires, qu’on rapprochera jusqu’à ce que 
les variations disparaissent une à une ; et même pour opérer 
avec plus d'ordre, on dgbslituera d'abord zéro pour x, puis 
des nombres croissans, tant positifs que négatifs, jusqu’à ce 
qu’on obtienne les Etes de signes que produisent + ©, 
et — œ, car on aura alors atteint les deux limites, quise pré- 
senteront ainsi d'elles-mêmes. 


Prenons pour ex. fx = xt — 2° + 22° — ör +5 = 0, d’où 
f'= kx 3r + he —6, —13x" +4 68r — 74, 
— 79271141, +1892293 


X=0..., he — th 2 vari, 
Tous ho — hp + à vari. 
2... + H H — fs 9 wari. 
4... ho — — + à vari. 


aucune racine n’est donc ni négative, ni >> 4 : et comme dans 
cetintervalle on ne perd aucune variation, les quatre racines 
sont imaginaires. 
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Pour x5+2#+2x+2=0,ona5xt+32+{r, —2 3x5, 
— 16r’ + 9x2 25, — 3r7— 19, +600. ` 
a z= — 4e — ++ — + + 3 vari. 
E i ni jali ii 3 vari. 
— rem t t — — — + 32 vari, 
— 0...1. + 0 — = + 2 vari. 
Hi ++— — — + 2 vari 


Il ne peut y avoir de racines qu’entre — 4 et +1, et comme 
on ne perd qu’une seule variation, il n’y a qu’une seule racine 
réelle , qui est entre — 1 et —2. 


mio 6z? + TE + 8x +7, d’où 


t— 1824 14r—8, FPT EE RUE à 1697* =, etc. 


ab +++ — fai, 
R $ 4 ++— ++ — 3oari. o 
Ou + ———+— 3 vari, 


His HR——— + — 3 vari. 

+2... +++ — 1 vari, 
Il y a donc une racine entre — 3 et — 4, deux entre 1 et 2; 
les autres sont imaginaires. 


Pour fr = zt — #24 42 — fr + 1,0na 
Der Lac —1,—52x + 9x — 0, —5fz +29, 925 


z= o0... H——+— 3 veri. 
Yo ++ = 3 vari, 
To — ph mm 2 vari. 
r Lives + + omm 1 vari. 
On a une racineentre 4 et 3, et une entre ? et 1 ; les deux autres 
sont imaginaires. 
Enfin zt— 4°+ x°+6x+2 donne 
Tbr r43, 52°—107—7, Zi, +12 
z= — 1... + — + 4 vari. 
+ — + 2 vari, : 
EE TEE g a vari. ` 
K p . += — ++ 2 vari. 5 
” 3. +++ ++ ovari. 
an a deux racines entre o et — 1, et deux entre 2 et 3. 
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Le théorème de M. Sturm est très remarquable , et doit 
faire partie des élémens d’algèbre. L’analogie qu'il a avec ce- 
lui de Fourier est évidente , et les a de l’auteur montrent 
qu’il s’en est servi pour diriger ses Micrches. Il reste éncore 
à séparer les unës des autres, celles des racines qui ne sont pas 
isolées entre lés noinbres substitués, ce qui exige de nouvelles 
substitutions intermédiaires. Au reste, cette méthode ne donne 
ancune ressource pour procéder à cette séparation, ni pour 
approcher de plus en plus des racines. 

562. Méthode de M. Budan. Soit fait x = a +7 dans l'équ. 
fæ =o; l'inconnue de cette transformée sera y = x — a : nous 
avons donné p. 46 un procédé propre à obtenir facilement 
cette équ. Soit de même composé des transformées en 1 — ù, 
T—Cyrers a,b,c étant des nombres quelconques croissans, 
Observez que ces équ. se déduisent successivement les unes 
des autres ; car soient b= a +4, c= b +8...,vous tirerez de 
la 1" transformée en y ou æ—a, celle dont l’inconnue est 
2=y—a—x—(ata)—x—b, De même, de cette dèr- 
nière, vous tirerez celle dont inconnue estt=z—f=x—c, 
etc. í j arr 

Admettons d’abord que toutes les racines de fr = o soient 
réelles; le ombre des positives est égal à celui des variations 
(a° 545); il en faut dire autant de chacune de nos transfor- 
mées. Mais si des racines sont entre o et a, elles rendent 
négatif y =x — a; ainsi le nombre des variations de la trans- 
formée en x— a sera moindre d'autant d'unités qu'il ya de 
racines entre o et a. Done si la proposée et sa transformée en 
æ—a ont un égal nombre de variations, il n’y a aucune ra- 
cine entre o et a; il y en a une seule , si cette transformée perd 
une variation; 2,3,4... „'racines font disparaître 2,3,4..... 
variations. De même pour l'équ. en z=y — a, autant on aura 
perdu de variations de l'équ. en Ÿ, à celle en z, autant il y aura 
de racines de y entre o et «, c.-à-d. autant de racines de x 
entre a et b, puisque b =a +z; et ainsi de suite. Quant aux 
racines négatives, on change x en — x dans fr= 0, et on 
cherche de nouveau les positives. 
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Cette conséquence n’est plus vraie quand la proposée a des 
racines imaginaires ; set lorsqu'on perd à la fois deux variations, 
on ignore si celte perte est due à l'existence de deux racines 
intermédiaires , ou si ces racines manquent et sont remplacées 


par deux i imaginaires. La perte de trois variations laisse dou- 


ter s il y à trois racines ou une seule, etc: 

Selon M. Budan, il faudrait alois fractionner Pintan 
pour le resserrer, afin que, s'il existe en effet deux racines in- 
termédiaires, on puisse les séparer; ce qu’on reconnaîtra par 
la perte des variations une à une. Si ces racines sont très rap- 
prochées, qu’elles ne diffèrent par ex. que dans les 2° décima- 
les, ce n’est que lorsque l'intervalle entre lesnombreso,a,b,c,.,. 
sera d’un centième, qu’on sera certain dé lës avoir séparées. 
Nop-senle nes ces calculs sont pénibles ; mais si les racines 
qu’on cherche manquent en effet , Comme la séparation est 
impo ble, on pousserait fort loin l’approximation, sansavoir 
jamais. jreuve que ces racines n'existent pas , parce qu’elles 
pourraient être plus rapprochées que le degré d'approximation 
qu’on a obtenu. Cette objection contre la méthode est insur- 
montable, si cem’est dans des cas particuliers pour lesquels 
M. Budan donne une solution de la difficulté, qui reste d'ail- 
leurs entière dans tous les autres cas. Ainsi cette méthode ne 
peut être regardée comme satisfaisante. 

. 

Voyons maintenant comment l’auteur la fait servir à ap- 
procher les racines. De l’équ. fr = o, il tire successivement 
toutes les transformées en x—1 ,7—2,x—3.., par le procédé 
de la p. 46, jusqu’à ce qu'il arrive à une équ. qui m'ait que 
des + : d'après le nombre de variations perdues, il apprend 
combien 1/ peut exister de racines entre les nombres o0,1,2,..., 
ce qui donne l’entier contenu dans chacune. Si-la transformée 
en x—a a zéro pour dernier terme, x — à est facteur de fx 
(n° 500); et quand plusieurs derniers termes de cette trans- 
formée sont nuls à la fois, la racine a est multiple : ce qui fait 
connaître toutes les racines entières inégales ou égales. Il reste 
ensuite à traiter à part le quotient de fx divisé par z — a. 
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Nous désignerons.par (o), (0), 4 (2), MOVIE | transformées 


en t — ó, v= Ty t — 2; etc. 
Ainsi pour ENS PSP 1 on a 


À hs Er EE 16 — 24 + 16 
2" (eu i—2+ 4 6+ 3 
g WG)... 1+2+ 4 o o 
ainsi (£ —2) divise fx , et comme (r— 1} +2 (x — 1) 4=0 
est le quotient, et que cette équ. a ses racines imaginaires, 
l’équ. proposée. est résolue. Sai : 
Prenons xvi—8r*^— 16x— 12 —0; en nous bornant aux 
transformées dr variations et qu’il suffit de trai- 


ter, nous avo nb 
a EON 1 O— $= 16— 12 : vari. 
GB)... 1+ 124 46 + 44 — 51 1 wari, 
(4)... 1 F 16 + 88 + 176 -+52 10 vari. 
Changeant z en — x, (0).... 1 o— 8- 126— 12 3 vari. 
(tn. 1+ 4— 24 4 — 83 vari. 
(a. ct 8+16+ 164 4 ovari. 
On voit qu’il existe une racine entre 3 et set qu'entre — 1 
et — 2 il peut y en avoir trois, ou peut-être une seule, sans 
qu’on sache lequel de ces deux cas a lieu, 
Dans tous les cas, on connaît donc ainsi la partie entière a 
de chaque racine; cherchons le chiffres a’ des dixièmes , celui 
a" des centièmes , etc. ; posons 


xa= x, x ad c= h t", L" a == x", etc. 
d'où | MERE FRS a+ —— a" Fete. 
Or a étant l’entier le plus grand contenu dans z, x — aest C1, 
d’où x’ < 10 : de même si a’ est le plus grand entier contenu 
dans x', x'— a" est < 1,'et x” 10, et ainsi de suite. D'où 
l’on voit que les entiers 4,4" ,a"... contenus dans x’ ,z", x”. 
sont tous < 10, et composent les chiffres décimaux successifs 
de la valeur de x. 


Lorsqu'on aura trouvé la transformée en æ— a qui perd 
une variation, et fait connaître l’entier a de la racine, on 


Www.rcin.org.pl 


RACINES INCOMMENSURABLES. 127 


composera la transformée en 7’, qui consiste, d’après l’équ. 
x —a = 5 x, à multiplier par 10°, 10', 10°... les coefliciens 
respectifs del’équ. en z— a. De cette équ. en x’, on tirera les 
transformées en 2° — 1} æ —2,...; celle en z'— a’ qui perd 
une variation (a étant < 10) donnera le chiffre a’ des dixièmes: 
Multipliant de nouveau les coefficiens successifs de l’équ. en 
æ'— a’ par 10°, 10', 10°... on aura l’équ. en x”, d’où l’on 
déduira les transformées en x"—1,2"—2,... x" —a"; celle ci 
perdant une variation, a°< 10 sera le chiffre des centièmes de 
la racine : ainsi des autres chiffres. 

Observez que si, au lieu d’arrêter le calcul des atlas 
à celle qui a une variation de moins, on le poussait jusqu’à 
l'équ. en x’ — 10, comme = to = 10 [x — (a+ 1 )], les 
coefficiens de cette transformée seraient les produits par 
10°, 10', 10°..... de ceux de l’équ. en z — (a + 1); ce qui 
donne un moyen de vérifier l'exactitude des calculs. 

Ainsi dans l’ex. précédent, si l’on supprime les transformées: 
inutiles, on a pour la racine entre 3 et 4 

équ. en x’, (0).... 1 + 120 + 4600. Æ 44000 — 510000 

(6)... 1 +144 + 6976 + 113024 — 53184 

Ñ, Os . 1- 148 + 7414 + 127412 + G696r 

kaU (10)... 1 + 160 + 8800 + 176000 + 520000 
On en Stat que x’ estentre6et7, d'oùz= 3,6. L’équ. (10) 
étant la mème que l’équ. (4) ci-dessus, ‘dont les coefficiens 
sont multipliés par 1,10, 100, 1000,.., sert à vérifier les 
calculs. Pour trouver les centièmes de la racine, on reprendrait 
Véqu. (6), dont on multiplierait les coefliciens par les mêmes 
facteurs, et on aurait l’équ. en æ”, etc. C’est ainsi qu’on trou- 

verait r=3,64575... 

De même , pour la racine comprise entre —1 et—2, qui est 
— 1, 64575... Les deux autres racines sont imaginaires. 

Ce mode d’approximation est général; mais il est long, 
et moins commode que d’autres , auxquels, pour cette raison, 
on donne la préférence. C’est aussi celui qu’on emploie pour 
séparer les racines, quand il s’en trouve plusieurs comprises 
entre deux entiers successifs : car alors les variations qu’on 
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perdait à la fois dans le passage d’une transformée à la sui- 
vante, se trouvent ne disparaître que l’une après l’autre, lors- 
qu'on atteint au premier des chiffres décimaux qui n’est pas 
commun à ces racines. C’est ce qu’on voit sur cétexemple : 


zi (rt + 67 Hamb 
(Co)... 1-44 1 + 642 2 vari. 
Ur re 0 =b Ô+6 avari. 


(a)... 1444 1—= 6+ 2 2 vari. 
(3)... 1 +8 +19 +12 +2 o vari. 


Changeant x en — z, (@).... 1+44+4 1— 642 2 vari. 
(hs 1 + 8 + 19 + 12+2 © vari. 
Il peut exister deux racinesentre 2 et 3, et deux entre o et 
— 1, Pour s'en assurer et approcher de leurs valeurs, on fera 
x—2= $ x, pour trouvér les racines entre 2 et 3: il vient 


(0) .... 1 + 40 + 100 — Gooo + 20000 2 var. 

(4)... 1 + 16 + 676 — 3024 + 416 2 var. 

(5) .-.. 1 + 60 + 850 — 1500 — 1875 41 vars 

(7)... 1 + 68 + 1234 — 2152 — 979 var. 

(8) .... 1 + ga + 1444 + 5328 + 2956 o var. 
Il y a donc deux racines de x entre 2 et 3, savoiræ=2,4... 
et2,7... On poussera l'approximation plus loin, ên partant 
des équ. (4) et (7), et cherchant d’abord les centièmes, puis 
les millièmes... on trouvera z=2,414,..et2,732... 

Pour les racines qu’on présume exister entre o et —1, on 
prendra Péqu. (0) après avoir changé z en— x, et comme 
par accident , cette équ. est la même que (3), ét conduit aux 
transformées ci-dessus, les fractions décimales sont les mêmes, 
x= — 0,414... et — 0,732... 

Foy. la note qui termine l'algèbre de M. Bourdon. 


Racines imaginaires. 
563. Les opérations algébriques faites sur les binomes ima- 


ginaïres a + by —1 ,3 -+b y — 1, conduisent toujours à des 
résultats de méme forme. En effet : 
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1°, L'addition donne (a + a')+- (b+4')4/ — 1. La sous- 
traction se fait en changeant a” et b' de signe. 


2°. Le produit est (aa =o bb’) + (ab + db)y Slt 

© . a+b V1 (aa +bb")+(a'b—ab)y—1 
3°. Le quotient LS pou: MOUSE 
en multipliant les à eux termes par d — b y — 1. 


4°. Le développe de (à + dy/—1}" s'obtient en faisant 
(a +h)", se servant de la formule 6, p. 11, et remplaçant 
ensuite Æpar by — 1. Or il est évident que les termes alter 
natifs où est affecté de puissances impaires sont seuls imagi- 
naires , et tous les autres réels ; car en formant les puissances 
1,2,3,4... de ÿ/—1,0n trouve une période composée des 
seuls termes [ W/—1,—1,—ÿ/—1,<+# 1] qui se reproduisent 
indéfiniment. Ainsi le développement a la forme p+g Y — 1. 


5°. Observez que si m est entier et positif, la série est li- 
mitée, et p et g sont des quantités finies : le même calcul est 
applicable aux cas où m est négatif ou fractionnaire: seulement 
p et g sont des développemens illimités. Toujours à est fac- 
teur de g. 

6°. Cecas comprend celui des extractions de racines de tous les 
degrés : comme celui des racines carrées revient fréquemment, 
nous l’ sraminerqus à part. Pour avoir y (a -+ b vS 1), po- 
sons 

Fy 1)+y(a—by — k 
PL a A OFF ART AE 
do Rx Hoya +), P= 2a—2V/(a* + b°) 
comme væ +b’) >a, on voit que k* est un nombre posi- 
tif, et Z* un négatif —g"; ainsi k est réel, et Z a la forme 
gV — 1. Aïnsi en ajoutant ou retranchant Le ss ci= 


dessus, ona P: 4 


Vlatby—=:)= TEE 


La forme du binome n’a donc pas changé. En faisant a— 0, 
ELLE 9 
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etb—1,0n trouve $’ =2, P = — 2, d'où 
VV—Ii=iVa+ į V2.V—i=iV2 04y — ^. 
T°. Lorsqu'on fait v=a +by—ı dans un polynome ra- 
tionnel et entier kz” + px"-'..., comme chaque terme se dé- 


veloppe et a la forme k+ Z ii ils 'ensuit que le polynome 
a aussi cette même forme (*). 


8°. Les mêmes opérations faites JE ... binomes ima- 
ginaires conduisent à une conséquence semblable. 

II. Soitr=a+b/—ı une racine de l’équ. fx=0 : si l’onef- 
fectue les calculs, le polynome fx prenant la formeP+Q4/—1, 
et le résultat étant =o, il est clair qu’on a P =o et Q=o, 
puisque la partie réelle ne peut détruire l'imaginaire. Or si l'on 
fait v =a — b y—r dans fë, comme Q contient toutes les 
puissances impaires de b, et qu’il suffit de changer ci-dessus b 
en — b, le résultat sera P—Q4/—1, et par conséquent = 0; 
ainsi a —b;/—1 est aussi racine de l’équ., et fr est divisible 
par (x— a)+ b°, produit des deux facteurs du 1“ degré. Donc 


(*) Pour développer (a+b /—1)}, posez 


z b 
a= r ost, b =r sin t, d'oùr? = 4 + bè, tangt= 


relations qui, dans tous les cas, donnent des valeurs réelles pour r et 
l'angle tjr, ou y (a> -+ b>) est ce qu’on appelle le module de l'imaginaire 
a+ b y —1. Par un théorème qui sera démontré n° 572; on en tire 
a + byi =r (cost + sine Y—1) 
(a + bV — 1) = rh (cosht + sinht. Y — 1). 
Ainsi fr = kem- prn-t 4 qr"... se développe sous la forme 
P+QY—1:1,etona 
P = kr’ cosnt + pr'-1 cos (n—1)t + gr"? cos (n — 2)e... 
Q = kr” sinnt + pre sin (n — 1)t + gre3 sin {n — 2)4.... 
Si r=a+ by —1 est racine de l’équ. fr = 0; on a les équ. P=o et Q=0, 
qui sont équivalentes, sous une autre forme, à celles du paragraphe sui- 
vant IIT. Les facteurs du n° degré de fx sont x% — az cost + r°. 
Lorsque h = +, on a pour la racine i* 


i 


a&by—i = Vr (cos £ + sin sea). 
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si une équ. fx = o a pour racine a + by — 1, elle a aussi 
a — b — ı et le polynome fx a le facteur du second degré 
x? — 2ax + a+ b’. 

II. Pour former les polynomes P et Q, il suffit de chan- 
ger í en byi dans l’équ. p. 46; et supprimant le facteur b 
qui est commun à tous les termes de Q, les équ. P=o, Q=o, 
deviennent 


bi P 

à 3.4 a — etc. —=0. 
RE a 
Ja— sf VRÉ AE E ANRT; 
et même ces équ. feront connaître les racines imaginaires de 
u. quand a et ġ° seront commensurables ; éliminant 4°, il 

suffira de traiter l’équ. finale en a pe le procédé de la p: 57, 

Soit, par ex., l’équ. 

xí — 3z’ — 122 +40 = 0; 
doù at—3a — 12a +40 —(6a* —3) b -+b = 0, 
4a — ba — 12 — ka b’ = 0. 

Éliminant 4?, on a 1686 — 24a! —151a* — 36 = o pour équ. 
finale: on obtient les racines commensurables a —+2 et —2, 
d’où b= 1 et 4, pus: x=2+Ł y—ı et—2+Ł+2¢Vy—1ı: la 
proposée 
={(@—2) +1] Le +) +41=(2"—4x—5) (x°+4x+8). 

Soit encore z4 — z’ + 107? — 8x + 16 = 0, d’où 
ai — Ga? + roa? — 8a + 16 — b’ (6a? — 12a + 10) +bi= 0 

4a — 1247 + 20a — 8 — b(fa— 4) = 0 < 

éliminant b°; — 4a! + 24a — 68at+ 1 12 — 97a°+34a—0, 
ainsi a = 0 et2, d'où b° — 2 et {; ainsi la proposée revient à 
(a+ 2) (£ — 4x + 8) =o. l 

Quand l’équ. finale en a n’a pas de racine commensurable, 
cette théorie ne fait connaître a et ġ que par approximation 

564. Mais il reste à démontrer que toutes Les racines ima- y 
ginaires ont la forme x =a +b y — 1, et mêmo que toute 


9. 
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a une racine, C'est à peu près ainsi qu'il suit que Le- 
a prouve» ces théorèmes (Théorie des nombres, | 
p- 175). 

I. Si l’on change æén x -+ h dans un aras fe, le dé- 
veloppement est /z+hf'z + ik f'x....; posant ensuite 
x=a +b ÿ/—1,fx prend laïforme cd y = 1, expression qui 
n’est pas nulle, parce que nous ne supposons pas que a+b V—ı 
soit racine de Péqu. fx—0. De même fx, f'x,... prennent 
la forme c' + d'Y/—1, etc. : seulement quelques-unes de ces 
dernières expressions peuvent être nulles. Admettons que à soit 


la plus basse des puissances de À dont le Tr pas 


? 


nul, en sorte que fx devienne, pour z=@ hi +h, 
tay- REHA y- Hh ed V1). EPH OY 
d'où | Pep cas + c'a ih, eo, 

a Q=d+ da'z d'att ait, s S 
Nous remplaçons iċi h par æz, et nous supposons que.. 
x=a4+by —ı-}az, soit racine de l’éq fa=o. Il est Gide 
que ces deux équ. P=o, Q=o, qui expriment « cette condition, 
reviennent à P*4Q°=0, puisque cette équ. ne peut subsister 


sans reproduire les précédentes. Développant les carrés de P 
et Q, il vient 

P'+Q=(e + dfa 2(cc' + dd'halzi + etc. 
Comme on peut prendre æ aussi petit qu’on veut, le terme en 
a!z' donne son signe (n°5#3) à la somme de tous les termes qui 


suivent c° + d’; et prenant zf = + 1, ou — 1, selon les cas, 
pour donner au 2° terme un signe contraire à celui du 1%, la 
somme P* ibi Qet < c° + d’. 

Il est vrai que cc‘ + dd' pourrait être nul; mais alors on fe- 
rait ž =+ y — 1; car P- QY —: deviendrait alors 


c+dY—1+(c+ dy — ray — i H ett. 
d’où P=cT d'aietc , Q = d+ c'aietc., 


Pry =c d pled —c'dja +... 
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ainsi on a encore P* + Q* < c* + d’, pour de petites valeurs 
de a, en prenant ici le signe contraire à celui de cd'— c'd. 

On ne pourrait d’ailleurs avoir cd'—c'd—=o, et cc'+dd'—=0; 
car ie somme des carrés de ces équ. revient à 

Patita? *)}=0, ce qui supposerait, contre l'hypothèse, 
jii. ‘d, ou c' et d' sont nuls ensemble. 

IT. Gao Léqu # = + vou Æ y — 1, il est aisé de la 
résoudre” 

15 1, ¡ona SL 
© a20, Pour zi = — 1, on az= i, quand i est impair. 

Si igr akjest double d’un nombre RSR kř = — 1; 00 
pose z =t, d'où d——i1,eti=—i=z2, puisz=+ty/—1. 

Si i = 4k, z =—1 ; donne Phi, puis tsy i; 
done z =+y( +y—1) Series qu’on sait mettre sous la 
forme 4+84/—1 (n° 563, 6 . 

Pour i = 84 a à des a+8V—1i=2, et 
extrayant la racine, se à: a +e V — 1, et ainsi 
de suite. 

3°. Quant aux équ. z'= Ka V= — 1, soit y l’une des racines, 
v' le sera dez"—=+1, 1, équ. qu’on sait résoudre, et qui donne 
2 a +y i "TA ainsi v a encore la forme-«’+84/— 1. 


ITI. Il est donc déontré , dans toute équ. fx =o, mème 
quand les coefliciens sont imaginaires, que si l'on pose 
z=akèv— 1, ce qui donne c + dy — 1, on sait corriger 
Yhypothèse en faisant z— a + b y — 1 -+ «z, de manière à 
obtenir un développement P + Qy/—1, dans lequel on a 
P+ + Q? < 0° + d'. Partant ensuite de cette valeur corrigée 
de x, on en formera une seconde, par le même procédé, où 
P? +0? aura diminué, et cela indéfiniment. Et comme ce bi- 
nome est essentiellement positif et décroissant, on le rendra 
ainsi autant qu’on voudra voisin de zéro; c.-à-d. qu’on est 
assuré qu’il existe une valeur x = À + By — 1 qui donnera 
P + QV —1,et Pe 4 Q=0, d'où P et Q = 0. 1°. l'équ. 


fx = o a donc toujours une racinede la forme a 4+-b y — +, 
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et par suite une 2°, a— by —ı , et un facteur réel du 2° degré 
(x — a)’ + b° : cependant si b= o, la racine est réelle et n'a 
pj sa conjuguée. 


- Toute équ. de degré pair est décomposable en facteurs 
réels du 2° degré; il en est de méme des équ. de degré impair, 
mais il y a en outre un facteur binome du 1® degré. 

3. Les racines imaginaires des équ. sont toujours conju- 
guées sous la forme a + by — 1 ; et toute fonction imaginaire 
est réductible à celte forme ; car en égalant cette fonction à 2, 
on pourra, par des transpositions et élévations de puissances, 
chasser de cette équ. tous les radicaux (n° 577), et arriver à 
une équ. fz = o, qui a pour racines les valeurs de la fonction 
proposée, racines dont la forme est a + by — 1. 


565. La théorie qu’on vient d'exposer, permet d'approcher des 
racines imaginaires de l’équ. fx =o; car posant z—a+-bl/—1 
où a etb sont des nombres réels quelconques qu’il convient de 
prendre entre les limites connues des racines réelles," fx de- 
viendra € + dy — 1, ete. Soit y une quantité très petite par 
rapport à y (a + br). ; faisons À = a + by — 1 +7; nous au- 
rons, en négligeant les puissances de y supérieures à la plus 
basse š, 


Ja + bi +p) = + dy — 1 Htc Ke 1) etc. (1) 


posons FC +dV—1)=—m(e+dy—1), 

a Ad à c+dy —ı nm + „eted 
d PMP ER ET PE TS TS VU vė LATE a 
et fz=(G— m) (c+ dy—1) + etc. (3) 


m désigne ici une fraction positive dont la valeur arbitraire 
sera telle que y soit contenu plusieurs fois dans a+ b4/—1. Le 
1°" terme de la valeur (3) de fx étant ainsi rendu plus petit, la 
tendance de fr vers zéro est accrue, et la marche de l’approxi- 
mation est évidente. Le choix du nombre 7n, laisse beaucoup 


de latitude, et quand la racine sera suffisamment approchée, 
on pourra faire m= 1. 9 
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Soit par ex. l'équ. fx = 2 + 2x — 3x + 2 = 0; prenons 
x="{(i +y — 1), d'où fr = ;(1— y — 1); on posera 

T=;:+5:V—-1i+y,avem=rxy, 
d'où 4—2V—1-7(1—27V—1)=0,7=0,09+ 0,05 —1 
ainsi x = 0,59 -+ 0,554 — 1, 1™ approximation. #4 
ensuite —0,0009+0,0564/—1—7(—0,503244,0474—1) 
0,2271—0,02454/—1 
16,6302 
et x—=0,5763<+0,55154/— 1, et ainsi de suite. 

Ces calculs sont plus aisés en se servant de la transformation 
indiquée dans la note p. 130 ; d’où l’on tire les expressions (1) 
et (2) :et ensuite, quand ¿= 1, ce qui est le cas le plus ordi- 
naire, (2) èst la valeur de la correction y. Mais quand ¿> 1, 
on doit extraire une racine de degré #, ce qu’on fait, ainsi qu’il 
est expliqué dans la note citée. 


puis y =— =—0,01374+0,00154/—1 


III. RÉSOLUTION D'ÉQUATIONS PARTICULIÈRES. 


Abüissement des Équations. 


566. On peut abaisser le degré d'une égu. fx=—0, quand on 
connaît unè relation ọ(a,b)—o entre deux de ses racines a et b. 
Car mettons a et b pour x dans fr, nous aurons ces trois équ. 
g(a,b)=0, fa = 0, fb = 0; éliminant b entre la 1™° et la 3°, 
on a un dernier diviseur F(a, b), et une équ. finale en a seul, 
qui doit coexister avec fa — o, et avoir avec elle un commun 
diviseur en a; égalant ce diviseur à zéro, on trouve a; ensuite 
F(a,b)= o dites b. Si ce diviseur n rexistait pas, la relation 


. donnée g(a,b) = o n’existerait pas. 


Si l’on sait, par ex. que deux des racines x et a de l'équ. 
x? — 37x = 8j, sont telles qu’on a 1 — a + 27r; éliminant a 
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de aè? — 3ja= 84, on trouve 27° — 32°— Ig- 36 = 0, 
qui doit ayoir un commun diviseur avec la proposée. En effet, 
ce facteur est x + 3, d'où z= — 3, puis a =r 2x — 7; 
ce sont les deux racines; la 3° est z = — 4. 

Soit &°— Jx + 6—0; si l’on donne encore 1 —& + 2x, on 
elimine age a —7a+6—=0o, et on a (2i = 3r — 2)4r— 0, 
dont æ—2 est le commun diviseur avec la proposée; done 
æ—=92,a—=—3;enfin r= ı. 

Supposons qu’on sache que 2 est la somme de deux des ra~ 
cines de l’équ. zt— 22° — gr’ + 22x— 22; comme d’ailleurs 
+2 est la somme des quatre racines, les deux autres ont zéro 
pour somme, a = — x substituant dans af — 24... =0 , on 
tombe sur la proposée où les signes alternatifs sonf changés 
æt+22— gr". +. ajoutant et dE “SP ces deux équ. en, 
il vient Lg Y ë 

Hat — 97° — 22 = 0, 27° — 22% — 0; 
x? — 11 est facteur commun ; ainsi x = Ë y 11, et par suite 
r=ity—ı. v 


567. Les égu. réciproques sont celles dont les termes à égale 
distance des extrêmes, ont même coefficient ; 
Je = RE" + pr 4 qa. 8 + q +pr+k—=o... (1) 


: ` I ý : 
si a est l’une des racines, A lest aussi, parcetqu’en substituant 


ces deux valeurs et chassant les dénominateurs, on obtient des 
résultats identiques. Les racines s’accouplent deux à deux par 
valeurs réciproques ; de là, le nom qu’on donne à ces équ. On 
exprime analytiquement cette propriété par l’équ. 


=e) 


1* Cas. Degré impair. n+ 1 qui est le nombre des termes 
de l’équ. (1) est pair , et le coefficient P du terme moÿen se 
répète : il est visible que x = — ı satisfait à l’équ: Ainsi — 1 
est la seule racine qui ne s’accouple pas avec une réciproque, 
parce qu’elle est elle-même sa réciproque. On divisera fx = o 
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par æ+1 (procédé p. 41), et désignant le quotient par Fz=0, 
cette équ. d'ordre pair sera réciproque, puisque ses ratines 
sont négiprotquè C’est au reste ce qu on démontre directe- 


menty car si l’on change z en. dans l’équ. identique fx = 


(x + 1) Fx, et si l’on multiplie par æ, on sait que le 1e 
membre restéra fx; ainsi 


ONETO 
égalaut ces deux valeurs de Pepe a Fr=x" f(=) Y ce qui 


est le caractère propre aux équ. PE Soit F a % 
3x9—10x%+- 2274132987 —8rt #1 3x etc. +30 4 
ona 3p 1327415275 —6ri— 2x etc. +3—0. 


2° cas , degré pair. Le éoeflicient moyen P ne se répète pas. 
Changeons n en 2m dans l’équ. (1), et divisons par x"; puis 
réunissons les termes à coeffi 


k (xa) PT a te + gx"... +P—0. ..(2) 
posons 2=2+2"" ; une fois qu'on aura formé et résolu la 
transformée en z, on aura x par 
212 V(t — 1). (8). 
Or, pour diner T, nous avons visiblement 
(a) (x-a) art tri pa; 
d'où ripa it (ii) (rip (is)), 


Faisons successivement i=2,3,4.., il vient 


LH az" 2 , Tr sr 3, 
ipai ha, attam Si+, 
2h ta 25 — 624-097 —0, etc. "à 


En général, chacune de ces expressions est la somme des deux 
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précédentes multipliées par z et par — 1. On peut en déduire 
l’équ. générale. 


DH Tia ner 3) ton EA s= zi—6 
à 


a mn) (i—6) (i—17) 


EE 2" ETSA 
Un terme quelconque 7'se tire de celui $ qui le précède par 
(2h41) (2h42) 


la relation n EE eu à Ho . S, h désignant le 


Re, de termes antérieurs à T. Nous ne démontrons pas cette 
théorie qui sé sur les mêmes principes que les séries de 

pultiples (Por. n° 634). Ta 
er ant traité 3z% — 1327... devient Y 
3 +) — 13 (4x) 415 (2 4x) — a (rt) 60; 
d’où 321 — 1329 + 33° + 372 — 30 = 0 
etz=1,2,8 et —ÿ; puisx —1+0, 1845) et —; (By —11). 
L’équ. proposée du 9° degré revient donc à 

(z+ 1) (z — 1) (xx + 1) Brt 5x +3) —0. 

L'équ. 22— 1127427925 — 4375 +50 — 437%... +2 —0, 

donne 224 — riz’ -+ 192 — 107 — 0 | 


etz=0,5,2et1;puisr=+y/—1,1#0,;(1È4/—3) 2 et $; 
donc on a (x° -+ 1)(æ—1) (x*—x+1) (*—2) (27 —1)=0. 

De même l’équ. 

29 + Sgr + 325 — 8x5 — 8x3... +1 =0 

donne 2%—92f 4 122°— 2027141223 — 97° + 1 —0; 
d’où (etat) —9 (x + ax) 12 (x +27) = 20; 
d'où 2t—133+ 12: £0, et z=0,1,3 et —; ainsi t= y —1, 
Ł rE 3), : t (3 +y5) et —2 + V3. L'équ. du 3° degré 
revient donc à 


(æ+ 1) (a+ 1) (a — x + 1) (2° 3x + 1) (2 + a+) 0. 
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w; 


Équations à deux termes, Raines de l'unité. 
568. Résolvons l’équ. 4x"= B; A et B étant positifs. Soit 


k la racine n° de 2, k = 2: mettant 4k" pour B, on a 
x”—k"=os faisant x — ky , il reste à résoudre l’équ. y”—1=0, 
et à multiplier par k toutes les valeurs de y. Tout nombre a 
donc n valeurs différentes pour sa racine n° ; on les obtient en 
gr N) sa racine arithmétique par les n racines de l'unité. 
L'équ. 4x" + B —0, par le même calcul se ramène à 
xk" =o, puisà y" +1=0. 
Comme l’équ. y"—1=0 est satisfaite par y =1, divisons-la 
par y —1; nous trouvons cette équ. réciproque, susceptible 
d’être abaissée (n° 567), 


ae HI HT... +7 +1 =0... (1). 


Si n est impair. comme y" — 1—0 ne peut avoir de racines 
négatives, et que l’équ. (1) n’en a pas de positives , la proposée 
n’a qu’une racine réelle. 

Si n est pair, y”—1 = 0 est satisfaite par y = +1 : et 
divisible par y°— 1 ; d'où y= + pt. 4 y + 1=0 (n°567). 
Comme il n’y a dus cette équation que des exposans pairs 
et des termes positifs, il n’y a ni racines positives, ni néga- 
tives; la proposée n’a donc d’autres racines réelles que y= 1. 
Soit n=2m; on a y — 1 =(y"— 1) (y"+ 1); et l’équ. 
proposée se partage en deux autres. 


Par ex., y?’ — 1 =0 donney’ + y -+ 1 = 0; d’où 
J=1, y=—i (1 Ły—3). 


De même zt—kt—=o donne yt — 1= 0; divisant par y*—#, 
on trouve y°-+ 1=0; de à y= +1, ety — 1, enfin 
=+<R;,'et Fiyi. 


569 Soit « l’une des racines de l'équ. y" — 1 = 0; comme 
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#"—1, où a "7—1, quel que soit l'entier p, positif ou négatif. 
L'équ, y” — 1 = 6 est donc satisfaite par y = a? ; e.-À-d. que 
si a est racine, a? l'est aussi, De là cette suiteinfinie de nom- 
bres qui sont tous racines : ? 


EE A A E te a N E A, (2). 


1°. Si l’on prend p > n, eu divisant par #, p a la forme 
ng +, À étant < n; at an y al —'al, à cause de 
a" 1. Ainsi dès que p dépasse n, on retombe sur les mêmes 
valeurs, dans le même ordre: de là cette période 
+ Lu | 
PE T i, a O 
2 Si p est négatif, on a a? = 4"? = arm.. + à cause 
dea” Rap posent — p peut donc être remplacé par nk - p. 
oit que les exposans négatifs reproduisent encore 
Jes mêmes nombres que les positifs , et dans le même ordre. 
Les valeurs (2) sont donc telles, quesi l'on en prend une quel: 
conque, et les n — 1 qui la suivent ou la précèdent, on a une pé- 
riode qui se reproduit indéfiniment dans les deux sens. En ou- 
tre, l’équ. aP? =a est satisfaite non-seulement par p =q, 
is encore par des valeurs de « qui supposent p etg inégaux; 
acar, divisons par ef, il vient &-1— 1 =0. Il suflit donc, pour 
que aP = af, que « soit racine de l’équ. 7771 — 1 =0. 
5go. Il reste à savoir si les m termes de la période (3) sont 
en effet inégaux. Examinons s’il se peut que P —4f, p et q 
étant <n; il faut que «, déjà racine de Véqu. 7” — r = o, le 
soit aussi de y” — 1 = 0, en faisant p— g =m; ce qui sup- 
pose que ces équ. ont un commun diviseur qui, égalé à zéro, 
donnera 4. Cherchons ce facteur par la méthode accoutumée 
(n° 102). On divise d’abord y*— 1 par y™— ı, ce qui conduit 
aux restes, p"7"— 1, param y, .,,, enfin y— I, 7 étant 
l'excès de z sur les multiples de m, qui y sont contenus. En- 
suite ön divise y" — 1 par ce reste y'=- +, qui donne le reste 
#21, Létant l'excès de m sur le plus grand multiple de i, ete. ; 
en un mot, on procède comme pour trouver le facteur com- 
myn entre met m. 
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1°, Sin est un nombre p , le commun divi entre 
net m èst i, et celui de y" — rest onc il 
n’y à que æ = i qui puisse rendre aP = 41; tous dès Lermes de 
la période sont dires une seule racine imaginaire æ donne, 
par ses puissances, z ..æ où 1, toutes les res.racines. 

2°. Si nest le et de deux facteurs premiers let h, 
n=lh; posons les équ. J =i =o, = 0, hety 
des racines autres que +1, savoir, Bi, Lo 1; d’où 
CRT es (= 1. Puisque $", +" et (8y )" sont = 1, 
B, y, et (By) sont. racines dey" —1—=0;(8, Base. .81) forment 
l nombres différens , qui se reproduisent pe riodiquement 
(n° 56g); ainsi les n puissances de 8 neforment que Z nom- 
bres distinéts, qui, dans (8, £*...8"), revii Je même 
(7, 7°.. y") forment Z périodes de k termes: 

Mais ( By, By’, By. :.8"7") sont différens*êt constituent la 
période des n racines thérchéés. En effet, pour qu’on eût 
(8y) = (y), ou (8y) 7I— 1= 0, il faudrait que 2y fût racine 
commune à yP—4 — 1 —0 PES 1 =0, équ. qui ne peuvent 
avoir pour factéurs que y! — 1 où y*— 1, puisque n = /h. 
Donc en aurait y! = 1; d’où y'= 1, à cause de f= 1; et 
comme aussi y* = 1, et h auraient un facteur autre que un, 
contre l’hypotlnèse. Sihi de là que si l’on prend a=£y , 
la période sera i(æ,a* a3.. .4"), forinée de n termes différens. 

On peut abaïisser exposant p de 8? au-dessous de Z pour 
8, de h pour y, puisque 8! == y} = 1, et Pon peut ôter de p 
tous les multiples de lou À. Ainsi, 8° représente tous les termes 
de la période, 4 et c étant les restes de la division de p par Z 
et h. Donc, pour obtenir toutes les racines de y" — 1 —0, on 
cherchera £ et y, e.-à«d, l’une des racines, autre que +1, des 
équ. y!—1=0, yl120; puis on formera 8%, en prenant 
pour b et c toutes les combinaisons des nombres de 1 à Z pour 
b, dex à k pour c. 

Lorsque L= 2, on fat 8 = — 1. 

Quand n est le prodait Zhj de trois nombres premiers, on 
prouve de même qu'il faut poser y'— 1 = 0, yt — 1 = 0, 
y’ — ı = 0; tirer de chacune une racine autre que +1 ; faire 


ÉQUATIONS 
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le produit de ces racines £yd; enfin, en prendre les puissances, 
toutés comprises dans la forme 8<34,b cet d étant les com- 
binaisons des nombres 1,2,3. . +1 jusqu AL, h et č; et ainsi des 
autres cas, 

3°. Lorsque l’exposant n est dela forme }* ,# étant un nom- 
bre premier, On raisonnera comme dans l'ex. suivant. 


yi = o, où 81 — 3}, Posez y’—ı = 0, et soit ô une ra- 
Gsi imaginaire e cette wi; extrajeren PA racines 1, 3, 9 


et 27, savoir, 6, ve, ve, Ve; ce seront autant de solutions 
de la proposée, puisque les US 3 81“ sont des puissances 


de 8, qui =1 : le produit 8. va. V4. Via est aussi racine 
de y, par la même raison. Or, æ, æ’, æ...48 sont des quan 
tités toutes différentes, puisque sans cèla æ serait une racine 
commune à ÿ#— 1 = 0 et — 1 = 0, ce qui PURES entre 
ces équ. un facteur commun, qui ne peut être que P—1=0; 


ainsi æ serait racine de celle-ci, 4° = 1, ou 45. 8. vo. vo =] ; 
élevant à la puissance 9, il vient 8—1 contre l'hypothèse. 
Ainsi #,«*,#°...«! sont les 81 racines de la proposée. 

En général, pour résoudre y"—1—+ lorsque n=kh*, pó- 
sez y“ — 1 = 0; # étant l’une des racines autre que + 1, ex- 
trayez de # iieri racines dont les degrés č sont marqués 
par i= h° h' h*...hè—', en sorte que tous formiez les k ré— 


sultats 8, y... désignés par vi; ils serout tous des racines de 
J” — 1 = 0, aussi bien que leur produit æ = fyò... et les 
termes a, a°... 4", tous différens, constitueront les 7 racines 
cherchées. | 

On voit de même que si r— li, il faut résoudre y} — 1 =0 
ety!— 1 =0, multiplier entre elles tontes les racines de ces 
équ., et faire ce produit =z. Soient £ et y des racines, autres 
que +1 ,de chaque équ.; qu’on fasse 


h h 
B=VEe. 8"=VE8', B°=VeE. 89 =) Y» y'=yVyY. QE 


op aura a=b BB. i Xyyy.. 
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Soit, par ex., 3$—1=0; on traite y°—1—0 et yŸ—1=0; 

d'où b=, ve il Egga) puis . 

a=: (1 +y— 3), =i(—1 +2), = — i ete., 
e y=+ı, JULY, -0 +yV—3) 

Pour y° — 1 = o0, faites yf — 1 —0 et y°— r =0; pour 


la 1° équ., prenez — 1 et y — 1, leur produit — y — 1 = $; 

y est le même que ci-dessus, et l’on a 

a= (V— 1 —V3), a'=i(1—V — 3), #=y — 1, etc. 

d’où J=, y1, tilt y—3), £i (V=ty3). 
5yr: Puisque y=z2,a°, 2°. .. , Véqu. (1) (n° 568) donne 

1e. a =0, 140 at. a 0, 1+atat.. = 0 

ou Se de. 00, ER; 

en désignant par S; la somme des puissances # de toutes les ra- 

cines, k étant entier et non divisible par n. (a M 

572. Nous avons réduit la résolution de l'équ.7"—1=0, 
au cas où n est un nombre premier, Nous nous servirons main- 
tenant des lignes trigonométriques, en renvoyant pour le reste 
à la note XIV de la Résol. numér. des équ. 

En faisant cos x=p, on a vu, n° 361, que chacun des cosinus 
successifs des arcs 2x, 3x, 4x... s'obtient en multipliant les 
deux précédens par 2p et — 1, puis ajoutant. Pour mettre en 
évidence la loi que les AE observent, faisons usage d’un 
artifice d’analyse. Soit 2cos ry +99; il suide la loi indi- 
quée, que pour avoir cos 2x, il faut maltiplier cos xou :(y+7"") 
par y +77", qui est 2 cosx, et retrancher cos ox ou 1. On 
trouve 2 cos 2% = y° + y7”; on obtient de même 


2 cos 3z=y +y, X cos4e =y +y t, ete. * 


Démontrons que les résultats suivent toujours la même loi. 


Supposons que cette loi soit vériliée pour deux degrés consécu- 
tifs n— 2 et n—ı, ou 


2 cos (n—2)r =J" 4y") , 2 COS (n=1)t =y" y 8) 5 
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tite la deuxième équation D , et retranchons 
la 1"; il viendra 2 cos nz —ÿ"+ y7" ; cë qui prouve la propo- 
ition. 2 
On a a cossy +7, 2 cos nz == y" + E 


cae j Jar cos 10, y’"—ay" cos nr+1=0.. (1). 
Si Pon a cos r, ces équ. donneront y puis cos næ ; ainsi on pourra a 
trouver cos nx sans chercher successivement cos 3x, cos 4z... 
c’est le terme général de la série des cosinus, et l’on A 
employer ces équ. à la composition des tables; 1 mais le calcul 
serait compliqué d’imaginaires. 

Si les tables de sinus sont formées, qu’on y pren ur 
de cos x et cos nx, nos deux équ. ne contenant Hi uey, de- 


vront avoir une racine commune a; mais si l’on ay=s, ona aussi 


I 
y=-yainsi qu'on peut le reconnaître (leséqu. (1) sont réci- Ț 


i done elles ont deux racines communes, ou plutôt la 
ve la 2%. Posons n ne quel que soit Parc @, il faut 


donc que 


# — ay cos (£) +: alis Dalyn pH1..... (2). 


573. Pour appli uer ce théorème, qui est dû à Moivre ee ay 
qui nous occupe , faisons p= kr, k désignant un entit 
conque, et x la demi-circonf.; cos @ est +1 ou —1, selon 54 
k est pair ou impair, et le 2° trinome devenant IFTA +1; 
ou(r" + 1}, on voit que y 


J — 2y ar ga ne LA 


(*) En résolvant ces équ. G} on trouve 
y =-cosr + sin z, W—1,. y” = cosnx + sinnr. /—1 ; 
d’où (coss Æ sin z. /—1)" = cosnx + sinnx. y—1. 
Cette belle propriété, dont on fait un fréquent usage dans l’Algèbre supé- 


rieure , n’est , il est vrai, démontrée ici qu'autant que n est entièr et positif, 


quoiqu’elle subsiste 4 tous les cas. Nous reviendrons sur ce sujet, 
nè 630. 
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& étant un entier quelconque, pair pour y"—1, impair lorsqu'il 
s’agit de y* +1. Si le 1“ trinome est un carré, on ne prendra 
pour diviseur que sa racine; ce cas exige que le cosinus soit 
+ 1; alors À est o, ri, 5n..., et le facteur se réduit à y È 1. 


Les racines de y” + 1 =0 sont done comprises dans 
| +. k 
J i5 co (Jan . V—1... (4). i 
’entier k l'arc ma est une fraëti 
Tant que l’entier k ne passe pas n, = 


croissante de la demi-circonf.; ces arcs ont des cosinus inégaux, 
et l'on obtient dés facteurs différens du 2° degré, que nous 
représenterons par 4,B,C. LM. Comme n—++i et n—i ont 
2n pour somme, ces siubtes sont ensemble pairs ou impairs , 


soit k =n Æ i,i étant < n; larc devient A ati aresdont 


le cosinus est le même : d’où résulte que le facteur trinome est 
le même pour k=n—i et n+i i. Après avoir donc pris pour À 
tous les nombres. (pairs ou impairs) jusqu’à n, au-delà on re- 
trouve les mèmes facteurs de 2° degré en ordre rétrograde 
M, D.n CB; 4. 


Passé 2n, ka la forme 2qn + i, et l'arc devient 2gr +7 — 


dont le cosinús est DE : le même; ainsi, on retombe sur He 
mêmes facteurs dans le même dre A,B...L,M..., B,A. 
Il est, comme on voit, inutile de donner à k des valeurs 
D. 


1%, Sén est pair, = nÆ i sont rage a pairs ou impairs ; 


2 kr ` 
k = +ñ + i donne les arcs += =is+ +2 —, dont les cosinus 
* 
sont égaux en signes contraires, savoir, = © sin 6; ainsi, 


lorsque n est pair, on ne fera pas kK > +n, mais on prendra 
les cosinus avec le signe +. 


2°. Si n est impair, Vun de ses nombres n— i et à est pair 
TI. 10 
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et l’autre impair, puisque leur somme est impaire : sind où 
n’est en droit de prendre que l’un d'eux pour valeur de k. Soit 


PL x k ; 1 
k=n—i,iétant< +n; ona cos (F= o(a- 2); 


c.-à-d. que quand k dépasse 4n, les cos. de notre facteur tri- 
nome (3), sont, en signe contraire, les mêmes que si l’on eût 
pris k=, valeur exclue et < $ n. Donc on ferak=0 ,1 ,2,3... 
sans aller au-delà de : n; et on obtiendra des arcs < : x, dont 
les cos. conviendront au théorème (3), mais en changeant de 
deux en deux le signe du cosinus. 


k 
Enfin, y = Z donne x? — 2AT COS (+) + a’, pour la for- 


mule générale des facteurs de z" + a". 

Pouryt+ 1, k doit être impair ; k=: donne l'arc } ~ ou 

45°, dont le cos est $ y 2; pris en +, on a lés deux facteurs 
PP Eyy 2-+1;ainsi 
æt+at=(r +arV 2# p’ — 

Pour y5- 1, k = 1 donne Pareit #9 on 
qu’on prendra en +; k=3 donne le’cos! 

FHS HIV 3+) GA rv Se 

Soit yê — 1 ; faisons k = o et 7; les cos. de Kro eti 7 sont 
1 et $, qui, pris en +, donnent 

Pi +n +7 +0) Or #0) Gr). 

iQ) DSO (0) +1) 

J? — 1 = (7t + 1) (ri — 1). Ces facteurs viennent d’être dé- 
composés. 

Pour y3 — 1, il faut faire k=0,1,2,3, et 4, et prendre les 
cos. de rangs pairs en signes contraires, savoir. 13 — COS 20°, 
+ cos 40°, — cos 60° et + cos 80, les facteurs sont, outre 
Ji tHE + 1,879 7 +1) — 1,532. 7 +1) 
(= 0,347..-7 +1) 

==) +7 +0) Gr + 1). 


Quant à y3 -+ 1, on opérera de même, en prenant avec un si— 


vite 
it le cos. est $ 1/3, 
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gne contraire les cos. de rangs impairs, ce qui revient à chan- 
ger ci-dessus les signes de tous les'2° termes des facteurs, savoir: 


r= =at Gr kr) ri), 
et en effet, il est clair qu’il suffit de changer y en — y. 
Il est facile de résoudre par rapport à l'arc 4, l’équ. 
k cos mt+ p cos (m— 1)! q cos (m — 2)t..... +P—0o. 
Car en posant 2 cos {—=x+#2x7", on a (n° 572) 
klan p 20) + par HaT) + ge...) + Po 
équ. traitée p. 137. On pourrait aussi développer les cos. d’arcs 


multiples selon les puissances ascendantes des cos d’arcs sim- 
ples, par les formules que nous ferons connaître plus tard. 


574. La proposition (3) est ce qu’on namme le Théorème de 
Côtes : ce savant l’avait présentée sous une forme géométrique. 
Du rayon 4R=a (fig. 24,24 bis) soit décrit le cercle ACHL, 
et le diamètre 4H, passant en un point arbitraire © ; à partir 
de À partagez la circonférence en 2n arcs égaux 4a, aB, Bb.., 
chacun est le n° de ~; menez des rayons vecteurs du point O 
aux points de division. Celui qui va au point quelconque C 
forme le triangle COP , duquel, en faisant langle CRA=e, 
OR = x, on tire 

CP =asina, RP =acosa, OP=acosa—x; 
donc OC? = x° —2ax cos « + a= OC. OL; et si Vare AC 


i Eii kr | 2 
contient # divisions, on a a = Ce trinome étant facteur de 


x" a" , selon que k est pair ou impair, les rayons vecteurs, 
menés aux points de divisions alternatifs, constituent tous ces 
facteurs. OA—a—zx, OH= a+ x, répondent aux facteurs 
réels du 1%" degré, 

Désignons par Z, Z',Z"... les rayons menés aux divisions 
paires, et par Z, 7’, 2"...... ceux qui vont aux impaires; on 
anra 

z.z z"... =a"-4-x", que O soit intérieur ou extérieur. 
Z.Z .Z"...=a"—z", si O est intérieur (fig. 24). 
Z.Z,2"..,==x"—a", si O est extérieur (fig. 24 bis). 

10.. 
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Équations à trois termes. 


575. Prenons l’équ. Ax + Bx" + C—0o, où l’un des ex- 
posans de x est double de l’autre; en faisant x" = z, il vient 


dA? + Bz 4- C—0o. r 


1°. Si les racines de z sont réelles, telle que fet g, on doit 
résoudre ces équ. à deux termes 2" =f, z” =g. 

Par exemple , trouver deux nombres tels, que leur produit 
soit 10, et la somme des cubes 133? 


3 
s+? = 133, _ zë — 133r- 1000—0. 


Faisant z? = z, 2° — 1332 + 1000 = 0; d’où z —8 et r25; 
posant ensuite x°=8 et 125, il vient r= 2 et 5, et en outre 
(n° 569) 2#, et 5e”, puis Sa et 28° ,4 étant une racine cubique 
imaginaire de l’unité. Telles sont les trois solutions du pro- 
blème. 

2°, Si les racines sont égales, on a B°— 44C= o0, lå pro- 
posée est un carré exact, (az + b)*= o0, et l’on retombe sur 
une équ. à deux termes. Par ex., trouver un nombre tel, qu’en 
divisant son double par 3, et 3 par son double, 2 soit la somme 
des 4“ puissances des quotiens? 


(CAHE )=> doù (6x8) 0; 
et comme y{=—1 a pour racines + ı et t/y — 1 , ona r= +: 
et +ły—i. 

ĝo, Enfin, quand les racines sont imaginaires, ou......,.. 
B?—4AC< o, on fera Ax°" = Cy™, et la proposée deve- 
nant 

an B m B 
"+ VAO” + = 0, 


sera comparable à (2) (n° 572) ; car le coefficient de y* est < 2, 
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à cause de B° < 4 AC. Ily a donc un arc qui a la moitié de 


ce facteur pour cosinus, arc qu’on déterminera par log. d’a- 


près la relation 
B 


cos 0 = — 3V (AO .. 
Notre tra nsformée est donc divisible par, y'—ayco(£)+ 1=0, 
en prenant pour ọ tous i arcs dont le cos. est donné par 


l’équ. (5), et qui sont non-seulement l'arco < 180°, donné par 
la table, mais encore ® -+ 27, ọ + 4r.. ., en gran 5®+2kx, 


ia ka 


(5). 


, tous les facteurs 


k étantunentier quelconque: soit#— 
cherchés sont compris dans la forme 


xy A 2x V (AC).cos -+ Vezo. .. (6). 
H est d’ailleurs inutile de prendre k œn, puisque k= gn -+ i 


@ 227; et supprimant les circonf. 2gr, il 


reste À prendre le cos. de l’arc qu’on a eu pour k =i<n; on 
retomberait donc sur les mêmes facteurs. 

Observez qu'ici le rayon est —1, et que si l’on fait usage 
des tables de log., il faut soustraire 10 de tous les log. des cos. 
qu’on emploie dans le calcul, (7or. t. I, p. 377.) 

Par ex., soit l’équ. ê — 2x°+1=0:4=C=1,B—=— 
n=3; on trouve cosp =1, les arcs J —=0°, 120° et240°; partant 
la proposée à ses trois facteurs de la forme æ?—2x cos 4 + 1 ; 
et comme cos 4} a pour valeurs 1, — sin 30°——1+et.,..,., 
— cos 60° = — +, on trouve x'—22 +1,et L'+r+ki,ce 
dernier facteur étant double, Ainsi la proposée est le carré de 
(&— 1) (x + x-4 1), ou de x — 1. 

Soit entore zt + x -+ 25 =0: A= B= 1, C=25,n=2, 
et cos g= — 75 ; les tables donnent, à cause du signe —, 
ọ = 95%44' 20", dont la moitié 4 est 47° 52’ 10" ; ajoutons 180°, 
et nous formerons un arc dont le cosinus est le même que le 
précédent en signe contraire. 


L 


% 
150 = ALGÈBRE. 
Substituant dans le 2° terme de la for- cos... 1,8266074 


mule générale (6), le caleulci-contre donne 4/5: :’: ÉTAT ES W 
— 3 pour coefficient dé Pun des facteurs. 3...... 0,4124 — 
Ainsi nos facteurs sont z’ + 3x + 5. i ` 
Enfin, pour 22° + 3x° + 5 =0, on a cos EAN 
sz" 2y i0 
3 ... 0,4771213 — 7 
2 — 0,3010300 > 2..... 0,3010300 — 
yio — 0,5000000 v10... 0, 1666667 
cosé.... 1,6760913 — 2Vio. .. 0,4676067 — 


On trouve g = 61° 41°, ou plutôt 118° 19°, en prenant le sup- 
plément, à cause du signe —. Le tiers est p = 39° 26 20"; 
ajoutant 120° deux fois successives , et prenant les cos 4, on a 
cos 39° 26" 20°, — sin 69° 26° 20”, et sin.9° 26° 20" Donc . 


a V0... 0,46770 — 0,46770 — | 0,46770 — 
cos... 1,88779 1,97141 — | 1,21483 
0,35549 — | 0,43911 + | 1,68253 — 


Soitfait a= — 2,2672 +2,7486 —0,48143, 


A 3 3 
et nos trois facteurs sont de la forme z°4/2+ax + y5- 
Racines des expressions compliquées de Radicaux. 


576. Admettons que a + 4/b soit un carré, et cherchons-en 
la racine, qui doit avoir la forme yx + y y; si elle était 


J +V Y, on aurait z = f*. Posons donc g 
Va+V)= Var dùzr+r+ aV + Vb, 
puis x-4 y =a, 2V an= vb, 


en séparant l’équ. en deux, comme p. 129. Pour tirer z et y 
de ces équ., formez les carrés et retranchez, vous aurez 


: . 
L'— 22 +H J =(x —3) = a —b. 
Comme x et y sont supposés rationnels, a° —b doit ètre un 


. 
LU 

” 

» 
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carré exact connu, que nous ferons =Å*; x — y =k, et 
x+ y =a donnent la solution cherchée 


. x= (a +k), y =} ah), k= y (a —b). 

Soit y (4+24⁄3); on a a= 4, b=12; d'où œ —b = k= k, 
puis k=2, x=3 et y =1; la racine demandée est Æ (1 + 4/3). 
Celle de 4 — 24/3 est + (1 = y3); 

Pour y (= 1 +2- y — 2), 3 — b =9, k=3, r= 1,7 —=—2, 
et l’on a (1 + y — 2) pour racines. 

Si a + v? est un cube exact, on pose, 


V (a+ yvb)= CENT Vz, 

z étant une indéterminée dont on dispose à volonté pour faci- 
litêr “calcul. En élevant au cube et FORTE les termes ra- 
tionnels y on i 
P+ 0 M Vè =z Vy Be +y); 
arai équ. et retranchant , on a 

> Fe — b =r {x + 329) — (Gr y +rVr)]. 
Or, le facteur de z° est la différence de deux carrés, et revient 
visiblement à (x +V yY X(x— yzy)’, où (x — y); donc 


a — 


b Fe NS, DY see 
=, = (x — 7). Mais x et y sont supposés rationnels; ainsi 
le 1°“ membre doit être un cube exact; et il sera toujours fa- 
cile de déterminer z de manière à remplir cette condition, ne 
fütce qu’en posant z= (a° — D): si & — b est un cúbe , on 
fera z= 1: En général, on décomposera a*— b en facteurs 
premiers, et l’on distinguera bientôt quels facteurs doivent être 
introduits ọu supprimés, pour avoir un cube exact. Ainsi, z et 


k seront dans les relations 
a — j 
S. E E 
"j 
d’où J=2—#k, 4zx—3krz=a. 


Cetie dernière équ. donne x, en se contentant des seules racines 
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rationnelles ; la précédente fait connaitre, et Een a Ja racine 
demandée. | 


Pour 104643 on a a = 10, b= 108, aè — b = — 8; 
ainsi z =1, et k= — 2. Donc fx’ + 6r = 10, d'où z=1, 


puis y =3;enfin, Vao +6 3)=1+ y3: + 
Soit encore 8 + 44/5 ; on a a™— b = —16; on fera z:—4, 
k= — 1; d'où rt + 3r=2, etr =, y= $; enfin, 

. : V4. (1 + y5) est racine cubique de 8 + 44/5. 


En posant W(a+yb)=(z+ vr)V2, 
et raisonnant de même, on déterminerait x, y et z, La le cas 
où a+ pyb est une puissance n° exacte. 


577. Dans toute autre formule, il ne suffit pas de substituer, 
pour les radicaux qui s’y trouvent, leur valeur approchée, parce 
qu'on néglige ainsi toutes valeurs imaginaires dont ces radi- 

` n n 


caux sont susceptibles. On doit remplacer y 4, paray“ 4, 


eyd. . . (n° 569), en prenant 1, a, æ’... pour les racines de 
l'équation 7"— 1 = 0. 


Si Fon a rave Lee Ve +... il suffit de poser 
J'=8, s=er+ br toy". 
et Véliminer y entre ces deux équ. ; toutes ER racines de l’équ. 
finale en æ seront les valeurs cherchées de x, 


Quand on a un fonct, fæ compliquée de radicaux, VA, VB. à 
pour obtenir toutes les valeurs de fx, posez "= A, "=B, 
et introduisez pour vos radicaux, les n valeurs de y, les m 
de £. . . combinées entre elles de toutes les manières possibles. 

Quand des radicaux fonctions de x entrent dans une équ. 
on | 'efdégage en représentant chaque radical paruhe nouvelle 
inconnue, qu’on élimine ensuite par les procédés ordinaires. 


3 
Ainsi pour l'équ. x — Wx—24y (x +1)=0, on pose x =", 
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x+ i=’, d'où x — Imay =o : : Éliminant y, il vient 
4x 44= x —2124+# z, avec = -x=0 
Enfin éliminant z, on obtient l’équ. finale) $t 


aê — 122$ + 34xt + 8r — 1677" - — — 1927 — 64 = 0 ; 
on trouve d’abord z —8et—1, qui sont les solutions réelles 
_ demandées; quant aux quatre autres racines , elles se rappor- 
tent aux combinaisons des valeurs des racines imaginaires des 
radicaux carré et cubique de la proposée. 


Équations du troisième re. PA 


L 578. Pour résoudre l’équ. kx°+ axi befe = 0, chassons 
le 2° terme et le coefficient du premier;'eu posant (page 48). + 
f 


x — a >" 
T=, 


Gubi 
doù x -43x (3kb— a) -+ 24° — gabk + 27ck°— 0. 
Ainsi toute équ. du 3° degré est réductible à 
a +pr+qg=0o....(i). 
Posons z = y+z; d'où x = 3yz (y+ 2) +7 +z; 
ainsi la proposée devient 
Grau +I ++? +g=0. 

Or, le partage de x en deux nombres y et z peut se faire 
d’une infinité de manières, et l’on a le droit de se donner leur 
produit, ou leur différence’, ou leur rapport, elc..... Posons 
donc que le 1% facteur est nul , ou 

Jz=—; P HPS. 
Le cube de la 1"*équ. y’z? = — (4 p)? montre que 7° et z° ont 
— q pour somme, et — (4 p)’ pour produit, c.-à-d. que les 
inconnues y`et z’ sont les racines t et č de l’équ. du ° degré 
(n° 139,5°) F 
y +u=G př. A SE 
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qu’ "6h noinmieda, Réduite. Conmaissant t et t, on af 
1,@,, étant Îles trois racinés cubiques a l'unité (n° 569), 


+ > 
on a donc °Æ 


r=Vt, dt, ayt, z= Vi ae SVT. 
Mais il ne faut pas, pour obtenir x =y + z, ajouter toutes ces 
valeurs deux à deux, puisqu'on aurait 9 racines au lieu de 3. 
Comme, au lieu de l’équ yz =— ; p, on enaemployéle cube, 
on a triplé le nombre des racines; il ne faut donc ajouter que 
celles de ces valeurs de 4 et de z dont le produit est— 3 p, ou 


V (1), puisque le 2° membre de l'équ. (2) étant =—2.6, la 
- racine cubique est= 4 p. Il est faciléde voir, à cause de 1, 


avec Eve ve , 


que desgcombinaisons, on ne doitad 45 e 
que 


tpai reyi, et® 
Substituant pour æ et a leurs valeurs it tys 3);un° 568, 
et faisant , pour abréger , er 


É 
s PRET w 
B .G). 


s=Vi FV", di Vt 

,ona T=S, æ=—;(s+dy—3) 
Poné, pour résoudre l’équ. du 3° degré (4), il faut d’abord 
résoudre la réduite (2); et connaissant teti É ; on introduira 
leurs valeurs dans les formules (3), ;- Lors: 
Par ex., æ° + 6x —7 donne p = 6g = 7, Etla réduite 
Et — 8; loù i= E, tS 1; cines cu- 
biques sont 2 et — 1; donc, ` 


| $=, d=3 r= 1, et 
Soit y? — 3r Fizy = 4; on pose y =r + 1 pour chasser 
le 2° terme et l'on a x +9r + 6=0, p=9, q =6, et la 
réduite # + 6t = 27; donc1=3, /=—09, et 
Ka 
s= 3 — Vo =—06,637835=7, d'= 3,5223833, 
puis 7—0,362165, et 1,318918+1,761169/—3. 
L'équ, x°— 3x = 18 donne e —18r+1=0, t=9+4V5; 
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enfin, se oppigie sert n 
x£ — 27x +54 = 0, donne t+ sa. 2S 0, où..... 
(t+27)=0, t= — 27: ainsi z = —6 et'3 (racine dôuble). 
On peut résoudre l'équ. du 3° degré à l’aide des tables de 


log., en se servant du procédé décrit t. 1, ha 390, pour 
obtenir les racines £ et £ de là réduite. 


Si pest positif , on pose tang ọ = AG, 
Ya 


d'où t= y ($p) tangi 8, es 


puis = (G P)X V tang! ọ, v= SP 
V tango. 
3 
Si p est négatif, on pose sin ọ = 2y L 5P) ; 


4 
d'où Vt=—yV Ep XV tangi, Vi=— vap 
SE x V ungo 
Une fois qu’on a trouvé les racines cubiques de £ ett’, on en 
tire les valeurs de set de d, et par suite celles de z. 
Par ex., pour l’équ. x°- or +6 = odela p.154, ona 
P= 9,9 = + 6; c'est le 1% cas ci-dessus 


AL ET 0. 3010300. 
E AAE 0.477213 i . +3 
V3. TNA 0.2385606 ...... . 0:238566— %1 
3 
Oise 0:7 1513 vtang. «+ T.9204798 ...... —T.9204798 
Tang 4... 0 .2385606 167, 3 Fo.1590408, a... o. 3185808— 
“id fe = 30° log tang = 1.761439 +> 
dabi 1° terme ` 1,442250 
. Ada re SA = —2,080083 
v= : 


= — 0,637833, d = 3,522333 
kr + 0,318916 + 1,751166. y—3 


www:rcin.org.pl 


156 | ALGÈBRE. 
7 Deumème pour #—2x — 5 —0o (page 91), onap=», 


q =—5 ;'on est dans le 2* cas, et on a s3 
Diyes 0.3010300 = 
PRAE E n Wi 
V e.. T.9119543 ....... 1,9119543— D T.9019563— 
Bis. —0:6989700— Ÿ..T.68o7114— s e T. 68071 14— 
A A T.3379230—, LE 1:5926657+, 2%:., 0.23124:29+ 


$ = — 129 34 33"18,. 5 & =— 60 17 16" 59 log. tang = 1.042134 - 
1% trme... + 0,391441 
“ CA Le APE +1,90 


H 


s = x = + 2,094552 és 1,313670 
w z = — 1,07276 + 0,655835. y—3 


579- Tant que Zes deux racines t ett de la réduite sont 
7 q 


réelles, Vi vr le sont, ainsi que s et d; il suit des for- 
mules (3) que Za proposée n’a qu’une racine réelle. Cependant, 
sit=—{,ona d=0o, etles trois valeurs de x. sont réelles, 
deux étant égales à la moitié de la 3° en signe contraire. C’est 
ce qu’on voit dans l'exemple p. 155. 

Mais si la réduite a ses racines imaginaires, c.-à-d. si 
27 4° +4p°< 0, ce qui emporte lawondition que p soit né- 
gatif, les expressions (3) restant compliquées d’imaginaires, il 
semble qu'aucune des trois racines ne soit réelle, contre ce 
qu’on sait d’ailleurs (n° 533, 11). Cette circonstance, qui n’ar- 
rive que quand précisément Les trois racines sont réelles , a 
beaucoup embarrassé les algébristes , qui ne savaient pas trou- 
ver ces racines, et ils Pont nommée cas irréductible. Ce cas se 
rencontre quand p est négatif, et que 4p°> 279°, relations que 
nous avons exprimée en une seule condition. 

Les valeurs de £ et { étant représentées par a by — 1, 
la racine cubique, ou la puissance +, se développe ( page 16) 

„en série. Sans exécuter ce calcul, il est visible qu’on n'y peut 
trouver d’imaginaires que dans les termes où b y — 1 est af- 
, fecté d'exposans impairs; et comme l’une de ces séries s@dé- 


q 
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duit de l’autre en changeant ben —b, il est clair qu’elles sont 
toutes deux comprises dans la forme P + Ọ y —1, dont la 
somme est s = 2P, et la différence d= 2Q 4 — 1. Ainsi; les 
formules (3) se réduisent à ces expressions réelles 


z=0P, est PE 0/3... (4) 


: 


Nos racines sont donc réelles, précisément lorsque les équ. (3) 
les donnent sous forme imaginaire. Ce cas singalier vient de 
ce qu’en posant x =y + z, ety2=—; p, rien n'exprime que 
y et z soient en effet réels ; et notre calcul prouve même qu’ils 
sont imaginaires quand les trois racines sont réelles. Pour 
les obtenir, on développera la puissance ; de a +b4/— 1 
sous la forme P4 Q y — 1; et P et Q seront connus dans 
les équ. (4). 
Ce procédé ne serait guère propre à faire connaître les trois 
racinés ; les suivans sont préférables. y 
r Lorsqu’on connaît Pune a des racines de x, pour obtenir les 
deux autres, on divise la proposée par x—a; le reste °F ap+q 
estnul par hypothèse, et le quotientdu: 2° degré z’-ax-+4a* +P, 
égalé à zéro, donne 
z =at V=p—3 a ati + (0) 
Si la 1° racine a est réelle; pour que les deux autres le soient 
aussi, il est nécessaire et il suffit que p soit négatif et >$ a. 
Changeons donc p eu — p, et désignons par à la différ. posis 
tive = p — į a°. Pour examiner le cas dont il s’agit, élimi— 
nons a entre celte équ. et g —=—a + ap, afin de rendre la 
comparaison de p à g exempte de a. L’équ. finale peut s’écrire 
sous la forme 4p’— 27q* = ò (43 — 3p )*; et comme d'a le 
signe + dans le cas actuel, on voit que les racines ne sont 
réelles qu’autant que p est négatif, et que {p°> 279°, ce qui 
rend imaginaires les racines de la réduite, et s'accorde avec 
ce qu’on vieut de dire. 
Pour obtenir les racines dans ce cas, on réduira d’abord à 
—1 le coefficient du 2° terme de l’équ.(1) en posant £ =£ zy p; 
i 


… 
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on doitpréférer ici le signe négatif. En divisant par yp’, la trans- 
g 


. 
formée est 2° — z= — —0. 


Vp wa, A g 
Or le supposition que 4p? > 277°, oùu# a A ou enfin 
Me Tr ;, "prouve que si l’on fait ¿= V $ le résultat est 
positif : il a le signe —, pour z=1 ; il y a donc une racine 
de sentre ı et y {= 1,1547: Faisons 3 = 1 Sp. w sera 


NS 1547, et on pourra mt v’, pour une 1™ approxima- 


ti voir w + 3w = ; résolvant cette équ, on a z et 


pi ki Vr 


r=; ve(2+V + ê). 


On donne à cette valeur approchée de x un signe contraire à 
celui duidernier terme q ; on procède ensuite à une approxi- 
mation ultérieure par les procédés ordinaires (n° 538); l’ex- 
pression (5), qui revient à r = —+ a + yò, donne ensuite 
les deux autres racines. 


# 
Ainsi pour de : w — 5r +3=0, ða s =— zy 5; 


d’où z’ MERAB AN d'où 


5ÿ5; 

ami v5(2+y 1+ 3) 5.334 fon: 
puis par suite, r= — 2,490862, 1,834245 et 0,6566166. 

58o. Mais si Von veut recourir aux logarithmes, on préfère 


se servir du procédé suivant. Il suit du théorème (2), n° 592, en 
faisant n —3, que le rayon étant un, 


J— 27 cosi @ + 1 divise yê — 27° cos ọ + 1. 
Soit fait r =m(y 4 7"), dans 2° — px +q=0; nous 


mettons — p, parce que nous ne traitons ici que le cas # 
274? + Áp’ est négatif; 
L 
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d'où m (7 HITI + Bm — pm y +r) += 0. 
On chasse le 2° terme en nome 3m° BER: d’où m = y4 p; 


Donc TT HE +i=o. Mais dans le cas que nous trai- 


tons, ¿est M ne o dans l'équ. (2), oui g)’ <(;p )*: on 
peut donc trouver un arc g dont le cos. soit la moitié du facteur 
de y’, puisque cette moitié est < 1; 


D CET é 
cos g = PV GP (7); 
alors la proposée, se tronvant Téduite à notre 2° trinome, est 
divisible par y° — 2y cos 4 @ + 1 —0 ; divisant par yy@n a 
yY +y’ =? cos 4o; et comme x =m (y +77’), ona 5, 
z=2V/(3p). cos 39..... (8). 
L’arc @ sera donné par un calcul logarithmique : on en pren- 
dra le tiers , auquel on ajoutera 120° et 240°, parce qu'on peut 
prendre, outre l’arc trouvé dans la table, les arcs ọ -+ 2x, 
p + 4x, qui ont le même cosinus. L’équ. (8), où cos ; 9 prend 
trois valeurs, déterminera les trois racines réelles. 


Soit, par ex., &— 5x —3 = 0; on 


3 era 
.4—0,477121 

ap=5, q=—3, PET 3a VE diff. ... 0,2213487 
Le calcul ci-contre donne p=45°48' 9"; ms" Dé SEE 
dont le tiers est 15°16’3". On y ajoutera dén, _..—0,6338030 
120°et2/0°, et l’on prendralescosinus, : AR Es ve 

í coso ... 7,8433183 
qui sont 


cos 150 16 3” — sin 43° 164%, — cos 75° 16 3". 
On P PR ` 


Tiavi... o,4n19543 054119543 0,4119343 
DD. 1,9843955 T,8515034— T,4053576— 
z... 0,3963498, 0,2634575—, 1,81731 19—, 
z= 2490862 © —1,834245 —0,6566166 


Pour l’équ: z° — 5z -4+3 = o, il suffit de changer z en — zr, 
et l’on retombe sur l’équ. précédente : on a donc les mêmes 
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racinés’en signes contraires, Au reste, en traitant directement 
cetex., l’équ. (5) donnant cos g négatif, Pare @ est => gp, et 
le supplément du précédent ; le calcul se continue ke même. 


Soit l’équ. z” — 4x + 1 — 0: d’où cos p =—-— Le cal- 


1374 
cul donne g—108° 57° 3", 5, et l’on obtient enfin. .,....... 


r= 1,860807.» fs —2,114907.. s<. 0 1254099. pe 


Équations du fhariène degré. . 


581. Soit pibadi Péqu. apia Po pour la 
résoudre, employons la même marche que pour le'3* degré; 
regardons æ comme formé de deux parties y et z, r= y + z; 
d’où 

Gus Ge + pr HE + pe + gr) 
+4 + GE + aps +g)y =o. 


Mais m pouvons poser une relation à volonté entrey etz: 
égalant à zéro la-2* ligne qui renferme les puissances À cal 


de y, nous ne | 


panel 2. (1. 


La transformée devient, en éliminant y’, 
pat Gp UNE — gt =o, 
équ. qui n’a que des puissances paires de z, Faisons donc, pour 
simplifier, z* = 4 £, et nous aurons 
É Hope + (p—4rt—qg =0.... (A). 
C'est la réduite qui est du 3°.degré, et a nécessairement au 


moins une racine réelle et positive (*) : désignons par £ cette 
racine; nous avons z= +} 4/1, où le signe est arbitraire. 


(*} N faut dégager cette équ. de son 2° terme, en posant t = 3—2); 
d'où ut — 3u ( p> + 12) + 12pr = ap? — 2799 = 0 
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Substituantdans r= y + z et dans (1), il vient 


2=yEWt, °=;: (—:- PF) -. (2). 
On trouve enfin, en ayant égard à la correspondance des signes, 


et éliminant y, 


awyr sv(——p—? FE 


it (25) | 


Ainsi l’on résoudra la réduite (4); et prenant une racine po= 
sitive £, on la substituera dans les formules ( B), qui donne- 
ront les quatre valeurs de zx. 


Soit, par ex., 224—197"#2427—"% ; p=—2,q=—12,etc.; 
la réduite est À — PL SU 144. L'une Sa racines t = 3 
donne i 

z=;y3 + av, et —;V3+V(4 +213); 
et comme (p. 151) VAE 3 =: +y 3, 
ona Æ=itiy3, r=—ı+ły3. 

L'équation xt — 25z* + 6or — 36 = o a pour réduite, 
È — 5ot® + 769t = 3600; prenons t = 9, et nous aurons 
x= 3,2,1 et —6. 

Pour rt—x+1=0,0n a Ë — t= 1; d'où £ = 2, 114907.. + 
(voy. p. 160); on en tire 

x= — 0;7]27]1360 + 0,984099 V — 1, 
x= -+0,727136 + 0,4300139 V — 1. 
Enfin, l'équation zt— 3r’ — {2x = ġo donne 
P — 68 + 1691= 1764 ; 
d'où 1=9; puisxæ=4,—1 et! (3 +y — 31). 
582. Si l’on mettait pour t, dans les équ. B, toute autre ra- 


cine de la réduite, on n’obtiendrait pas des valeurs différentes 


pour x, et l’on ne préfère la racine positive £ aux deux autres 
TI Il 
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t'et #", que pour la commodité des calculs, Eu 'éffet, expri 
mọns ces valeurs B en fonction des trois racines, On a 


tẹti +i =p, ttt =g 


la 1° donne f +} =p — t i 
la 2° VEN = MEI: 
d’où s= V tiy Geti" SV re) 


ou bien z= (ytt yvig VE) í 
demême z=}(-yt+ yť + yt") | vE 


Ces équ. ne conviennent qu autant que g est positif; car il 
faut observer que la réduite ne contenant pas q, mais g°, con- 
vient à la proposée quel que soit le signe de q, bien que les 
racines x soient différentes pour. +get pour — q. Mais dans 
les équ. B, comme on doit substituer la valeur de g avec son 
signe, cette circonstance rétablit les données telles “qu’elles 
sont. Il n’en est pas de même dans Jes équ. (4) où g n’entré 
plus; aussi faut-il avoir égard au signe de g dans Péqu. (3), 
et prendre (/t en —, quand g est négatif, pour que les deux 
membres y aient le même signe; les radicaux des deux parts, 
devant recevoir le +. Ainsi quand g sera négatif, il faudra 


poser y (Ct) = — ve , ce qui donne aux valeurs B la forme 


pt) vi TA 5 
eve yry j 9 

Or remarquons que, dans l’un ou l’autre de ces deux cas, 
les équ. 4 et 5 sont symétriques en t, “et t", c.-à-d. que les 
expressions donnent les quatre mêmes valeurs, lorsqu'on 
change l’une de ces lettres en l’autre. Ainsi ces équ. 4 et 5 
étant les mêmes que B sous une autre forme, les équ. B ne 
donnent que 4 racines. 

Les formes 4 et 5 sont d’ailleurs propres à faire reconnaître 
la nature des racines de x : car 
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. Si la réduite a ses trois racines réelles , il ne peut arri- 
v Le deux cas; comme leur produit t. £ . t” — q? est positif, 
ou deux sont négatives, ou aucune ne l’est. Dans ce dernier 
cas, Vt, yt, V” sont réels, et nos quatre racines de x sont 
réelles. Dans l’autre cas, au contraire, 4/# et yt” sont ima- 
ginaires, et les quatre valeurs de x le sont aussi. Donc, quand 
La réduite tombe dans le cas irréductible, la proposée a ses 
quatre racines ensemble réelles ou imaginaires, selon queta 
trois valeurs positives ou une seule. On en a vu des exemples 
ci-dessus. 

Cependant s’il arrive, dans ce 2° cas, que / = t", comme 
deux de nos valeurs de z contiennent la différence des radi- 
caux y”, y t", les imaginaires s’entre-détruisent, et la pro- 
posée a deux racines réelles et égales, et deux imaginaires. 

2°. Si la réduite n'a qu'une seule racine réelle t, comme t 
est alors positif, test réelle. D'ailleurs, désignons?’ et £” par 
a+ by —1, d’où 


V'EV =V@+bV—-i1)EV(a—-by—3); 
le carré est (/Æ y t" = aay (a + b’). 


Ce dernier radical est visiblement réel et >a; ainsi, notre 
carré a deux valeurs réelles, l’une positive, l’autre négative : 
en extrayant la racine, qui est y! + yt’, on a donc une 
quantité réelle 4/4 d’une part, et une imaginaire y — B de 
l’autre. Remontant aux valeurs précédentes de x, on voit clai- 
rement que si la réduite n'a qu'une seule racine réelle t, celle-ci 
est positive, et la proposée a deux racines réelles et deux ima- 
ginaires. 


IV. FONCTIONS SYMÉTRIQUES. 


Puissances des racines des Équations. 


583. On dit qu’une fonction est symétrique ou invariable, 
quand elle n’éprouve aucune altération, eu y échangeant toutes 
les lettres qui s’y trouvent l’une en l’autre : telles sont 

LE PT 
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a +b, Va+Vb,a+b+ sin a. sin ġ, ete, qui demen- 
rent les mêmes lorsqu'on met Z pour a, et a pour b. Les coëfli- 
ciens des divers termes d’une équ. fx = o sont des fonctions 
symétriques des racines a, b,c... (n° 502). 

Nous représenterons à l’avenir, par [abt cr.. x Ja fonction 


symétrique dont abbe.. est un terme, et dont on obtient 
PR s 
les autres termes en échangeant chaque lettre a, b, c... en 
toutes les autres successivement : par Sm la somme des puis- 
sances m de ces racines, ou $, = @"+ 0" c™.... Or, sans 
connaître ces racines; prouvons qu’on peut toujours trouver 
les quantités Sm et [atbler. .… |, quels que soient les entiers 
m,«,8,7:..., en fonction des coefficiens p, g.... de la pro- 
posée, 
Je = 2" 4 pr" 4q"... Hix Hu —o. 

Jæ est identique avec (x—a).(x—b).(x — €)... pet Ton a vu 
(n° 520, 2°) que la dérivée f'x est 

mot (mi) pat, -4 t=(z—b) (xc)... + (x—a) (x—c)... ete. 


En divisant par fx, on trouve 


MEME (m1 pem... I T 1 oha tafe 
amp parmi Lames -pu fa zb  zr—c ` 


En développant (x — a~", on a (page 17, I) 


Changeant 4 en b, c...; et prenant la somme de tous ces ré~ 
sultats, notre second membre est 


à CIRE KA &i S3 
ER a A 
Multipliant donc l’équ. par s” + pr" -+ ga re"—?... 


LM (nr pas (m2) gas, -+t = 
pimes Ar sm-4... etc. Fe Si 


mp +? 


EETTTELL 
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Le 1“ membre a m termes; le second va à l'infini, chaque ligne 
ayant sn 1* terme reculé d’un rangde plis à droite que dans 


la ligne qui précède; il y a m + 1 lignes! En comparant les 
coefficiens des mêmes puissances de x dans cette identité, on 


obtient une infinité d'équ. Les 1"** équ. ont chacune un terme 
de plus que la précédente; elles sont (en supprimant mp,mg... 
gux deux membres) f, 
Si+p—=0, S,+ps, Te Ss+pS,+q$S,+3r=0.. 
Sa + pSa-t+ gsi F rS Hhkv—0,:.. (4). 
sk étant un entier <7, et v le nt de z™—* dans fx. Au- 
delà de ces m équ., le 1" membre ne donne plus de terme à 
comparer avec ceux du 25; et l’on trouve 
Si+pSi +48, rsisi- HuSin—=0.... (B), 
I étant un entier ou =m. On a S= a + b°... =m. 


584. Ces équ. sont dues à Newton : en voici l'usage. 
La 1" donne $, =— p, valeur qui, introduite dans la 2°, 
donne §,; on a ensuite $3... 
Sı =— p, S:=— pS: — 2q, Ss= —pSa— gS: — 3r.. 
et ainsi de proche en proche. En général, Ja valeur de fa con- 
duit à cette règle. Sous les m termes qui, dans la série des S$, 
précèdent celui S;qu’on veut calculer, écrivez les coefficiens de 
fx en ordre inverse, avec des signes contraires; multipliez cha- 
que terme par celui qui est au-dessous, ajoutez, et vous aurez 
le terme suivant $; : ’ 
Sin Suaa .. Si-s, Oleas 7 yi 
—u, —t... —r, —4q, —P. 
Soit, par ex., l’équ. x°—3x°+2r—1—=0, où p= — 3, 
q=2, r=— i; les facteurs seront 1, — 2 et 3. Ainsi, on 
trouve d’abord S, = 3, S, = 3, S= 5; la série des S se con- 
tinue comme il suit, chaque terme étant formé du produit 
des trois» qui le pendos; multipliés respectivement par 
1,—2et3, 
3,3,5,12,20,68,158, 367,853, 1983,4610, 10717 24914,57918 


s 
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Pour z°—32+1 4; les facteurs sont 4, — 12 et 3, 
et l’on obtient La ES 

g E . 

3,3,—15,—69,—15, 723, 2073, —2517,—29535. .. 

Enfin, pour x*—2r=5, les multiplicateurs sont 5, 2 et o ; 
on trouve 3, 0, Á, 15, 8, 50,91, 140, 432... 

En appliquant ce théorème à z"—1=0, on trouve, comme 
page 143, 

v 
AETA ATETA mon = Sn =... m. 


Il est donc facile d'obtenir la somme de toutes les puissances 
entières des racines d'une équ. sans Connaitre ces racines. S'il 


DE des puissances, péqatires, on Hiinat z enz. , et 


l’on appliquerait nos foules à la transformée en J à où au- 
rait les Sommes demandées. Pour l’équ.x— 3r -4 22 = 1, 
on aurait les facte 1,—3 et 2 de ja transformée ; d’où les 
sommes des rie positives, qui sont les négatives de- 
mandées, | 


3,2, —2, — 7, — 6,7,25,23, — 22, —88.... 
585. Cherchons, à exprimer toute fonction symétrique 


pes + ] , à l'aide de S,'S, S3...., lecnômbre des ra- 
cines a, b, c.... comprises dans chaque terme étant n. Cette 
fonction s’obtiendrait en permutant les m lettres a, b, c+.. 
de toutes les manières AE nàn, donnañt à Es LE se s 
l'exposant æ, 8 à la 2°... ; le nombre des termes sera [mP 
Cependant, s'il arrivait que deux exposans fussent ARE. , 
a= ß, comme les initiales ab, ba n ’apporteraient aucune mo- 
dification au terme résultant a’, , le nombre des termes ne se- 
rait que la moitié du précédent : il serait le 6° dans le cas de 


gor égaux, etc. (voy. n° 493). . 


1 : a6): 
our obtenir la valeur de [a af]; dont les termes ne con- 
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tiennent que deux des m racines , opérons les permutations, 
comme n° 492, en multipliant ? 


S =at pbt p ct.. par Sg = af + bE + h.n. 


Si les facteurs partiels contiennent la même racine , le produit 
partiel a la forme aa+ ê; sinon ce produit est tel que azb£. 


Ainsi de résultat séra S,44 + [a*b£]; donc 
W [abf] = Sa X Sg — Sapp- (0). 


De même, pòur la fonction [a467], multiplions [asot] par 
S,; (C) deviendra = S, X $g X S, — Sag X $y. Formons 
le produit iij 
(ap ath + °c 2 )x (+ + &..). 
1°, Si les LUE A pas de racine commune , ‘le 
produit partiel est tel que a“bheY ; ces résultats réunis forment 
la fonction | a*2£ cY] dont on cherche la valeur. 


. - + . 
+ 2°, Si les facteurs partiels comprennent une racine commune, 


le térmérest tel, que a**7 bÊ, ou FLE suivant que cette 
racine est le 1“ facteur ou le 2°. De là résultent les fonctions 
[astr], [abétr], dont redya € donne 1o; valeurs : 


Say *< $4— CRDP , z X Spty — Satti 
on a donc. .... (D) 
done (D) >, 
a BoY = a N -5S pa a 
[s -i Es. Sas hz a+ Sy Saey Se a a atty 
L'esprit de ce genre de calcul est facile à saisir, et Fon peut 


l'appliquer aux fonctions symétriques formées de quatre fac- 
teurs et au-delà. On sait donc évaluer ces fonctions à l’aide 
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des seuls coefliciens de la proposée , puisque les S sont connues 
par ce qu’on a exposé précédemment. 

Observez que si la fonction symétrique proposée était frac- 
tionnaire, en la réduisant au même dénominateur, elle for- 
merait une fraction dont chaque terme serait une fonction in- 
variable. C’est ainsi que 


a GRO a. cb e ,a_ [ob 
Cprous+i+t+ieitn Far a 
Appliquons ces préceptes généraux. ` , y 


> Résolution numérique des Equations. ai 
ag 

586. Plus a sera grani par rapport aux autres racines bios. j 
plus Sx approchera d’êtreégalà son 1° terme a*, etsa aai = 
ces $ sont d’ailleurs connues d'avance. Donc, en divisant 
trouve a == Sr) Sk Ainsi, aprés avoir formé la 
nombres $,,5,,8,..., le quotient de e chaque terme” par “ce 
qui le précède, APS Ve de plus en plus de ia racine st pé- 
rieure a, à mesure que l'indice de S sera plus élevé. On pour- 
rait de même obtenir la moindre racine (n° 507, 2°) 

Les imaginaires peuvent. modifier notre proposition ; car 
soit x = a Hif \/ — 1 s faisons e = à cosọ, 8 =A sin Q, Ce 
qui est touj pon, , puisqu'il en résulte + 


g 
nai hb, tang PEIA 


équ. d’où l'on peut conclure à et l'arc ọ dañs tous: les cas. 
On aæ = à (cos ? + sin 9. ú— 1); d’où (note, page 144) 

+ — Dt =a (cos kgj siniko. 4 è 

Nos i racines imaginaires supposées ;» introdu isent donc 

dans S; le terme 2x* cos kọ. Tl faut donc que à, ou y (a + 8°) 

soit moiudre que la plus grande racine a, pour que le théo- 

rème précédent soit vérifié. | . 

Pour le 1° ex. dela p.165, on a S,3=57918, S,:=249r4 ; 

le quotient FE — 2,3247177 est une valeur approchée de x. 
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587. Cherchons l'équation au carré des différences; 
F= + PAT Re.. U=9, 
où les inconnues sont P,Q... U. Nous avons nl 
(x—a) = x! — lax'™' + Az = d"ar.. +a 
(xd) = a! — lbz' + A! b'ai bas. fi Bi 
(x—c} = xt lex! + M ete. > ; 
Ceséqu. sont en ‘nombre m, hL An. jt les coctilsens 
du Eu pour la pisnes L Lins, 1 2° membre se sera 
z! — lS, +48, Hp? — A Saat. Si. 
Ps successivement # en a,b,c... 


À. 
(a— 0) + (a EE mat — Sat +... +61, 
(b — a) + (base) abi A fr, 
(c— a) 4 c'e L | | 

En ajoutant out, est la somme des 


puissances | des diffé es racines , retranchées 
Ma 
deux à deux. Le 2 ‘membre pst Sip t 


MSi — ISSi + IR x A SaSies PERRET CS 


e 
a+ * 
~ Le 


et page puissa X : 
formé de te ce TA sont à PS distance des ex- 
trêmes ont même éo ef icient, mêmes indices pour $, avec des 
signes contraires ;' ‘ces à e détruisent donc aussi : de 
là o = o. 

Mais si Z est pair, ab}, (b—a)..…. sont égaux deux à 
deux , et chaque terme du 1“ membre est double ; d’ailleurs, 
les parties - du 2° sont encore égalesdeux à deux, mais ont 
même signe : elles se doublent donc aussi , excepté le terme 
moyen, qui ne. s’accouple avec aucun autre. Prenant la moitié 
des deux membres, chaque terme redevient simple , et il faut 
réduire. le terme moyen à moitié: Ainsi, d’une part, faisant 
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Į=2i ; le 1 membre devient la somme des puissances 2, 
des diff. des racines, ou celle des puissances ¿ des carrés de 
ces diff., somme que nous représenterons par /;. D’une autre 
part 25, 4°, 4"... désignant les coefficiens du binome, pour 
l’exposant 2 il vient (p. 6) 


fi=m Sa ms. pe Sai + ASS aiaa) SAT SS (oise. 


N edit 1) 


Ras (S)... - Q9; 


Les coefliciens.2i, A' A... ont pour Kia les Kotibi 
de la ligne 22 ; dans le tableau, p. 8; on doit s’arrêter au terme 
du milieu dont on prend la moitié. facteurs sont pour 


Lar 
vikaa be. $ 


te m 3, te NE GER. 
“og S A D'ES E 
i, 8p a8, 56, 35. PA 


D'où l’on tire 
Ji=mSs—(S1} 
Ja=mS 48,838, }» 
Js=mSe—68,854158,84—10(S5) à 
Cela posé, si l'on a calcülé la. 
tirer de cette équ. les valeurs d b} + (a—c)...,en 
faisant i— 1; ce sera la somme f, Į isiljees 1 des ra- 
cines de Fz—0;i=—2 , donnera de même (a—b)t+(a—c)t. .. , 
ou f, , etc. En général , l’équ. (NW) donnera la somme f; des 
puissances č des racines de l’équ. au carré des différences, Or, 
d’après les équ. (4) p.165, appliquées à cette, équ:, ona 


P=—f., Q= PAH), nt ua 4 
Le calcul des / devra être poussé jusqu’à l'indic n=im(m— 1), 


degré de Fz, et celui des $ jusqu’à un indice-double. , 


+358) 

“EE 
«+462 (6). 
°5,$3 4. , On pourra 
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Pour > 3 ‘A lesS SU gout, 
; o, + äg, — 3r; 2999 Sqr, = ag Gr 
d’où je f.=18g", == 66ÿ 81»; 
= 67, Q= 9; R = an + dpi 
Ce sont les coefliciens de l’équ. au carré des différences pour 


le 3° degré. On trouvera les formules pour le 4° et le 5° degré 
dans la Résolution numér. de Lagrange, n% 38, 3g et note III. 


Équations du sure degré 7 
588. L'équ. z°+ pz +g =° ayant a ét b pour racines in- 
connues , cherchons la valeur z =c 4+ mb, m étant un nombre 
arbitraire, Comme a + ġ = — p, ces deux équ. fero PAIT 
a et b, quand z sera obtenu. Mais on ne peut e et 
valèur de a + mb , sans obtenir aussi celle de b +ma;z ; 
ces ‘deux racintij est donné par cette autre équ du 2° ik 


5" [e—(a+mb)] x [z— (b + ma) ]=o. 
Il est done impossible de tirer parti de ce calcul, tant que m 


demeure quelconque. Mais si cette équ. en z est privée du 
2° terme, ce quivarrive quand m =— 1, ona 


z= (a—b} =a + b’ — 2ab =S, — 29 ; 
et comme (p. 165) S$, = p° — 2q , on trouve 


2=a— b= + V (P — 44), a+b=—p, À K- 


d’où de tire enfin les deux racines a et b. ” 


© 


ex 


Afet 


e Aiens du troisième degré -y 


” 


T. 
o7 
589. Les racines de z + pr + g=0 étant a, 1,0,c, la 
quantité z = a + mb + nč est susceptible de 6 valeurs 
i 2 ci-après), quand met n sont quelconques : et comme 
e peut trouver l’une de ces valeurs, sans que le calcul donne 
en même temps les 5 autres „z doit être racine d’une équ. du 


www.rcin.org.pl 


172 he :ÈBRE. 
£ Le" 
6° degré : il estone Ae pérer KR gui z avant +. 


Cependant si l’on a mn et n peu recevoir de va- 
leurs telles, que cê r. en z soit zê Æ Az + B—0, ré- 
soluble par le 2° degré {n° 575), on en tire bientôt z, et en- 


suite æ: Eh effet, posant z° =u, on a 
: | 
=; Ay (SL B)= ze. ..(r). 
Désignant par z' et z” les deux racines cubiques de u, et par 


r , a, æ? celles de l'unité (n° 569), les six valeurs de z doivent 
résulter de.tous les changemens de place entre ab ,c,dans le 


trinome a + mb + nc: posons we 
s= a + mb nc `z" =*a + nb + mc...(2), 
az. = bH me + na «2 =b + nc + ma, 

as = c'e ma + nb a = c + na + mb. 


Chaque lettre passe ici d’un rang à celui qui est à gauche, et 
le 1% terme à la dernière place, Il reste done à déterminer les 
arbitraires m et n, de manière à ce que ces six équ. soient 
réalisées. Multiplions az’ par #° ; il vient, à cause de = 1, 
| z'=a"b + mac + naa= a + mb + nc. 
L'identité exige que les coefliciens respectifs de a,,c, soient 
| égaux ; Que — mm = n,n = 1 ; donem=g,n= a. 
En substituant daus les six équ. (2), on trouve qu’elles sont 
une conséquence de , : 
d z—=a+ac+eb, 2'=a+ab+ ac... (3). 
i Ainsi, en prenant m = a*,n = « , notre trinome a six valeurs, 
qui ne forment que deux cubes différens z°,z“%; caren multi- 
pliant les équ..(3) par z et «* , on Yeproduit les 6 équ. (2) dont 
les 1°* membres n’ont visiblement pour cubes que z etg: 
Il est donc certain que les 6 AUS de z sont racines d’une 
équ. de la forme £ + 4z’ + B=0, ou i s 
tagt Û 
(ai zy (2932) 26 a" 4 2280; | D 
il reste à déterminer Æ et B,savoir: à + € 
A= ge pr BST; 
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car une fois 4 et B connus en fonction des ‘coéfficiens p et g, 
l'équ. (1) donnera les valeurs de, dont les racines cubiques 
z' et z" seront connues. Les équ. (3) donneront ensuite a,b,c, 
comme nous le montrerons. 
Dé le cube de z = a + ac + «a'b, en mettant 
1 pour æ’ chaque fois qu’il se rencontre , 


2'%=$S 3 6abc+3a(ac+b'a+c'b) + Be(abdc'a + bc). 


On obtient z” en changeant ici b en c; ajoutons ces deux ré- 
sultats, il vient rsg ta 
— A= 2 S — 12q +3 (a +a’) [ab] = 5S3 124, 

à cause de abc = — q ,S, = 0 ,# -Puw = —1 , et dë la formule 
(C,p. 167) qui donne[a*b]=S,85,— S; : et commesS; = —3q ; 
on a À = 2779. 

D'un autre côté, 14=S, + (a -+ a) [ab] = — 3p, 
à cause de S, =— 2p, [ab] =p, a + a= mr, 
le cube est B = — 27p*. 


Ainsi , u=— 27 G1 E VPHP Er. 
Comme ici les facteurs de 27 sont les racines ¢ et £” de l’équ. 
P + qt = Gp)’, on a z =. 

Éliminant a,b,c, entre les équ. (3) et a + b + c= o0, qui 
provient de ce que la proposée n’a pas de 2^terme, on a 


3a— 2% +z", 3b=az Laz, 3c = wz La; 


et puisque z7’ = 3 ý f, z? =3 V2 , on retrouve les valeurs du 


n° 578. 
Équations du quatrième degré. 


590. Pour résoudre l’équ. zt + px? + gx +r= 0, nous ne 
chercherons pas à former les valeursde z = a + lb + mc+ nd, 
qui sont au nombre de 24 ; mais de z =a + b + m (c + d), 
qui n’en a que 6 : et même faisant m — — 1, nous poserons 
z= a + b — c — d, dont les six valeurs sont égales deux à 
deux avec des signes contraires. La racine z sera donc donnée 
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par une équ: du 6° degré , telle que 2° + 474 + Bz + C=0, 
qui n’a que des puissances paires, en sorte que ces 6 valeurs 
n’ont que trois carrés différens. Posant 2° —#; on retombera 
sur une équ. du 3° degré, qui donnera t, par suite z, et enfin z. 
En développant le carré on a, 
(a+b—c—d) =(a+b+ce+d)—4# (ac ad + bc+ bd). 
La ı™ partie est nulle, puisque lg 2° terme manque dans la 
proposée : ajoutant et ôtant 4 (ab+cd), on a 
(a+b — c — d) = — 4 [ab] +4 (ab + cd). 
Changeant b en c,puis en d,comme Cab] = p,on a 
(a +c —b — d} = — Áp + fac + bd), 
(a + d—c — b? = — 4p + (ad + bc); : 
telles sont les valeurs de nos trois carrés z*. Il est clair que les 
calculs seront plus simples, si lon prend pour inconnue.. . 
u=} 2° + p, puisque les valeurs de u seront 
ab + cd, ac + bd, ad + bc: 
formons l’équ. qui a ces trois racines. Comme on a 
S,=0, S,—=—2p, S3=—3q, Sy = 2p°— Ár, 
Ss=5pqg, Ss =— 2p° + 6pr + 39°, 
on trouve, d’après la formule D, et en divisant par 2 ou 6 
(p. 167), s’il y a lieu, que, 
1° La somme des binomes est [ab] = p ; 
2° La somme de leurs produits 2 à 2 est 
[abe] = S; — 48: = —4r; 
3° Le produit des trois binomes est abcd X S$, + [a’bc*], 
ou rS, +3 SiS StH S =r +9; 
ainsi, ona w — puw — {ru + pr — g =o, 
ou z + 8pzt + 16z° (p°—4r) — 64° = 0, 
en mettant : z* + p pour u. Une fois connues les trois valeurs 


| 
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dez, puis leurs racines t tz"), il faudra tirer a,b,c,d 
des équ. EE hfa ; 


—S,—a+b+ce+td=o, a+c>b—d=r', 
a+b—c—d=z, a+ d—b—c=z". 
Ajoutées 2 à 2, ces équ. donnent 
akb=iz, atc=iz, a+kd=;2", 
dont la somme à = 4 (z+ =’ +2") : par suite, on a b,c et d. 
Or z,z',2" étant prises en Œ, on a 8 racines au lieu de 4 : et 
en effet, l’équ. en z dépendant de g° et non de g, notre calcul 
laisse le signe de g arbitraire. Le produit des trois dernières 
équ. est 
3222" = a+ a’ (b + c + d)+ [abc] = —4, 
à cause de — a =b + c + d. Le produit zz’z" a doncun signe 
contraire à g, d’où suivent ces deux systèmes, comme p. 161, 
q positif, x = į (z +&7 Ẹ z"), et i (—z+7 +7"); 


> 
q négatif, r=;(EzEz);eti(—2z57 Ez"). 


Élimination. 
5gr. Soient Z = 0, ou ka™ + pr + ête.+ u =0, 
T =0, où kz" p'e p... 4u —0; 
deux équ. en x et y. Si la 2° équ. est supposée résolue par rap- 
port àx, savoir, x=a,b,c,.. on pourra substituer ces va- 
leurs, qui sont en fonction de y dans Z=0; il en résultera 
autant d’équ. 4 —0,B—0,C—0...,en y seul. Si la 1 est 
résolue, les valeurs y = «,4’,24"...étant mises dans r = 4, 
donneront les valeurs correspondantes x = £8,8',6"...; de là 
les couples (,8),(« ,8)...., qui rendront Z et?’ nuls. On 
en dira autant pour B = o et z = b, C=o et £ =c... 
En posant le produit 4 X BX C. ..= o0, cette équ. aura 
pour racines toutes les valeurs de y ainsi obtenues; ce sera 
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donc l'équation finale en y, dégagée de toute racine étran- 
gère. Il s’agit de composer le produit 4BC... 

Mais comme ce produit ne doit pas varier quand on change 
aen ġ,en c. .., les coefliciens sont fonctions symétriques de 
ces lettres; qu'on suppose être racines de l’équ. 7'—, ré- 
solue par rapport à x. On saura donc exprimer ces coefficiens 
en S,,8,,83... tirés de T= 0, c'est-à-dire, en fonction des 
coefficiens de 7”; qui sont en y. Dès lors le produit 4BC... 
se trouvant dégagé, d’abord de x, et ensuite de 4,6,c..., 
ne contiendra que l’inconnue y. 

Donc, mettez successivement pour x dans Z = o, les lettres 
a,b,c... en nombre n égal au degré de x dans 7'; multipliez 
les polynomes résultans , les coefliciens du produit seront des 
fonctions symétriques de a,b,c... ; tirez ensuite de 7 — o 
les valeurs de $,,8,... en y, et exprimez vos fonctions symé- 
triques en S,,8,... : vous aurez l’équ. finale demandée, 

Soient 2°yÿ—3r+1=0, x (y —1)+r—2=0; 
d’où (aïy—3a+ 1) (by — 3b+1) =0o, 

by + yS — 3aby Sı + gab — 38, + 1 — 0. 
Mais on tire de la deuxième équation proposée 

— 1 — 2 I 
A == a Jei ET 
enfin, on obtient la même équation finale que p. 71. 

Ajoutant les exposans qui, dans chaque terme de Z , affec- 
tent x et y, désignons par m la plus grande de ces sommes ; 
m est ce qu’on nomme le degré de l'équ. Z = 0; y ne doit 
entrer qu’au premier degré au plus dans le coefficient p de 
æ"7! ; au 2° dans celui g de æ"—*?, etc. Soit n le degré de 
T = 0; prouvons que Le degré de l'équ. finale ne peut excéder 
le produit mn des degrés des équ. proposées. 

On sait que la valeur de $, ne contient d'autre coefficient 
que p’; celle de $, contient g', etc... S,,8,,83... ont donc 
leur degré en y, exprimé par leurs indices respectifs. D'un autre 


côté, un terme du produit 4BC..., tel que y! F2 ] ,4 
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son degré i + æ+8+7y....=mnau plus, puisque chaque 
terme de À est au plus du degré m , et qu'il y a n facteurs 
A,B,C... M suit d’ailleurs des se a du n° 585, qui ex- 
priment des fonctions invariables, quel a a“ hf... „sera en y du 
degré &+8 +7... Donc, le terme sera lui-même du degré mn 
au plus : c. q. f. d. 

Voyez un Mémoire de M. Poisson, 11° Journal poly- 
technique. 


V. FRACTIONS CONTINUES. 


Génération et Propridtes 


592. Pour approcher d’une de de l'équ. fr =0, soity 
l’entier immédiateme moindre, et z“ une nouvelle incon- 


Fa 


nue > t, aroa S * substituant dans fr=o, on a 


une transformée Fx’ = o. Soit y” jp au-dessous de x', on 


fera x°= 7" + Li puis "=" + Me TTC Mnt >1: 


on obtiendra ainsi les équ. (4) et, Fa substitution , la va- 
leur de x sous la forine (B) qu'on dppelle une fete con— 
tinue. 


Lit 
azr t7 be Ea (B) 


“=/+7 4 Pee 
"= y" + Le etc. 
Les entiers y, Y’, 7", »",-.. sont les termes de la Jraction 


continue, que , pour abréger, nous écrirons ainsi : 


DEV, I I I" I" 
L'évaluation de x en fraction ordinaire se fait par le procédé 
suivant, Soit, par exemple, 


1 
= 231,3,2,4 = 2 + = + 1 
ET NOE 
ETA 


TH: - 12 
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Prenant d’abord la portion terminale 2 + }, je la réduis à ? : 
l’unité divisée par à donne $ et x devient 


de même 3 + $= &;puisun 1: ¥ =f,etr=2+—, 


qui revient à 2- 1: {$= 2 -+ it; enfin x =. La marche 
du calcul revient visiblement à celle de la p. 37, t. I. Dans les 
ex. suivans, la 1" ligne contient les termes de la fraction con- 
tinue, et l'opération .se fait ainsi : Multipliez chaque terme 
par le nombre inscrit au-dessous, et ajoutez celui qui est à la 
droite de ce dernier ; placez la somme au rang à gauche. > 
+= 2 A CoS CP 7 1, 3,2, 4 
111, 40, 3 9 4 do, a 91, 40, 31, 9, 4, 1 
On a donc r= 1 d’une part, etr—$ÿ de l’autre. 

Lorsque la ici continue va à l'infini , on Parrête à l’un 
de ses termes, en négligeant tous suivans; on n’a ainsi 
qu’une valeur approchée de x. Si l’on néglige x" dans les 
équ. (4), en posant <” =y", x" est rendu trop petit; cette 


® s 
I . D 
valeur donne z“ = y” -+ — quiest trop grand: x' est à son 
e 7 q pP £ 


tour trop petit, ete. En général, suivant quon limite une frac- 
tion continue à un terme de rang pair ou impair, la valeur 
est > ou <x. En arrêtant la fraction successivement au 1° 
terme y, au 2° y’, au 3° y',... les résultats sont alternative- 
ment < zx et D> z, qui est compris entre deux consécutifs. Ces 
résultats, qu’on nomme fractions convergentes ou réduites, se- 
ront représentés ici par 
ag" Leg (A AVR 

2677" mn” pi (C). 

En‘preñantir; 197, 9°, JE en pes, r AE 


pour dernier terme. On a a 
N S b grr e IEDR 
U REE RAR RC E AE T S 
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by'+ a os 
FA l 
iy Fa . Pour avoir A remplaçons ici 3 


= c 
. on voit que br 


par y"+ P et e= y, y’, y" deviendra t= y, y’, 7", J”. 


Or le numérateur c devient 


b b _cy"+b 
by" -z = A — wy 
y +Fat STAR 7 
A aE A NNT b 
le dénominateur d devient Li ; d’où ZT = er 5" 


Et comparant ces valeurs de © 7? S , On voit que le numéra- 


teur d’une convergente se déduit w deux précédens multipliés 
respectivement par 1 et par l'entier terminal, puis prenant la 
somme des produits : le dénominateur suit la méme loi. Cette 
loi appartient d’ailleurs à toutes les convergentes(C), puisqu'elle 
résulte d’un calcul semblable , aux accens près, pour chacune 
en particulier. Done 


p=ny+m, p'=nyi+m..... (D) 


Il suffit donc de former les deux 1"* convergentes, pour en 
déduire consécutivement toutes les autres, par ex. 


x= 2, 1, 3, 2, 4, donne 2,3,5 25,1: 


fractions tour-à-tour < et >x dont 2°! est la valeur exacte. 
Ce procédé offre un second moyen d’ obtenir cette valeur. 


593. En éliminant y‘ entre les équ. (D), il vient 
pr — p'n Æ — (nm — rm) 


c.-à-d. que la différence des produits en croix des termes de 
deux convergentes consécutives, est constamment la méme er: 


I2.. 
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AR 
r 17 


— 


signes contraires : et comme pour les deux 1“, 


b è # 1 A - 
y = + , cette différence est 1, on en conclut que 


I 
=E (E); 


on prend + quand y' et p sont de rangs pairs, Z, > Tret 


— quand les rangs sont impairs (*). Donc 


1°. Comme tout diviseur de p et p’ devrait aussi diviser 1, 
p et p' sont premiers entre eux; il en est de même de p etn, 
de p'et n'. Les convergentes sont irréductibles ; 

29, Si dans l’équ. (E), on remplace y! par la valeur totale z 
de la fraction continue , prise depuis le terme y‘ jusqu’à la fin, 
z2=9", ji, 3, il est clair qu’au lieu d’avoir une con- 
vergente, on aura la valeur exacte de x, savoir : 


nz+m 
FF Rs AE (G), 


nous appellerons (G) une fraction complète; 


m n : 
3°.Retranchons tr de x, pour obtenir les erreurs d’ et 


(*) Les différences entre les convergentes successives sont 


D SES DR te RATES 
Hd db.0 0 Hi Ve? PS SORT PEL 
la somme de toutes ces équ. se réduit à 
a e D LIPE ISERE Z ad 
T, Fe tyr sake s 


on obtient ainsi le développemenñt de la valeur exacte de x, quand f, est la 


dernière convergente, et une expression aPprochée de x lorsque la fraction 
continue va à l'infini. Dans notre ex., 
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à de chacune de ces convergentes : 
= à | j| EX 
m(nz+m)" n'(n'2+ m’) 
Les signes sont contraires, parce que x est compris entre les 


deux convergentes. ‘Cette 2" différ. est moindre que la 1"°, puis- 
que m<n'etz>>1, zcontenant la nit: entière et positive 


à — (H). 


J': ainsi x est plus près de que de Te : les convergentes (C) 


sont de plus en plus Me de x, alternativement par dé- 
Saut et par excès , d'où résulte leur dénomination ; 


4°. Lorsqu'on limite la fraction continue pour en tirer deux 
convergentes consécutives zE EL les erreurs d’, à ont les va- 


leurs (H); et comme z > 1, si l’on pose z= ı dans la 2°, on 
augmente la fraction, d’où 


d=x SRE (K). 


L'erreur de toute convergente = 7, est moindre que l'unité di- 


visée par de produit de son dénominateur n’ multiplié par la 
somme n° + m’ de ce dénominateur et de celui de la fraction 
preeidonie; Dans lex. cité, on a les fractions =! et 25; celle-ci 
n’est pas fautive de zh, 117 étant =9(9+4). 


Souvent aussi on néglige le terme ena ce qui accroît en- 
core la fraction (K), et on a à < = ; toute convergente est 
approchée de x à moins de 1 divisé Ga le carré de son déno- 
minateur: °$ n’est pas en erreur de ==. 

h k 
594. Soient — PP? » paes fractions croissantes quelconques: 


la différ. entre les extrêmes surpasse celle de chacuneavec lin- 
termédiaire. Supposons en outre que h, k’, Z, l soient tels qu’on 
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ait /h°— l'h = 1 ; on trouve que 


TE 1 kk KR Ik'—kl’ 

PORTEIRO? ER O pr 
Ces numérateurs étant entiers et positifs, sont au moins 1; 
remplaçons-les par 1; il vient ZA < KWK et KT; donc 
k°> let}, en supprimant les facteurs communs. #' est le plus 
grand des trois dénominateurs, De mème, en renversant les 
trois fractions, on voit que k > het Z. Ainsi la fraction inter- 
médiaire est plus compliquée que les deux extrêmes, 


m on ; ‘ 
Or x est entre zp €t y’ pour que la fraction F fùt plus voi- 


sine de x que ces convergentes, il faudrait qu’elle tombåt en- 
tre elles , et par conséquent füt plus composée. Donc chaque 
convergente approche de x plus que toute autre fraction con- 
çue en termes plus simples. © 


o 
rigs 


z m n ; . 
A l’aide de —, —, composons les deux fractions 
7 P 
m’ n te 


h _m+{t—in Fe m tn 
Ko mẹ? T mpn" 


t désigne ici 1,2,3... jusqu’à y’ qui est l’entier contenu dans 
la convergente suivante ; d’où 


m m+n mon m+yn p o 
m ? m pn’? man x MER D y 


Or 


L) sont irréductibles (1°); elles approchent de + plus que 
zoute autre moins composée ; leurs différ. consécutives ayant 
même signe, ces fractions croissent de la 1°* à la dernière, et 
toutes sont < x, si les extrêmes sont de rangs impairs; dans 
le cas contraire, elles descendent vers x; enfin l'erreur à de 


+ f ” 
a y = FT quel que soit l'entier £ : donc les fractions 
(2 


Z 1 À . 
7 est < py » Puisque x est entre les deux 


ps LE A 
ractions 7 et K* 


‘ane d'elles 
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On peut donc insérer entre nos convergentes principales (C), 
J'—1 fractions qui jouissent des mêmes propriétés qu’elles. 
Ces convergentes intermédiaires se partagent en deux séries ; 
les unes, insérées entre les rangs impairs, montent vers x, et 
les autres sont ascendantes vers x : on les forme en ajoutant 


: m n 
terme à terme y’ fois successives, les convergentes moet FI 


Dans notre ex. on a....... TE 2, 1, 3, 2, 4 
convergentes principales. .... 2,8 LR A 
Prenant ? et 3, on en déduit $, $ et +, celle-ci est la 3° con- 
vergente progpals, et on a fait 3 additions, à cause du terme 
3. Partant de ++ et 4, je trouve $$, 5, 31? 215 : les fractions 
de rangs pairs se traitent de même (cette série ne se lifnite pas), 


et ona 


aY 


G), 3 27 ME , 3e, s, t, <zqr= (5) 

GS » (); 58, ETE a, E Dr. 
Observons qu'on peut commencër la série des convergentes 
principales (C) par 2 eti, an plissent toutes les mêmes 


conditions qu’elles. 
Yountions déterminées du premier degré. 


595. Pour réduire en fraction continue la valeur de + dans 
Véqu. 4x — B, il faut, selon ce qu’on a dit n° 592, extraire 
l'entier y contenu dans PE FRR R étant le 


reste de la division de B par À : 


puis a ES ne + : vi etc. 


done = +7 HE =nriT", y" etc. 
Fu. p 


Cette opération donne pour tennes : de la fraction Pintiaue, les 
quotiens successifs du calcul du commun diviseur entre et 
D; cette fraction est toujours finie. LS 
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Parex., pour l’équ. 2645 x=9752; ona 
9752 PPS, à ét 91,255. 
On entire les convergentes principales'et intermédiaires par les 
calculs (E) et (Z), savoir : 


O a D G p G i zh E Bree LT H 
6) (6) Eý Pr Rr p Es 8 ss Da 
la fraction 2ê est plus pre de x que toute autre plus 
simple ; elle 1 l’est à moins de +. 
On trouve dé même pour ze, 1, à 5257» 


G), Fane ; Cas Sto Patet <T, (5), 5 » G E)s + 13 Sr 
on sait doc résoudre cette question : Lu je une frac- 
tion, en trouver d'autres plus simples, et qui en n approchent 
plus que toute fraction moins composée qu'elles. y 

596. Voici quelques applications de cette doctrine. 

I. Ona trouvé x = 3, 1415926... pour le rapport de la cir- 
conférence au diamètre ; la trdetiodiontinue pa iang à la 
partie décimale donne ve 
#=3,7,19;1;202,1;1;1,2,7, 3, 1,14... (Foy. Compl. d'al- 
gèbre de M. Lacroix, p. 288, 6° édit.) : on en tire les conver- 
gentes principales et intermédiaires, dont les rapports d'Ar- 
chimède et d’Adrien Métius font partie : 


3); 3, &, #8, Sedi LS 4. . (5). LT 


B? 49? 

$ Z, = z, 15, © =, [E , 9. (53553). 27 

II. L'année solaire tropique , ou le temps que le soleil em- 
ploie à revenir au même équinoxe, est de 365, 2422181 jours. 
(Foy. mon Astr. pratique, p. 88). En ne donnant que 365 
jours à l’a née civile, l’équinoxe reviendrait à peu près un 
jour plus tard tous les quatre ans, en sorte que pour le ra- 
mener à la même date, il faudrait donner 366 jours à chaque 
4° année, appelée Bises ile ; c'est du moins ainsi que cela était 
ordonné dans le Calendrier Julien, réglé par Jules César, en 
supposant l’année de 3657 |. L'erreur de cette supposition, 
qui fait anticiper à son tour l’année civile sur la solaire, a été 
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en partie corrigée dans le calendrier grégorien , qui supprime 
trois bissextiles séculaires sur quatre, c.-à-d., n’intercale que 
97 jours en {00 ans. Pour apprécier ce système traitons par 
notre théorie la fraction 2 sasssa? qui se développe en 


x=0,45751 LL be 5) EC 5% EU LL 3: e.. 
Prenons, par ex., la fraction £}, c.-à-d. supposons l’année so- 
laire de 365 £- jours : il faudrait pour que l’année civile s'ac- 
cordât avec cette durée, intercaler 8 jours en 33 ans; on ferait 
chaque 4° année de 366 jours, en ne faisant revenir la 8° bis- 
sextile qu’au bout de cinq ans; puis on recommencerait une 
période semblable de 33 ans. Telle était le système des an- 
ciens Perses. 

On remarquera que les fractions } et 32; ne se trouvent pas 
parmi les convergentes soit principales, soit intermédiaires , 
et que l’on aurait pu adapter un mode d’intercalation plus ap- 
proché que celles qu’on suit dans les calendriers Julien et Gré- 
gorien. Mais cet inconvénient est sans importante, réelle (7er. 
mon Uranographie). 

fr Le mois lunaire trs est de 4 5305887; le mois 

olaire de 30/ » 4368515; Je rapport æ :snombres étant con- 
verti en fraction ETS en nie es HR 


PE e ir z, GÐ, 4, 25... .> 3; 
si l'on regarde, ar €X., == Ne comme es de x, ce sera sup- 


dun 


poser que 235 mois Junaires S’écoulent en 228, ou 19 fois 
12 mois solaires; la différence est 7; ainsi en 19ans, il faudrait 
intercaler 7mois lunaïres res de plus, pour quele soleil et la lune se 
retrouvent dans les mêmes positions relatives, Cela posé, qu’on 
forme 19 tables indiquant les phases de la lune à leurs dates, 
et ces tables en annonceront les retours pendant toutes les pé- 
riodes de 19 années, en prenant ces tables dans leur ordre de 
succession. C’est ce que Méthon avait appris aux Grecs, dont 
le calendrier était luni-solaire, et qui avaient nommé cycle 
solaire iode, et nombre d'or le numéro qui désignait 
celui des 19 Aki driers qui s'appliquait à chaque année. 
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597. Nous savons (n° 118) qu’il suffit de connaître une so- 
lution x —=«, y =6, en nombres'entiers de l’équ. ax+by=c, 
pour en conclurê toute autre; les valeurs de x et de y forment 
des équi-différences dont la raison est b pour x, et — å pour 7, 
æ—=a+bt, y=ß— at. La théorie des fractions continues 
donne un moyen très simple "+ trouver les nombres æ et £. 


Résolvons en convergentes + A et soit + Pavant - dernière, 


celle qui précède la proposée : on a vu (D, n° 592,).que 
ap — bp= +1, d'où ap'e — bpc = +6, 


le signe est+ ou —selon que la fraction continue, prise en tota- 
lité, est formée d'un nombre pair ou impair de termes, Com- 
parant avec ax + by—=c, on voit que celle estsatisfaite en 
posant < = p'c, b= —Pe dans le cas où les deux s membres ont 
mème signe, et ø= — p'e, b= pc dansle cas contraire. ” 
Rien n’est donc plus facile que d'obtenir une s0: n en 
nombres entiers de l’équ. ‘ax + by=c: On résout en continue 


la fraction E on forme la convergente iz quien résulte quand 


on néglige le dernier terme ; on retranche ces deux. fractions, et 
on a ap—pb = +1; onmuliiplie par &, eton compare terme 
à terme avec ax + by = c. 

Soit par ex. l’équ. 1057—437—17; 105 
la méthode du commun diviseur donne n, 
MP=a,a3,t54;%=0,2,3,1..! 


1 
DE 


Ejo 


Cette dernière fraction s’obtient en supprimant le terme 4, et à 
l'aide du procédé exposép.37, T. I. De 225, ôtant, on trouve 
105.9 — 43.22 ——1 ( la fraction continue aat 5 termes, 
on doit prendre le signe — ; d’ailleurs les produits des chiffres 


des unités, prouvent que la différ. est négative). On multiplie 
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cette équ. par — 17, et comparant à la proposée, on trouve 
z=—09.17,Y#=22.17, d'où 

d=—153+ 43, y=— 374+ 1051. 

De même pour l’équ. 424x + 1157 = T9; on a 
£21 = 3,1 ,2,5,7; supprimant 7, il vient ©; retranchant ces 
fractions, on trouve 424.16 — 115.59 =— 1 ; multipliant par 
— 539 et comparant à la proposée, il vient x = — 16.539; 

y = 59.539 ; donc x =— 8624 + 1154, y= 31801 — 4241. On 
simplifie ces équ. en observant que 424 est contenu 5 fois dans 
31801; on change £ et £ + 75, et on trouve 
sz =1 4115, y—=1—{#aft. 

L’équ. 19x + qy = 117 donne 4 = 2; 1,2,2; $ = 2,1,2; 
retranchant, 19.3 -- 8.7 = 1 ; multipliant par 117, On a 
x= 35i — 7t, y =— 936 + 194, ou xz =1—7i, Y= 14 + 191. 
On peut s'exercer sur les ex. cités p. 178 dut. I“. 

Le problème de chronologie qui consiste à trouver l’année x 
dont le crele solaire est c, et le nombre d’or, revient à chercher 
l'entier æ qui divisé par 28 et 19, donne pour restes c — get 
n— 1. Le procédé du n° 121 donne pour cette année 

æ= 56 (c —n ) + c -+75 +532. 
C’est tous les 532 ans que les mêmes nombres c et n reviennent 
périodiquement ensemble : cette durée est ce qu’on appelle la 
période dyomisienne ( Voy. VUranographie). 

Et si l’on veut que l’année x ait en outre À pour éndiction, 
c.-à-d. que æ divisé par 15 donne le reste —3, on a la période 
julienne de 5980 ans, imaginée par Scaliger, On trouve 


x =4845 c + 4200 n — 1064 i + 3267 + 79801. 
Équations déterminées du second degré. 


598. Résolvons cif fractions continues les racines de l’équ. 


AX — rr = k, 
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A, «etk sont entiers, Æ est positif; on suppose la racine irra- 
tionnelle et positive : car si x est mégatif, il suffit de changer æ 
en —a pour donner à cette racine lesigne+. Quand le coefficient 
du 2° terme n’est pas un nombre pair, on doit multiplier toute 
l’'équ. par 2. On a 

SELT, .. (1) en faisant t =a" + Ak. e. (2), 
t est supposé positif et non carré. Prenons d’abord yt avec 
le signe +, et désignons par y le plus grand entier contenu 
dans x, d’où 


AA i Vera CR A 
r=r+ 5 = AA RIEA. 
Soit fait BAY —a eo (3); , 


Multiplions haut et bas la valeur de z’ par yt -+ 8, nous au- 
rons x = Lt] Mais il suit des équ. (2) et (3) que 


t— p= A (k — Ay’ + 247), en sorte que À est facteur com- 
mun ; posant 

k— Ay+2ay =B... (4), 
il vient tæp AB, d Kte, = (8): 
Cette valeur de x’ étant de même ae que cellede x, on en 
extrait l’entier J’, et on procède selon la même marche de 


calculqui donne z” = v y ; ona ensuite "= VE à etc. 
Enge 
t= + Ak =f?+AB =y#+BC _ —=d+CD =..... (a) 
am dat, PV, qu “an Mu. (0) 
+ rs as ý =Br 28, =" —y (e) 


599. Omettons tous les raisonnemens, pour ne conserver 
que le matériel du calcul; il faut dans chaque fraction com - 
plète (b) remplacer ÿ4 par l'entier m qui y est contenu, puis 


m+a m+s jaia AA 
FR AE | 


effectuer les divisions .. qui donneront 


Www.rcin.org.pl 


ÉQU. DÉTERM. DU SECOND DEGRÉ. 189 
les quotiens entiers y, r',.7",... et les restes r, r’, r”,... donc 


ma Ay+r, 
g m+8=Br +r, 
= m+y=Cy'+r',etc. 


Or les équ. (c) donnent Ay =«+8, By'=8 + y, etc. Donc, 


en substituant, 
B =m —r 
y=m—r t (d). 


ò= m — r", etc. 
Il faut en outre connaître les diviseurs B, C,... Les équ. (a) 
donnent 
AB= PAR = (4-8) (2—6) + Ak = Ay (a—p)+Ak, 
donc, à cause de (d)... B= k 4 y (r+«— m); 
de même BC = 8 —y + 4B = By (—7) + 4B, 


C= 4A +y (r —r) 
D= B +y" (r"—r'), etc. 


Le tableau suivant offre un algorithme pour les opérations : 


DIVIDENDES. DIVISEURS, QUOTIENS. RESTES. 


k 
A 

B =k +y (r—R) 
C=A +y (r—r) 
D = B +y" (r'r) 
E = C +7" ("—r") 
ete. 


r — R 
r =r 
mr 
r” — 
CES 


Ainsi, après avoir formé R =m — 4, le quotient y et le reste r 


de la division 7 + <, on prendra les différ. r— R, 2m — r, 


2m —r 


etl'on calculera B; la fraction donnera y’ et r'; puis on 
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2m— r" 
donnera 


formera r —r,et 2m —r et C, et la fraction ë 


yet r”, etc. 


Lorsqu’on sera conduit à retrouver l’une des fractions com- 
plètes précédentes, comme on en tire le quotient et le reste 
déjà trouvés , puis la même fraction subséquente, etc.; il est 
clair que la fraction continue est périodique. 

Soit par ex., l’équ. 9x* — 39x + {1 =0 ; on doublera pour 
que le 2° terme ait un coefficient pair : il vient 4= I =, 


k=—82, et r= HAVE, L’entier de 4/45 est m = L6, d’où 


m —a== R = — 33. On ne doit pas supprimer le facteur 3 
qui est commun aux deux termes de la fraction. Prenons le ra- 
dical en +, et nous aurons 
k ——82, R=m—2—33 A 
ma =45, A=18,#% ,7=2,7r =9 diff. 4a 
omr =3, B= 2, , 1,7 = :1 —8 
amr/=1r, C=m10, ir en, r = 1 o 
om" =, D = AFETE a AAi o 
2m—=11 , E = 10 , *, fraction déjà obtenue. 
Donc x =2,1 [1,5]. en renfermant entre deux crochets la 
partie qui revient périodiquement à linfini. 
j x ete qEvVis 
Prenons encore l’équ. 22°—14x+17=0, d’où r= 
A=, a= J, k=, mE 3, et 


k =—17 m—a=R=—4 


pita =10, 4=92,%,7=5,r=0, AG 
amr mG B mS, Ena o r=0, o 
Qu: ma 6, Os; +, E 0 o 
mir" = 6,D=3 a: fraction déjà obtenue 


par conséquent x = 5 [ 2,3]. 


Les équ. (d) font en outre connaître les nombres «,b,y. . . 
qui sont nos dividendes diminués chacun dem; on trouve donc 
aussi les fractions ant + ea successives, ce qui est quelquefois 
utile. 
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5 
Dans le 1“ de nos ex. ces fractions nR? us =2+#, 


600. Quant à la racine qui répond au signe — du radical, 


É Er 


. æ . > 
lorsqw’elle est négative, on l'écrit z =— v es et on traite 


cette fraction comme il a été dit , et si cette racine est positive, 


onar = +5, v étant l’entier contenu, ou le 1° 


terme de la fraction continue ; on en tire 
A _ A(e—Av+VÙ _ VI+ 
a—Av—Vi (a—Av)—t BL ? 


T= 


attendu que À est encore facteur commun haut et bas, ce qu’il 
est aisé de voir, comme précédemment. f/£ a ici le signe +, et 
on retombe sur le cas déjà traité. 


I 
insi ni i F i—i = =z 
Ainsi dans notre 1°" ex -5 1+ Gi 


2 = AVE, or cette fraction est la plus grande racine 


del’équ. 222°°—422" + 18—0, qui donne 4«—21, m =6 


k =—18 m—a=R=—15 , dif. 20 


Mb =) , A=M,%,r=r,r=5, —4 
amer = B= 2,1,# =3,r7—4, 

am—r =it , C= 10 , EX gr , rt, o 
amsn , D= 2, 2,95 E, o 


L 
At e = rr 
2m—r"=n , E = 10, E 


*, fraction déjà trouvée. 
donc la 2° racine est z = 1,1,3 [1,5]. 

Une fois que les deux raciues sont réduites en fractions, on 
peut former les convergentes qui en sont des valeurs approchées 
à des degrés conna: Tout ce qu’on a dit p. 179 s'applique ici. 

+ Vitz., 
? 


6or. Soit pris une fraction complète quelconque z=— “D 
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dont y‘ est l'entier approché; la convergente correspondante 
£= PISE NE D 2 les deux convergentes précédentes ; 
retm 
on sait (p. 180) que x = CPL 
Substituant pour z et x les fractions complètes qui les ex- 


Vita __n(Vt+r)+Pm t 

A E App Pm Réduisons au 
même dénominateur, et égalons séparément entre eux les 
termes irrationnels, 


an An—an —Pm ,z(An— an!) = Pam — APm + nt; 
éliminant 7, il vient, à cause de m'n— mn = +1, 


(An—an)ÿ = + PA+ntt 
où A me) Şi LORS. RUE S). 


Ce calcul revient à éliminer m et m’ entre les trois équ. ci- 


priment, il vient 


dessus, en sorte que l'équ. (f) exprime que la fraction © À 
est une des convergentes vers x : le signe est + ou — selon que 
cette fraction est de rang pair ou impair. 

Il se présente ici deux cas : 

1°, Si z est de rang impair, il faut préférer le signe + ; mais 


alors +; est de rang pair et > z; substituée pour æ dans 


Azx°—2ax—k le résultat doit être positif. Il faut donc que P 
soit un nombre positif, ce qui prouve que tous les dénomina- 
teurs des fractions complètes de rangs impairs sont positifs. 

2°. Quand le rang de z est pair, on doit préférer le signe —: 


.n ; ; 
or si — est compris entre les deux racines de x, Ax°—24x—k 


devient négatif pour cette valeur de x, ce qui exige encore que 
P ait le signe +."Mais quand cette convergente est moindre 
que les deux racines, P a le signe —. Les dénominateurs des 
fractions complètes de rang pair sont donc positifs ou néga- 
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ste 2 gentes derangs iripaire correspondantes 
4 4 


sont é x racines plus petites qu'elles...» ). 
Ces: mesont donc négatifs que dans lés rangs 
irs; eté at-ilique les deux racines de x soient assez 
rapp oc i Vau tre pour tomber ensemble entre les 
deux cí 


tions continues sont èmes. Mais 
de plus en plus se _ on arrive 
de rang pair qui tombe entre les 


essives So alors les ter- 


. des. fractions 


Tai. ~ nt, , J 

; FAO TIERS Ro SE F 
telles qùi n Pott has de dénominateurs négatifs, 
“4 a lieu dès la 1° de toutes ; quand les deux racines de x 
wont pas ur partie entière commune. Les équ (a) Doguaut 
PER =t; D, E, £ sont < t; dog 5: 03.50 
pr € à Neil 2 


T S OET ; s$.. Cv 
& 4% Fi n 9 
il Se peut, que l’on ait t + RE, 


LAZ à vs) re 
Ey == , d’après les équ. (a), ete. ; la 1 dons 
NY f 
EF=(Vt+ 0) (Ve 0), V = 


Vito’. 
par ‘la 2, Ey“ Le, doù E <y t, et notre complète: dr f ce 
qui est impossible. Donc, tant qu'on aura des dénominateurs 
négatifs, les parties «, 8,.. peuvent bien être négatives aussi ; 
mais au-delà , elles auront toutes le signe+, et ‘dès-lors 


at ọ donne E <: +9, ou E<ay/1: les dénomina- 
ne peuvent donc attéindre le double de te ti 


nA 13 


. 
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Et puisque ces constantes +, @,... D, E,... sont toutes 
positives, entières et en nombre infini; qu’elles ne peüvent 
dépasser les limites assignées, on devra tôt ou tard retrouver 
quelque fraction complète déjà obtenue, et par suite, les com- 
plètes subséquentes , avec les mêmes entiers contenus : les ter- 
mes de la fraction continue reviendront dans le même ordre. 
Donc après un certain nombre de termes initiaux, la fraction 
continue sera périodique , ce qu’on a déjà remarqué dans les 
ex. cités. 

Observez que si la période est [a,b,c...g,h], on peut lui 
donner la forme a[b,c...g,h,a], a,bfc.. :g,h,a,b], etè., 
en commençant par tel terme qu'on veut, pourvu qu’on re- 
jette à la fin de la période les termes initiaux retranchés. La 
période se trouve, il est vrai, composée des mêmes termes ; 
mais ces termes observent une disposition différente. 

Suivons les détails de ces calculs sur l'équation. 
59% —319x7+431—0 , qu’on doublera pour que le 2° coefh- 
cient soit un nombre pair. On obtient les résultats successifs 


2 Vie iy VEBI, p VEED y, 


LÀ 21 RIRE V45+5 
10 2 


VEREsE =5+, etc. 


Donc x = 2, 1 , 3 [5, 1]. Pour l’autre racine 


R a a r E vE tBA 1 +, vV 45—25 


118 —10 


5+5 
Ae PN vests 44, VE 


=i +, 
—— ci-dessus ; 


on retrouve l’une des Rae complètes de m4 1" racine, eton a 
= listé (2:55) 
L'équ. 1801 x* — 3991 x + 2211 = 0 , donne 


PEU in CR Vi Dé Let =8+, 


3602 
*V+5" , V+i_ V+5 *V+5 
VEE p ne vas an, 6 
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donc x= 1,9, 8 [1, 1,5]. L'autre racine s'obtient de même ; 
elle est r = 1,9, 2, 2 [55 1,1}. 

603. Supposons que la période cominence au 1°" terme 
x= |a, b, c, d) ce qui revient à x= a,b,c,d, x, d'où l’on 
tire , en transposant 


1 
a—z=—(; 1 =— + ji 
b+ 1 a — g C+ Í 
etip: : ( d+ 
: yi ž = — = 
pE CRS AEN I (+24) 
æ 
1 1 1 
d+- ı EET T y T= 1 
+ $ i tIS : 
a— x 


En substituant continuellement pour — x cette même valeur 
dans ax, on trouve enfin —zxz—=0o,d,c,b,a,d,c... 
=o [d, c, b, a]. Ainsi, lorsque la période de l’une des ra- 
cines commence dèsle 1° terme, l'autre racine est comprise 
entre o et — 1, et sa période est formée des mémes termes 
écrits en ordre rétrograde. 

Réciproquement , si l’une des racines de x est D> 1 , et que 
l'autre soit entre o et— 1, ces racines ont les formes 


t= [a b, c...g, h]; —x—olh,g...c,b,a]. 


; Pune 


I 4 KJ + 
En effet, T=y + savez 1; d’où æ => 


des racines de x est supposée entre o et — 1 ; donc les deux 
valeurs de z’ sont dans les mêmes conditions que celles de x, 
savoir l’une >> 1, l’autre entre o et — 1. I} en faut dire au- 


AEE 
tant de z", x",... dans z =y + z ete. 
2 


Or, s'il se pouvait qu'on eût r =y [a, b... 


> h], le 
E 
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1 terme y étant seul étranger à la période, on aurait 


- x' =o [h, g... b,a], en vertu de ce qu’on a démontré : 
À # Lai LEA Li 
d'où 5 =—( h+ 


g + ete 


L I 
= = =y h—\ - ñ 
a NE o AA EE W 


Pour que cette quantité fût entre o et — ı , ainsi qu’on le sup- 
pose, il faudrait qu’on eût y =h, et la 1"° racine de x serait 
h,a, b...g, en sorte que h ferait partie de la période, 
contre l’hypothèse, r= [h, a; b... g]. On voit que la pé- 
riode de x ne peut commencer au 2° terme de la fraction 
continue. Par la même raison, -on ne peut supposer. .... 
x =y" [a, b... h], d'oùx=7y.y [a, b...],en faisant com- 
mencer la période au 3° terme; et ainsi de suite. 


)#ainsi la 2° valeur de x serait 


7<V 99 


Par ex. l’équ. 102*—14x—5, donne x = :: 2, les 


racines sont x == [1, 1,2, 3], — x = o [3, 2, 1, i]: ira 


=y 2 * 
Pour 5x° — 5x = 3, on trouve r= PS, 
z=f1,1,2,2,9,1,2)],et—x—of2,1,9,1,2,1,1]. 
604. Lorsqu'il arrive que la période commence dès le 
1°" terme , et de plus est symétrique, c.-à-d. qu’elle reste la 
même quand on la lit en sens inverse, les termes'à égale 
distance des extrémes sont égaux, les deux racines ont la 


même période. Alors x et — 5, sont égaux, c.-à-d. que la pro- 


posée ne change pas quand on remplace x par — 35 la forme 
de cette équ. est donc 4x°— Br — A. 
C’est ainsi que 7x*—8x=—7, a pour racines z=—{[1,1,2,1,1] 


LES 
ET 


et —x=0 [1,1 ,2, 1,1], valeurs de £ = — 
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605. Supposons que la proposée soit z°— 24 x= k; fai- 
sant Æ = 1 dans les formules p. 188, il vient x = « + 4/4. Si 
l’entier m contenu dans ÿ/t se trouve être précisément = « , 
l’une des racines est >> 1, et la 2° entre o et — 1; ainsi ces 

racines ont la forme z = [2m, a,b... g,h],—x=0{[h,g...a,2m]. 
Retranchons m de x, et nous aurons pour les deux valeurs 
de yt, 

Vi=mla,b...g,h;am], — ELETA ..b, a,2m] 
Mais on sait que ces deux expressions doivent être égales en 
signes contraires, d'où a = h, b —g..., en sorte que la forme 
de la fraction continue est yt =m [a,b... b,a,2m]. Donc 

1°. La période de 1/1 commence au 2° terme ; 

2°. Le dernier terme de cette période est double de l'initial 
m qui n’en fait pas partie ; 

3°. Au dernier terme près 2m, la période est symétrique , 
c.-à-d. qu’elle est la même quand on la lit en ordre rétrograde. 

On trouve y6: =7 [1 34,3, 1,2;,2,1,3,4, 1,14]. 

V 19—4 [2, 133,1,2,8]. 
Le terme du milieu 2 de 61 se répète, circonstance qui n’ar- 
rive pas à y 19; cela vient de ce que le nombre des termes de 
la période est impair dans un cas, et pair dans l’autre. 

La table I ci-après donne les périodes des racines carrées 
des nombres entiers <79 : on n’y a souvent indiqué que la 
moitié de la période, en marquant le terme poyon de” quand 
il se répète, et de’ quand on ne doit l'écrire qu’une seule fois. 
On'a quelquefois su pprimé l’entier initial m contenu dans y/4. 

Pour trouver par approximation la valeur de TEVE, on 
mettra pour yt, l’une des convergentes qu’on tire de son dé- 
veloppement en fraction continue, telle que la donne notre 

hable I, ou qu’on l’obtient directement , en observant que la 
forne symétrique de cette période permet de n’en calculer que 
la moitié des termes (voy. l'Algorithme, p. 189). 


39 + 4/45 


Ainsi pour l'ex. de la p. 190, & = =g > Comm... 
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V45 =6 [1;2,2,2,1,12], on trouve V45 = 08898 , valeur 
exacte jusqu’à la 10° décimale : d’où x = iH + -5 y45 = 
2,16666. . +0,37267799625... Enfin 

x = 2,539344{6629r, et x = 1 ,793988604 1. 

606. Nous aurons besoin plus tard de connaître dans le dé- 
veloppement de LS t, les fractions complètes dont le dénom. 
tx 
-P 


, et P =a. L’entier contenu dans 


f f t 

numér, est m -} 7, savoir vitr = (m +) +: Te 

1 AET Ta 
VER IR 
cisément celle qui donne ee a initial de la période, et par 
suite ses autres termes : ù l’ on voit qu ’il ne peut y avoir, 
dans le développement De t, d'autre fraction complète dont 
viti 

I 


Sam et celle 


est un, savoir z = 


d’où z' == . Or cette fraction est pré- 


le dénom. soit un, que la 1" z = 


vt na ANATA +, qui produit lë dernier terme 2m de la pé- 


riode à chacun de ses retours. Comme x doitêtre - yt, r= m 
est la plus grande valeur que cette constante puisse prendre ; 
2m est aussi le plus grand terme de la fraction , et ne peut ré- 
sulter que d’un dénominateur P= 1. 

Il est maintenant facile de déduire l’une des racines de la 
proposée de l’autre, qu’on suppose connue. Car soit donné 
æ=p,q,...u(a,b,...f,8,h]; faisons z= [a,b,. fgh]: 
on a en outre — z = 0 [h,g ,f, . --b,a]; en ae pour 
z l’une ou l’autre de ces valeurs dans x —p,gq...u,z, on ob- 
tient les deux racines de z. Mais comme la 2° fraction conti- 
nue est composée d’un terme o, et de parties négatives, on 
l'en délivre en se servant des relations suivantes, qu'il est aisé *# 
de vérifier : 

ET) 


(EU k Ai 
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Ainsi la 2° racine x =p,g,...u,0, —[h,g...b,a] devient 


RE »: 
r etc. 


on chasse ensuite les signes — , en faisant ? = g + F 
dans l'équation (f). 
Soit par ex. x = 1,6[3;2,2]} = 1,6,2, et z = [3,2,2] avec 


A X 
z= = F [22,5] ; On a pour la 2° racine 
AT 


etc. , 


I 
za -0+5 =i+z 1 
è ai 3) - + HS etei 


faisant daus Pas $ =2+ 2: Zet., il vient 


A E ARA 
rS 


La période est ici la même que pour la 1° racine; si l'on 
veut la mettre sous forme rétrograde (v. p. 194), on écrira 
æ=1,3;1t,t,3 (2,2,3]. 

Prenons encore z = 1,7 Ci, 1, 1,3,3,2] = 1, 7,2, en fai- 
sant z = [1,1,1,3,3,2], et par suite — z = 0 [2,3,3,1,1,1 ] : 
on a 


r Trta- y 


bi 1(3,5;2] 


1 I 
Patos RUE FERTILE ; 
T . i 2 +3 etc., 
1 
FREE pe i = 1,4,1,2 [3001,23] 
? 2+5 etc, 


I suit de là que les fractions continues qui sont racines 
d'une méme équ. du 2° degré ont toujours leurs périodes for- 
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209: FRACTIONS a ANDAS, 


ina ; SRE, 


=. 


ex. il faut écrire 1, LPR PEA 1,1,1 èn 
savoir z = 1, 4, ET 1,1,1 [2,3,3,1,1, 1]. 


. 607. Étant donnée une fraction continue périodique, propo- _ 
“sons- w de remonter à Péqu. dont elle est racine. x 


“co nçant dès le a% terme, à 
s les deux rénrergeien: At 


z= [152,2 ng 
Quand ins na € 


| «LE > À 
+: ot D 
Eu 


ou z=p +} +1 ag 


ter CT. le produit des deux 


coef pnts extrêmes; et 
ffet , on'tire aes cette équ. qz ( 


en substituant ygor qz sa vale 


II° Cas. La périodé étant précédée Fes AA ie irréguli 
2=7,Y 9" ..a, b,.:08, h], on représentera la pét iode } 
ce qui donnera l’équ. (r) : puis on aura x =y Dire 2. 


. 


EPL IOTERA 
We 
Va CZAJEWICZA 
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€ i $ 
IFO, bse, 22 A A A h, WR 

` v . A y ’ r 

LE 7 AE 2 É : 


AT 


bog. pére vo SECOND DEGRÉ. i 207 


nm" o gay èx -p 


Cafculnt les deux dorergentes PE, + valeurs terniiiales de 
la partie, „irrégulière rx PAL viendra ; FA RES 


G o 
: À , mz 4 mrt —m rad 
"ora sta d'où 2=— -—— . 
"7 Tir ? CE a thsi Arr tie 


Il sale keia cette valeat de z dans l'équ. (x), et on 
aura l'équ. du. 2° degré en x, dont l’une des racines est la frac- Í 


tion continue donnée. Ainsi toute Padesetantes périodique 
est racine d'une équ. du 2° degré. re | 


Soit #4, 1,3 Lr, S A 1]=1, 1,3, Z; on a abord les 4 
convergentes zet 1, d'où z= +, Res Een Subs- | 
tuant dans 4e ha 5, équ. qu'on a trouvée pour: . 4 
i=in 1,251]; il viént Gox = 20f24153= 0. Et en effet, ! 


US PAR S PN s i 
la plus a r Lea 24 a pour “développement ; 
la fraction continué, osée. we à. ‘racing est, P: ` 

/ + 


Ah i —| 2 ~ p Roa (3 , 7: + 7 E 

AS "to Va? VF 
* Prenons encore l'expression w = 136.132, 2]; et posons 
:=Rh M, d'où gas les convergentes 4 „puis 
5z'— 152z = 7, Ôn a, ailleurs z = 1,6,2, etles. convergentes 


et :, o = ie en GRY tte sac dans 
< | purs . ve , ~ 
Yéqu. préc den sg LA 
5(x—1) + jp) _ A ir FA 


33= 0: dd cette 


montren silon sa CR on Es 
rs pe rl en. renant: + on trouve pour 


l'autre me a= 1,3 15511352, 2 RS NP 
Mei r i - ” ‘ ss, 
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1= TABLE des Périodes de yt. (ayez page 197.) 


12! 31: 
8 169 dr 3’ 


IT" TABLE des R CR restes de xım. (oyez page 202.) 


Pér. 1.4.9.16. $m Périodes 1.4.9.16 25.36. 
— 
7/8 Li dat © pit .26.10 33 21. 11.3.34. 
G:1 7-5". h 

dns. 718.16" (L 3:40, 18.39 21.5.3:0. 10. 
3l2.v 


3.3 18.12.86" $? 
MAAE les 4316.21. PE fo ag vo 
21.19". 31.23,19.13.11 


22" .30. } PR 7" 
15.5. rw 19.7. on LE 28 47.15.38:10 sh B ti 
28.20.1{.10 8". 6.43.29.15.7.52.46. 
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EQU. INDÉTERM. DU SECOND DEGRÉ. 203 
Équations indéterminées du second degré. 
608. Résolvons d’abord ,'en nombres entiers, l'équation... 


-æ pP 
, 


my=2" +a, c.-à-d. rendons entière la quantité 2 


r étant le reste négatif < m de la division de a par m. Si l’on 
fait £ —1,2,3,4..., x’ étant divisé par m, les rèstes présente- 
ront une propriété bien remarquable. 

Si m est pair, soit pris x =m «, d’où 


les restes de, lorsqu'on prend pour x les deux nombres 


: m ++, sont donc les mêmes : ainsi, lorsqu'on passe x =; m, 
jusqu'à x=m, on retrouve les mêmes restes en sens in- 
verse. 

C’est ainsi que, pour le diviseur 14, on trouve les restes 
suivans : 


1.4.9.2.11.8.7.8.11.2.9.4.1. 


Si mest impair, les nombres į (mÆ 1 ) sont entiers; fai- 
santr=;(mti)+a,onaz =;(m#ti) Ha(mti)+e; 
les + se correspondent; divisant par m, on trouve, qu’on 
prenne le signe supérieur ou l'inférieur, que le reste de la di- 
vision est le même que pour :(m*+1) + «+ 4" : ainsi pour les 
deux valeurs de x, les restes de x’ divisés par m sont encore 
égaux ; passé x == (m — 1) on retrouve les mêmes restes en 
ordre rétrograde. Ici le terme moyen se répète. 


On trouve , par exemple, que, pour le diviseur 17, les restes 
successifs sont 


1.4.9.16.8.2, 15 13.13.15.2.8.16.9.4.1. 
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Quand z >n, savoir x = 1m + 2, comme 


A a’ 
E E a 


m 
le reste est le même que si l'on eût prisz=a < m. 


Concluons de là que, 1°. si Pon prend x = 1,2,3..., jus- 
qu’à l'infini, les restes de la division de x? par m se reprodui- 
sent et forment une période symétrique de m lermes. 

La table II donne ces périodes pour les diviseurs les plus 
simples. 


; =r ; í 
On ne peut rendre -un entier, qwaùtant que r est 


un dd termes de cette période; et si « est le rang de ce terme, 
x= æ donne r pour reste de la division de x? par m: on a cette 
infinité de solutions, z—1tm + +, t étant un entier quelconque. 
Chaque fois que r entre dans la période, on a une valeur de «, 
et une équ. semblable donnant un système de solutions. Mais 
il ne sera nécessaire d’avoir égard qu’à la demi-période, puisque 
le retour du reste r se fait aux rangs æ et m—z, également dis- 
tans des extrêmes, et qu’il ne résulte pas de cette dernière va— 
leur de solution nouvelle. 


Par ex., 13y—2x°+ 40 Luis Ÿ ER, ou? entier 
Dans la demi-période du diviseur 13 , le reste 12 ne se trouve 
me au 5* rang; ainsi r=13t+ 5, 

L'équ. ê= y+ 7 est impossible en nombres entiers, parce 


que 7 ne se trouve pas dans la période du diviseur 17. 


Enfin, pour zt— 4— 127, cômme 4 entre aux rangs 2 et 4, 
dans la demi-période du diviseur 12, on a 


x=- Btt dete. 


Observez que quand le diviseur mest un produit pp', t°—r 
west divisible par m qu'autant Lys >: 2 p et par p ; on 


Er w — 


ren. lra donc entiers et 


par des valeurs telles que 


x =tp La, v= tp + «. Il restera ensuite à accorder ces 
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POU INDÉTERM. DU SECOND DEGRÉ. 205 
solutions entreelles, car les valeurs de 1 ets’ doiveñtêtre choisies 
de manière à donner le même nombre x, ai 
(n° 123) 

er il artEa ru e 
5 75 set + ~ = entiers. 
; P P Wp Pr: 

Quand p est lui-même décomposable en deux facteurs , la 
1™ fraction peut être remplacée par deux autres, et ainsi de 
suite. t 

Par exemple, pour résoudre en nombres entiers l'équation 
3157 = 2°— 46, comme 315=9.7.5, je rendrai x? — 46 
divisible par 9, 7 et 5; savoir, en extrayant les entiers, 


si, on posera 


ti V4 x'— 
eee , => = entiers. 


9 A 
Les périodes de ces diviseurs donnent « = Hd 2, de = 1; 
ainsi, il faut rendre ( sans dépendance” mutuelle entre pute zz j 


-= + $ 
"TR zti ; EX. F Tr = ėntiers. _ 
i À 9 7 5 
On frouve enfin que si k désigne l’un quelconque des quatre 
nombres 19, 89, 26 et 44, on à r= 3151 + k, d'où 


+ x= 10, 26, 44, £g, 226, 271.30 = 1,2,6,25, 162, 233... 


Pour résoudre en nombres entiers l'équ. my=ax'+abx +e. 
'multiplions par a, 


(ax + by — (b? = ac) z2 —D 6 
pdg DR PRES © CI] PA 


en faisant ar +b—z, b tel ` 

On cherchera les solutions z= mt +4 qui rendent cette fraction 
un nombre entier : puis on devra. résoudre l'égu. du 1°° degré 
ar + b=mt +a,c-isd, qu'on ne prendra : que les valeurs 
entières de £, qui rendront x entier. Si a et m sont prehiers 
entre eux, z° — D sera multiple de a et de m (puisqu'on a 
multiplié par a); ainsi on divisera le résultat par a, et l’on 
aura y. Quand æ et m ont un facteur commun 6, il doit aussi 
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Vètre de 2bx + c: on cherche d’abord la forme générale des 
valeurs de # qui remplissent cette condition, z =#x +, et 
substituant dans la proposée, 6 disparaît. 

Soit 97 = 3x°— 5x +2; on multipliera par 2, pour que 
le coefficient de x soit pair; d’où a = 6, b——5, c = 4. 
D=1. On rend z* — 1 multiple de 7,en faisant z = JE, 
qui est ici z= 6x — 5 ; on en tire 

z=% +i, et +3 

Léqu. 117 =32°— 5x + 6 est absurde en nombres entiers. 

Pour 15y = 6x* — 2r+ 1, on rend d’abord 2x —1 multiple 
du facteur 3, commun à 15 et 6, savoir, x—3x + 2, d’où 
5y=18 r*+ 22x + 7; extrayant les entiers, il reste à rendre 
3x'° + 2x" + 2 multiple de 5; ontrouve z = 5t = 3x’ +1; 
donc x'—3,x - 1f, puis z = 15 + 11. à 

609. Soit l'équation 

az” + 2byz + ey* =M, 
qu’il s'agit de résoudre en nombres entiers. 

1 Cas. Si b*—ac—o; multipliant le 1° membre par a, 
il devient un carré exact, (az + by) = aM; ainsi aM doit 
aussi être un carré h’, sans quoi le problème serait absurde. T 
reste donc à résoudre en nombres entiers l’équ. az + by —h. 
On prend z et y avec le signe +, attendu que k doit en être 
affecte. hi | 

Pour 42*—20zy + 257° =49, on pose 2z—5y=+7, 
dù r=2#+1,3S 5 7. | 

2° Cas. Si b ~ac <o, la proposée revient à 

(az+by) +Dy'=aM, u+ Dy’ =aM, 
en faisant b— ac = — D, az+ by==u. Ainsi, M doit être 
positif. On fera y =0,1,2..., et l'ôn ne conservera que les 
valeurs qui rendent aM — Dy’ un carré. Ces essais sont en 
nombre limité, puisque D y*<aM. Une fois y etu détermi- 
nés, on ne prendra que ceux de ces nombres qui rendront z 
entier. r 
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ÉQU. INDÉTERM. DU SECOND DEGRÉ. 207 
Pour 3z° — 227 +797" = 27, on trouve 6 r 
Bz—=y +207 =81, u=81— 207; 
ave 3z — y =u; donc ty —oet2, tu—gett, 
Hs=9 el. 


3° Cas. Si b?— ac est un carré positif k’, multipliant en- 
core par a , ef égalant le 1% membre à zéro, pour en obtenir 
les facteurs, on trouve que la proposée revient à 


[az + y(b+k)].[az+r(b—#k)]—=am. 


Soient f et g deux facteurs produisant a M; pos 
à ceux du T°" membre , il viendra ` 


Dirt, fente 


r=: a 


Ainsi après avoir décomposé aM en deux facteurs de toutes les 
manäères possibles, on les prendra tour à tour, l’un pour f, 
lautre pour g, et l’on = conservera que les systèmes fya ren- 
dent entiers d’abord y% puis z. On prend y et z en +, parce 
qu'on peut donner àf et g le signe + ou —. Ainsi, 
27+ gyz -+7 7*=38, étant doublée pour rendre pair le 
coefficient de yz, donne a=4, b=9, c1 4, k=5, aM=304 ; 
les produisans de 304 sont i 
2 X 152=8 Xx 38 = 4 X 76 = 1 X304 = 16 X 19; 
les deux 1°” systèmes conviennent seuls et donnent 
| Ey = 15 et 3, T z—=53letr. 

4t Cas. Si b? — ac est positif non carré, pour comparer ce 
qui nous reste à dire avec ce qu’on a vu , nous écrirons la pro- 
posée sous la forme 42° — 2427 — ky* =P. Les racines de 
l'équ. Ax°— zax = k sont irrationnelles (ou «x + Ak est 
positif non carré); développons-les en fractions continues. 11 
suit de l’équ. (f) (n° 601 ), se la convergente qui précède la 
fraction complète vys est — z> Quand on a cette condition 

An — 2ann — kn° = +P. 

Le signe de P dépendant du rang pair ou impair de cette con- 
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vergente. En comparant cette équ. à “la proposée; ou reconnait 
quest Rapide 2 ai membres est ie même yon pe solution 
T A rF ar TEE } tube, Ar TUE 
Done, popsrouver y et z, dév eloppez les racines Zen fac- 
He? 


tions Luis : si parties convergentes vi Fe ON IN pus P 


il s’en troùv Mont lé dénominateur soit PR NE | Fr P 
de la proposée, on limitera la continue à l'entier donné par la 
complète précédente f puis on cherchera la convergente corres- 


— ; et l’on “ins, FN rois il faut que cette 


w m RAR. s 


convergente soit de rang ; pair quand le 2° membre P est positif, 


_ impair quand P estnégatif, si le développement est celui de la 
plus grande racine; et que le contraire ait lieu pour Ja plus 
i petite racine. Chaque complète qui viént en rang utile donne 


une solution, en sorte que si elle fait partie de la période , on 


~a uné infinité de valeurs pour z ety. eTii PRE Le 


Soit, par ex., 2z i 43 V5; ona “nue jo) que 
22" — 14x + 170 a pour moindre racine r—1%1 ,1(8,2); et 
que la 2° complète a 5 pouridénominateut ; donc la conver- 
gente ! + vient en rang impair, „et donne cette solution unique 
z= 1,97 = 1, parce que la période n'entre pour rien. 

Si le 2° membre , au lieu de 5, était + 3, il n’y aurait pas 
de solution entière, parce que les complètes, dont 3 est le dé- 
nominateur, étant toutes de rangs pairs dans la grande ra- 
cine x, et impairs dans la petite , ne sont pas en rangs utiles. 

Mais si le 2° membre est 3 t'éveloppant la gondé racine 
x= $ (2,3), on l'arrêtera aux rangs 1, 3,5,7..., parce que 
les complètes suivantes ont 3 pour “Harris à de là les 
convergentes Žž, 28, 299.. , qui i donnent autant de solu- 
tions. La ae racine æ —1,1,1(3,2), arrêtée aux,ter- 
mes 2°,4°,6°..., donne de ble n W, EEA donde 
+ y=1,7,55..., on prendra +z=5,38,299... ou 2,u1,86.. À 

Enfin, quand le deuxième membre est 2, on trouve de même 
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+y=0,2,16, 126,992, avec Ez = },11 ,87,685,5393... 
ou 1,3,25,197,1501... , , ; 

Comme les convergentes sont toujours irréductibles, on 
n’obtient ainsi que les solutions qui sont premières entre elles : 
supposons que la proposée en admette qui aient un facteur 
commun 8,2= z’ „y = by" : on aurait alors 

6 (az® + abz'y + ey“) = P. 
P est done multiple de # ; soit P’ le quotient , il reste à tirer 
z'et y’ d’une équ. semblable à la proposée, le 2° membre 
étant P’; donc, autant P aura de facteurs carrés ô, au- 
tres que 1, autant on aura de valeurs de # et d’équ. à trai- 
ter, dont le 2° membre est seul différent, P’ = P : &, 

Soit, par ex., l’équ. 2° + 227 — 5° —9, qui n’admet pas 
de solutions premières entre elles; comme g est = 3°, résol- 
vons 2% 22y — 5y" = 1 ; l’équ. x* + 2x = 5 donne 

a *1/6 +2 6+2 *v6 +2 

SAA mb PES HITS EE TA = „etc; 

£=] (2,4), et les convergentes ?, : » $6, 48... Les termes de 


ces fractions sont les valeurs de z’ et y’; multipliant haut et 
bas par 3, on trouve enfin 
Ez=3 ,9, 87, 861... +y—0o, 6, 60, 594... 
La deuxième racine de z ne donne aucune solution nouvelle. 
Les dénominateurs des complètes sont < 2 4/4 (page 193). 

Quand le 2° membre P dépasse cette limite, on ne peut espérer 
que P se trouve parmi ces dénominateurs, et notre procédé ne 
fait plus connaître les solutions; mais f désignant un facteur de 
P,P=fP"',n un entier quelconque, posons y =nz+fy ; 

2 > 
d’où (EE 2 +27 z(b+en) +y” =P. 
Qu'on rende entier ce 1° coefficient, par une valeur conve- : 
nable de n (p. 203); chaque fois que 4? — ac entrera dans la 
demi-période du diviseur f, on aura des valeurs de + n, et 


autant d’équ. à résoudre, telles que 4z2°-++2 By z+ Cy'° = P’, 
ARTE 14 
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où C et P sont les mêmes (ainsi que 3°— 4C). Ainsi on peut 
réduire P à être P'< 2 4/1, et même jusqu’à P°'= #1, 
Ainsi l’équ, 66#°— 18yz + 7*=34, en prenant f= 17,con- 
66— 18n + n° 
17- 


duit à rendre = entier; d’où n = 2 et 16, 
puis 

J = +27 0u + 167, 22 + 14/2 + 17 =. 
L'une de ces transformées a été résolue (p. 208) ; l’autre n’en 
diffère que par le signe de y” ; on en tire donc 


+z=1, 11,87, #325... .avecty= 2, 56, 446,.. 40,322..., 
ou avec Ey=16,142,1120,...14,128... 


Nous supprimerons la démonstration qui établit que ce pro- 
cédé fait obtenir toutes les solutions entières. 


Gio. Ces calculs s'appliquent à l’équ. 2°—17°=2#1 ; mais 
ils deviennent alors très faciles. On développe yten fraction 
continue z = yt =u (u',u"....u",u',au), et l'on ne s'arrête 
qu’aux complètes dont le dénominateur est 1, en rang impair 
pour + 1, et pair pour — 1. Or, il est prouvé (n° 606) que les 
seules complètes dont 1 est dénominateur (excepté la 1°° 4/9), 
sont celles qui donnent le dernier entier 2u de la période, les- 
quelles ont la forme vitx, Les convergentes >, qui ré- 
pondent à tous les retours du terme x’ qui précède 2u, si elles 
sont en rangs utiles, donnent done +z=n, +y =n’, ces 
signes étant indépendans l’un de l’autre. Quand la période a 
un nombre pair de termes, chaque période donne une solu- 
tion, dans le cas de + t, et il n’y en a aucune dans celui de 
— 1. Lorsque la période a ses termes en quotité impaire , les 
retours aux périodes 1",3°,5°.:. conviennent lorsque le 
2° membre est — 1 ; s’il est +, on prend les 2°,4,6°... 

Pour l’équ. 2—147"= #1, on a (p.202) 14=3(1,2, 1,6); 

"le terme 1 , qui précède 6 , ne vient jamais qu'aux rangs pairs; 
ainsi , la proposée est absurde en nombres entiers, dans le cas 
de — 1. Dans celui de + 1, on prend les convergentes :,2%, 
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49 345 


hio LBS... et l'on a, les signes étant d’ailleurs quelconques, 
Æz=1,18,440..., "290,4 VAO. : 


Soit 8 — 13u° = 1 : comme y 13 =3 (1, 1,1,1,6), 
les convergentes correspondantes au retour du terme 1 qui pré- 
cède 6, sont $, 18,843 282... : d'où z=1,649...,7—0,180.. 
pour} i; et z—18,23382...y —5,64{85... pour —r. 

Soit 2° — 37° = 1T; comme y3 = 1(1,2), toutes les conver- 
gentes !,2,2,25,22,252..., donnent des solutions; il n’y en a 
aucune , quand le 2° membre est — 1. 


L'équ. z — 57° =+ 1 a ses solutions dans les fractions al- 


38 361 482 2889 
ternes :,2,55,%7 72 3059 Taga" 


Étant donné un nombre impair N= 2m + 1 ; qu’il soit par- 
tagé en m et m + 1, ses deux moitiés inégales et entières, et 
qu’on décompose chaque partie en deux autres; on pourra 
toujours choisir ces parties telles que leurs produits respectifs 
soient égaux , savoir : 


ty r=m, y +y =mMm+r, xx =r. 

En effet , éliminant x’ et y’, il vient y°—2=—(m+1)7y—mx. 
On résout cette équ., comme on l’a dit, en posant 

- x=: (z+ m), y=į(t+m-+ 1), 
d'où è — 2 =(m+i1) —m = am p ia lN. 
Ainsi, pour trouver tetz, on décomposera-N en deux parties 
telles que ce nombre soit la différence de leurs carrés, Soient 
« et 8, deux facteurs impairs produisant N, N —4£, il 
viendra (t+z) (t — z2) = «aß, t+ z= &«, ¿— z= £; d'où 


iA a ea eR 


, Comme « et 8 sont impairs, = (« + £8) sont entiers, et il est aisé 
de voir que l’un de ces deux nombres est pair et l’autre im- 
pair: mais pour que x soit entier, il faut que mz soit pair ou 
impair avec À (æ — £), condition qui rend y entier. 

Ainsi pour N = 105 =2.52 + 1,en décomposant 105 en 


14 
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35X3, onat=19, 2=16, m=52, r=3$, y=36, à—18, 
r'=17: et en effet, 34X 18—36*X17—612. 

Observez qu’en prenant = 1 pour l’un des facteursde N, 
et «=œ2m+1 pour l’autre, on trouve t= m +4 1 ,z=m, 
x'=—y'= 0 : les quatre parties de XV se réduisent donc à deux ; 
alors il suit de ce qu’on vient de dire que tout nombre im- 
pair 2m+1, est la différence des deux carrés (m + 1}—m", 
ainsi qu’on le fait (n° 134, 2°). Cette décomposition en deux 
carrés peut se faire de plusieurs manières en prenant pour 
facteurs æ et B produisant 2m+1, des nombres tels que 
= («— Ê) soit pair ou impair avec m : maïs si le nombre 
2m + 1 est premier, il n’y a qu'une seule manière de faire La 
décomposition. 


611. L'équation 
az +2byz + cy + di+ey+f=0o, 


la plus générale du 2° degré, se ramène à la précédente , en la 
dégageant des termes de 1"° dimension. Soit fait 


z=kľ +a, r= +6; 
d’où 2ax+2bB+d=o, 28c+2ab+e—=o..,(i), 


_ cd— be g= ztd X 
KA E it 


en posant *—ac = D. Tous nos coefliciens sont supposés en- 
tiers. Or, il est clair que cette transformation n’est utile qu’au- 
tant que z' et y’ sont entiers, en même temps que z et y, Faisons 


Arp TA I ; 
donc les indéterminées k = l = zp “avoir, 


z + cd — be y + ae —bd 
z = DUT NF — 2D - (2). 
Les valeurs cherchées de y‘ et z’ répondront à des entiers pour 
zet y : mais la réciproque n’a pas lieu, et l’on devra rejeter 
les solutions entières de z’ et y’, qui ne rendent pas z et y en- 
tiers. On aura ainsi toutes les valeurs demandées , en ne con- 
servant pour z’ et y” que les solutions trouvées, qui ont la 


` 
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forme convenable (n° 597). Maintenant, multiplions les équ. (1) 
respectivement par z et 8, puis ajoutons; nous ayons 
d e — 2bed d’ 
— (awr abab + ce) = EEE - URE ALT 


Nous désignerons le numérateur par X : la transformée est 
az* + 2b y +cy*+4D'f+ND=0... (3); 
équ. qu’on sait résoudre. 

Lorsque b*— ac ==0, ce calcul ne peut plus se faire; mais 
multipliant par a , les trois premiers termes forment le carré 
de az + by; posant ce binome = z’, le reste du calcul est 
facile. * 


Soit : o RAN 
les équ. (2) deviennent z= = a x D ee LE. ; mais y etz 


ne sont entiers qu'autant que 4o, facteur commun des cons- 
tantes, l’est aussi de z'et y’, qu’on peut changeren 4oz' et 4oy’, 
ainsi ce facteur £o s’en va, et l’on pose 

2=2 +2, JEF i, 9-27 +37 =n. 


Cette équ. a été traitée (p. 207) et a donné +z'=0 et 2, 
+ y'=3 et 1; donc on a 


z=4,0,2 et 2, avec Y—0,—2,2 et —4. 
Des Équ. indéterminées de degré supérieur. 


G12. Pour résoudre en nombres entiers l’équ. 


my=a4 bx 4 cr’ +... +kz, 
observons que si z=«, on a aussi # —«+ mt, t étant un 
nombre entier quelconque, puisqu’en substituant, le 2° mem- 
bre prend la forme a + ba + ce’. ..+ m1", qui est visible- 
ment divisible par m, Lorsque « >> m, si l’on prend pour £, 
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. a N 
Ventier contenu dans n° la valeur + =u + mt se trouve com- 


prise entre +! m et — + m. Donc s’il existe des solutions en- 
tières de la proposée, il y en a toujours une infinité, et l'une au 


moins des valeurs de x est < : ns. dans chaque sysième 
T= 4 + mt. 


Lorsqu'on divise par m ceux des coefficiens a, b, c.,.. qui 
sont > m, on extrait les parties entières, et on simplifie le 
` problème. Du reste il suffit, pour résoudre l’équ., d'essayer pour 
x tour à tour, tous les entiers < +m, ce qui donnera les nom- 
bres simples «, et par suite toutes les valeurs de x = « + mt. 

Ainsi pour l’équ. 7,7 = 17 + 9x— 3x° + 5x°, on pase 


= 22 3 
pate +R EEE, ; SE es à 


et 4, tant en + qu’en —, on reconnaîtra que x= 2 et #1 
conviennent seuls ; ce seront les valeurs de « dans x —=a+71, 
qui comprend toutes les solutions, et permet d’en conclure les 
valeurs correspondantes de y. 


L'équ. la plus générale à deux inconnues x et y, dont l’une 
n’est qu’au 1° degré, est 


gta brp ir... j= ap br + cer... 
-. 
pour obtenir toutes les solutions entières, posons 
d pbr p i... =m, a+ brp cer... =m, 


d'où m'y = m. Éliminons x, puis m, entre ces trois équ. ; il 
viendra d’abord une équ. de Ja forme 


À + Bm+ Cm + Dm” + Emm + Fm”... =0, 
puis A + Bm y + Cm + DMPP +...  =0: 


et comme tout est ici divisiblé par m, le 1°" terme Æ doit 
aussi l'être, sans quoi la proposée n’admettrait aucune solu- 
tion entière, On cherchera donc tous les diviseurs de À, tels 
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que æ,8,y. .. Ce seront les seules valeurs que m’ puisse avoir : 
en faisant successivement 


a=a b'e p iz... , E=d+bx+..., y=a +... etc. 


on prendra les racines entières de x; celles de ces racines qui 
rendront m multiple de m’ pourront seules résoudre la ques- 


PE à 
tiôn; mais il faudra en outre que le quotient m TY soit en- 
tier , afin d’avoir la valeur correspondante de y. 


Observez que le long calcul de l'élimination dont on a parlé 
ne servant qu’à faire connaître le nombre 4, on l’abrége beau- 
coup, en prenant m’ et m nuls, c.-à-d., en cherchant le com- 
mun diviseur entre les polynomes œ +b'x+..,eta+bx+etc.; 
seulement il faut avoir l’attention de ne pas supprimer les fac- 
teurs numériques qui pourraient affecter tous les termes de 
l’un des restes, ainsi qu’on est en droit de le faire dans le cal- 
cul ordinaire. Cette opération donne < pour reste final, car 
s’il existait un commun diviseur numérique, on le supprime- 
rait dans l’équ. proposée. 

Par ex. soit y(x? — 3)— x’ + 1, la recherche du commun 
diviseur entre x°— 3 et x°+1, conduit au reste final 10, dont 
les diviseurs sont 1, 2, 5 et 10, en + et en — : prenons ces 
huit valeurs successivement pour m’ dans les équ. z°—3=—m', 
zx'+i=m, et nous verrons qu'on ne peut admettre que 


m ==2, d'où r=1, M—2, y—=—1 
m= +5, t= 2 Mm=6, r=+a; 
telles sont les deux seules solutions du problème. 


Nous ne traiterons pas les équ. où les deux inconnues en- 
trent à des degrés supérieurs, parce qu’on n’a aucune méthode 
générale pour les résoudre ; on n’y parvient dans chaque cas 
particulier, que par des procédés spéciaux. Voy. les Recher- 
ches arithm. de Gauss , les Mémoires de Berlin, ete. 
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Résolution des Équations numériques. 


E13. Soit fx = o une équ. qui ait été préparée de manière á 
n'avoir aucunes racines commensurables, ou égales, ou com- 
. prises plusieurs ensemble entre deux nombres entiers successifs 
(n° 542); admettons qu’on connaisse pour chaque racine irra- 
tionnelle lentier æ qui est immédiatement moindre (n° 541), 
et procédons à l’approximation ultérieure. 


D’après la règle donnée (n° 592), soit fait x = a + fe =0 


deviendra fix =o. Or, par supposition, il y a une des valeurs 
de x’ qui est > 5, etil n’y en a qu’une; cette racine répond à 
la valeur de x dont « est la partie entière, et dont nous vou- 
lons approcher. Raisonnons de même pour fiz’ = 0, et soit £ 
l’entier approché de x’; on est assuré qu’il n’y a qu’une valeur 
de x’ qui soit positive et >1; on posera donc x = 8 + =, 
x" ayant une racine > 1, et une seule; de là une transformée 
fax" = o dont z" est l’inconnue. On voit donc que la racine x 
sera développée en fraction continue x —#,8,7,...; qu’on 
en tirera des convergentes de plus en plus approchées par excès 
et par défaut, alternativement ; que l’erreur résultante de cha- 
cune aura une limite connue, etc... 


Quant au calcul de f,,f,,...,ilest très facile ; car soit 
fr=kri+ pri Æ qx... -4u = 0; si l’on pose x = «+1, 
la transformée est (n° 504) | 

fed tf agt fa... 4 ki = o0: 


a r re 
mais ià t = FE donc, en multipliant tout par z“, 


faxi H fa ri Ei fax, +kZ=o. 
Ja, f'a, f'a.... sont les valeurs de fx et de ses dérivées, 
lorsqu'on y fait x = a. Ainsi, après avoir calculé ces coeffi- 
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ciens (voy. p. 46 (*)), il suffira de lies substituer dans cette équ. 
Soit proposée l’équ. z? — 2x —5= 0, dont une seule ra- 
cine est réelle et comprise entre 2 et 3 (n° 560); appliquons 
notre méthode. En faisant x == 2, dans z°— 2x—5,3z— 2, 
3x et 1, on trouve — 1,10, 6 et #, pour coefliciens de l’équ. 
en x’. Mais x’ est entre 10 et 11, et l’on trouve de même pour 
les coefliciens de l’équ. en z“, 61,—94, —20,—1; donc on ob- - 
tient ces résultats, où l’on s’est dispensé d’écrire les puissances 
de x ,x',x", qui sont assez indiquées par les rangs des termes : 


fe = x H orè — 9x — = o entier 2, 
== tt OP OF 1—=0 ..:.. 10, 
fs 6: — 94 — 2 — 1 —0 .…. $ 
h=- 54 — 25 + 89 + 61 = 0 ... 1, 
LT 71 — 193 — 187 — 54$—=0..... 2, 
Js = — 352 + 1793 + 303 + J1 = 0 ...…. Ky 
Je 195 — 407 — 883 — 352 = 0 ..... 3; 
etc 
Donc z==2, 10}:1, 1,2, L, 3... = 58 —32;09455. .. 


valeur qui a 5 décimales exactes, puisqu "elle n’est pas en erreur 
de (z 7 $)". 
L'équ. x? — x’ — 27 + 1 = 0 a ses trois racines réelles, et 


comprises entre 1 et 2,0 et 1, —1 et 2: Approchons d’abord : 
de la 1°°. 


tirs xs — 23— 9x + 1 = o entier 1, 

Ja eeiam 1 — 1 + Dhs, JL T TTE ” 
Sa Sades 1— 3— 4— ı=0 4 
fs... — 1+ 20 + Ga PEES À ts 20; 

Ja ss... 181 — 391 — 4o— 1=0 2, 

À LEE 568 + 695 + 181 = à 3, 

LR. doté 2059 — 1216 — 1205 — = 0 je 

etc, 


(*) Voici le calcul prescrit p. 46 pour déduire f, de f, dans Vex. suivant : 
fit = —1 +10 + 6H 1 = o entier 10 


1 o + 6 + 6: 
Facteur Bi = 1.— 10 — 94 


d’où... ue 1 — 20 — 94 + Gi 
fois aN +6: — 94 — 20 — : 
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x=1,1,4,20,2,8,1,6,10,5,2 = saggoss — 1,8019377358. 
La rácine comprise entre o et 1 se trouve de même; et 
comme dès la 2° opération on retombe sur la transformée (2), 
on doit retrouver les équ. 3, 4, 5...; d’où 
z—0,2,4,20,2,3,1,6,10,5,2— FRE = 0,4450418679. 
Enfin, pour la racine négative, il faut changer x en — x; et 
comme on a alors l’équ. (1), on pose de suite 


—2=1,4,20,2,3,1,6,10,5,2— P5H = 1,2460706037. 
Nous rencontrons ici une particularité propre à l'exemple 


proposé, en sorte que les trois racines se trouvant formées des 
mêmes termes, on est dispensé du caleul des deux dernières. 


Pour fx = 222 —14xr + 17 =Q entier 5 
oaf =... 3 +6 +,.2—= 00... 02 
fi = +2 —6 — 3—=0 ... 3 
fre —3 +6 + 2=0 ..... 2 


On retrouve f,; donc æ=5 [2,3] comme p. 190. 
614. Exposons maintenant les moyens d’abréger ces divers 
calculs. 
La fraction continue ayant été poussée jusqu’à l'entier y, 
Emo ~ 
T= «,ß, Y.. .”, soient tr les deux dernières conver- 
gentes; il suit de l’équ. (G, n° 593), ainsi qu'on a vu p.201, 


que si z représente la valeur du reste de la fraction continue, 
on a 


U ”. LA 
m'x —"m m 1 
nan ~ w ‘n(nz—n)’ 
en commençant la division , et à cause de m'n — mn = + 1. 


k «ke n n 
Soit d'la différence entre x et la convergente yo ou = pT, 


on a nx — n= nd; d'où 

+ 
m I 
7 DS 
n Òn’ 


z = — 


Ici æ désigne, il est vrai, la racine dont on veut approcher, et 
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z est une valeur qui en dépénd; mais chacune des autres ra 
cines x’, x"... donne une équ. semblable; ainsi, z’, z”... 
étant les valeurs de z correspondantes, on a 


Ajoutons ces (2=— 1) équations, et faisons pour abréger...... 


I 1 : 
appt: .; NOUS avons 


PENSE ES 


La transformée en z étant représentée par 42/+Bz2-14..,=0, 


L2 


la somme des racines est z-z -+ z"... —— : ; retranchant 
l’équ. précédente, 7 
, 


= B 
s= GDS Fi (a) 


mais > ne tarde pas à approcher assez de x pour que d'soit fort 


petit; d, A". qui sont les différences des autres racines z’, z”... 
à notre convergente, sont à peu près égales aux différences de 
ces racines à +’; et plus ces différences sont grandes, plus à est 
petit; n’ croît d’ailleurs de plus en plus : ainsi, le dernier terme 
de notre équ. est alors négligeable ; d’où 


s m' B 
2 TG — ge (b) 


` 
pe 


. 
h 


Non -seulement cette équ. donne l'entier +, contenu dans z, 
mais même en résolvant en continue, par la méthode du com- 
mun diviseur, on peut prendre plusieurs termes successifs, 
comme composant la valeur de z et continuant celle de x; 
2=r,6,r...; d'où z=e,8,...r,x,e,7 .. En arrêtant la frac- 


tion z à l’un de ses termes z, soient ri Z les deux dernières 
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convergentes, on a (équ. G, p. 180) 


et substituant dans la transformée en z, on passe de suite à 
celle qui répond au terme +, en supposant qu’en effet ce terme 
r 

convienne à la valeur de x. Puisque z = — 22m 

nn 
d’avoir deux limites rapprochées, entre lesquelles x soit com- 
pris, et de substituer ces limites dans cette fraction, pour avoir 
celles de z : ces dernières résolues en continues, leurs termes 
communs le seront aussi à z, et continueront x. 


1 suffira 


Pour la 1"* racine du dernier ex., partons de la transformée fs; 
les convergentes sont? = 1 , 1, 4; + = 1, 1, 4,20; d’où l’on 
tire z= 7 + HE c= la c= 2, 3, 1,6.. .; on remarque que 
les quatre 1°“ termes continuent la valeur de x, laquelle ar- 
quiert de suite 8 termes. On en tire les convergentes © et ; 

se 29: et par suite la transformée f, en substi- 
2qu + 4 


tuant dans f} et ainsi de suite. 


Quand la racine x est commensurable , la fraction continue 
se termine; sans cela elle va à l'infini. Si la proposée admet 
quelque facteur rationnel du 2° degré, on obtient une période, 
et le retour des mêmes termes annonce cette circonstance. 
Ainsi l'équ. x? — 22° — 92° + 22x — 22 = 0, lorsqu'on veut 
poursuivre la racine qui est entre 3 et 4, donne 


h=- o+ n+ 2 + 10 + L= 0 entier 3, 
Jui = 58 — 314 — 315 — 98 — 10 = 0 . ... 6, 
A = —(459$ + 12322 + 6561 + 1078 + 58 = 0 ...., 3, etc; 


Cette dernière équ. conduit à z = $ + Hai = 245 =3,6.. 
Le retour des chiffres (3,6) fait présumer une période : en sup- 
posant qu’elle existe, on trouve que æ—11 doit être diviseur 
de la proposée (n° 607); on essaie cette division, qui donne le 
quotient exact r? — 2x + 2. 
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La résolution de l'équ. 2'= 4, ou l'extraction des racines, 
rentre dans cette méthode. Ainsi z* — 17 donne 
x= 2,1,1,3, 138 = 74%, 
et formant la valeur de z, on arrive à z= 1, 3, 2...; d’où 
LR = 2,5712818. 


615. L'équation 10° = 29 se traite de la même manière. 
On trouve d’abord que x entre 1 et 2; savoir, 


æ=1 +, FPE agiro x 107 = 29} 10= (2,9)7”. On 


. . Ea 
voit ensuite que x’ est entre 2 et 3; 


1 
#=s+ 3 7 10—=(2,9)".(2,9)x , ER)" = 2, 9; et 


ainsi de suite. Donc 
z=1,2,6,6,1,2,1,2... = = 1,4623980. 


Cette valeur >> x est approchée à moins de (43)°, avec six 
chiffres décimaux exacts. 


10° = 23 donne z= 1,231,3,4, 17,2 = Hi = 1,3617278. 


Ainsi, on sait résoudre, par appróximation, léqu. 107 = b, et 
comme on peut prendre au lieu de 10, toute autre base, on 
sait calculer le logarithme d'un nombre dans tout système. 


VI. MÉTHODE DES COEFFICIENS INDÉTERMINÉS. 


Décomposition des Fractions rationnelles. 
616. F'et ọ étant des fonctions de x identiques, c.-à-d. qui 


n’ont qu’une simple dissemblance provenue de la manière dont 
elles sont exprimées algébriquement, l’équ. F=@ n'a pas be- 
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soin pour se vérifier qu’on attribue à x des valeurs PART PAR 
et doit subsister, quel que soit le nombre qu’on juge à propos 
de mettre pour x. Supposons que, par des artifices d'analyse, 
on parvienne à ordonner F et ọ par PRE à z, sous la même 
forme 
at bec Lan 4 à Be bn: ; 

puisqu'il n’y avait entre F et @ qu'ane différence apparente due 
aux formes sous lesquelles ces fonctions étaient exprimées, 
cette différence de formes n’existant plus, on'doit précisément 
trouver dans un menbre tont ce qui ext dans l'autre; done, 


: a= À, b=B, c=C. 


Et en effet, puisque l’équ. doit subsister pour toute valeur 
de x, si l’on prend r= o, on a a= 4. Ces deux constantes 
n’ont pas été rendues égales par cette supposition ; elles l'étaient 
sans cela , et l'hypothèse n’a été ici qu’un moyen de mettre 
cette vérité en évidence. Dès lors, quel que soit x, on a encore 
bx+Hex +... = B£ + Cx°...; divisant par x, 


b+ex +ete. = B + Cr...; 
5 
le même raisonnement prouve que à = B, puis c = C. .. 


Ainsi, étant donnée une fonction F, après s'être assuré di- 
rectement qu’elle est susceptible d’étreexprimée sous une forme 
désignée ¢, contenant des coeffciens constans 4,B,C..., il est 
aisé de trouver ces nombres, 1°. On écrira l'identité F—#, 
F étant la fonction proposée, et ọ sa valeur mise sous une autre 
forme reconnue convenable, et contenant les coefficiens indé- 
terminés À,B,C...; 2°. par des calculs appropriés, on ordon- 
nera les deux membres Fet @ selon les puissances de x; 3°. on 
égalera entre eux les termes affectés des mémes puissances de x; 
4°. enfin, on éliminera entre ces équ. pour en tirer les valeurs 
des constantes inconnues 4,B,C... 

Appliquons ce principe à divers exemples. 

617. N étant le numérateur d’une fraction rationnelle, D le 
dénominateur, proposons-nous de la décomposer en d’autres 
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dont elie soit la somme. Par la division, on peut toujours abais- 
ser le degré du polynôme N, par rapport à x , au-dessous de 
D; c'es dans cet état que nous prenons la fraction. Soit... .. 
D= PX Q,P et Q étant des polynomes premiers entre eux, 
des degés p et g, posons 


NAT Bat RL | Aa Bart. RL 


DT TQ h P 
Pour réduire au même dénonfinateur D=PX Q, multiplions 
Ax... par P, et A'x'+... par Q; ces produits seront 


de dhi P +qg—1,c-àd. fheront un polynome complet 
d’un degré moindre de 1 que D; et comme N est au plus de ce 
même degré, en comparant chaque terme de IV à ceux des pro- 
duits ci-dessus, on en tirera p + g équ. entre les coefliciens 
inconnus 4, 4’ ,B ,B'.., dont le nombre est visiblement p+9, 
puisque nos NPA ont getp termes; ces inconnues ne 
seront qu'au 1“ degré, et le calcul conduira bientôt à les trou- 
ver. Il est donc prouvé que la décomposition indiquée est lé- 
gitime , et le caleul donne actuellement les valeurs de toutes 
les parties composantes. 

Etsi P et Q sont eux-mêmes décomposables en d’autres fac- 
teurs premiers entre eux » sanschercher à déterminer 4,4',B.. 
on remplacera chaque fraction par d'autres formées selon le 
même principe;*e.-à-d. que, pour décomposer la fraction ra- 
tionnėlle proposée, il faut trouver les facteurs premiers entre 
eux de son dénominateur, et égaler cette fraction à une suite 
d'autres qui aient ces facteurs pour dénominateurs , et dont les 
numérateurs soient des polynomes respectivement d'un degré 
moindre d'une unité. 

On égalera donc D à zéro pour le résoudre en ses facteurs 
simples; et il se présentera deux cas, selon que D n'aura que 
des facteurs inégaux, ou en aura d’égaux. Examinons ces deux 
cas séparément. 7 

1 cs. Si PEER Re — b) (#— c) .., on posera 

s € Pi- 


Dr tr + T—c 
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et il s’agira de déterminer 4, B, C... par le procédé qu’on 
vient d’exposer. 


Par exemple, soit D = (x — a) (æ—b);ona 


Ke E B 
(@—a) C= x—a xz—b 
d’où kz += A(x — b) + B(x — a) 
=(4 + B)z— 4b — Ba. 
Ainsi k=A+B, —l= Ab + Ba; 
r ___ ka+l kb +1 
tp do TTA b—a? z b—a 
Pour Dei ed » j'égale le dénominateur à zéro pouren 
1’ — x — 2 4 j 


obtenir les facteurs binomes; x°— z= 2 donne r= 2 et —1; 
ce sont les valeurs de beta. On a k = — 4, l= 2; ainsi 


 — m 


De même don ee me bed : 
i ax’ 24(a+x) ` 2a(a— zx) 
$ a A 1 B C 
Soit encore Ep ane a Art mps EATA. 


on trouve 1 = Aa’ + ax(B + C) -+ x (C— A — B); 
donc 1= Aa, B+C=o, C— A — B =o. 
Éliminant, on a 4; B,C, puis 
P ARS "x I 
z(a — ax) wx 2a(a+r) + 2@°(a — x) 
Lorsque D a des facteurs binomes imaginaires, la même mé- 
thode peuts’appliquer, mais on préfére souventne décomposer D 


wen facteurs trinomes réels, tels que pu x +4, et la pro- 
q ; q i q P 
z+B. 


Fans 


posée, qu’en fractions de la forme ——— . C'est ainsi que 
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ur s 
j —r -+1 4z +5 ni Ut 
(x 5 æ+ wH xtr 
on trouve C=é, ,„B=4=- i 
+ x _ Ar#B C 
De mème PPT +> 
donne —A=B—=C—=;. 
2° cas. Chaque facteur de D, de la forme (x — a)', donne 
ADIT' HE Bi... 
(z — a)" 
celle-ci est elle-même décomposable, on pose de siita, au lieu 
de cette fraction, la somme équivalente 


A B £ L 


(x — a)i LE a)" + (x — ajj- es a 


; mais comme 


lieu à une composante telle que 


Et en effet, il est visible qu’en réduisant au même dénomina- 
teur, le numérateur a la même forme que ci-devant, et un égal 
nombre de constantes inconnues. 


z'+rx a À B C D E 


rae r tp pi Gp ta 
2 L $ I 3 
donne : i=in + ——- — 


x (t+ z+i Fa T—1 
On trouvera de même 


I x I I 2 x 
stæ Frp zx (x+y z+i1 t rpi’ 
Si les facteurs égaux du dénominateur étaient imaginaires, 
quoique le même procédé puisse être appliqué, il sera préfé- 
rable de les réunir en facteurs réels du 2° degré, sous la forme 
(2° + px +q); le numérateur est alors Ax°i-'+ Bri-24 
ou plutôt on prend les fractions composantes 


Ax+B 2 Czx + D Rage Kxz + L 
+ pr +9)" (+ pr + gt + pr + 
TAI. 15 
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Par exemple , on fera 
(£ + 1)2" (2° +2) (2 +1) 
A DirG p 
Ti A THE, Fr4+G  Hr EI 


— —_— 


Tax rtg t42 mpy e nt 
Le calcul donnera & 


#6 t 
A=Z, B=—C—=;, ec CAT 


618. L'usage fréquent qu'on fait dé Ja position des 
fractions rationnelles, rend très utile la e suivante, 
qui abrège les calculs. ~- 

1% cas. Facteurs inégaux. Soit: D Hei DS, $ dt un 
produit de facteurs tous différeus de x — a. La srivée est 

D'=S + (z —a) S; oni pose (") s 

E E oaa Nal À ka 
D za Si ; d’où NiS AS + Pie aj PT 

1 s’agit de din la constante 4, sans connaitre le po- 
lynome P. Si Pon fait x = a, et qu'on désigne par n$ et d ce 
que deviennes Ao S et D, par cette hypothèse (nous Go 


1*) Si le facteur a la forme Di, au lieu dex—a, la ue compo- 
sante est 


A CUS æ y 
— = «+ — = — , A=A na 
PT4+-9 P 249 © x44 ri OST s 
P P DEI a (2 
on fera donc z= — Í A Ji mais pour avoir lẹ numérateur A de la frar- 
tion, on devra multiplier le résultat GH le Que P de x. Ainsi pou. 
j 6+23x 4 r 
2x6 a i 
il faut ARE x=+ let— $ dans SE Dr ; mais on muli 
PE ag : 5 D! —1—12r? 


pliera les résultats par —2 et +3: d’où A—5, B == — 4. 


WMWW.rcin:org.pl 


> 


% 


FRACTIONS RATIONNELLES. 227 
usage, dans ce qui suit, gh cette notation’) ,‘nous'avons d == $ 


et n = As;partant, A = P z Donc remplacez le dénomi- 


nateur D de la fraction p sa dérivée D' ; puis chan- 
gez x en a, wous aurez le nümëéřatur À de la fraction compo- 
sante dont x ia faléidénomipateur. On dev ra de même faire 


B 
æ=b, c. „dans y A gy pour avoir les numérateurs de pages 


n a (æ—6) (x — c); 


z—c 

— 5r — 57 +6 A PAS 5x —5r+6 
PNR 2. z P DO 4x — 6x ar F a2’ 
or, VO Dipi ji (z 1) (x —2)z; faites donc Et, 
— 1,2 6 et vous aürez DT RER PRE résultats la 


propoiée retient dig — z Ž : pire LS > 


Boit lé fraction Fer on a =: or (p. 146), 
hu ady (G—1) —z+i) (z+ i). 


pes les deux 1°" facteurs, on fait z= +1, et l’on a +;; le 
fattenr suivant donné x — La V — 3); d'où l’on tire 
e 1ÈE:/—3 


EVE erev- EE + 


les deux fractions ss sont faciles à trouver; réduites 


en une seule, on aga . Enfin, le 4° facteur de D in- 


z— 
x 8 Ti 
dique sufit de changer z en —z dans ce dernier résultat. 
Donc, i 

LE. E Sale 1 4 z— 2 z+2 

zô — = TUE T a 2 NT 
. 2° CAS. Facteurs égaux. Soit D = ( x — a) ; si l'on change 


12. 
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x en a + h dans N Åt D, ces polynomes deviennent (n° 504) 
N=n phh inh Fnk et Dh. 
En divisant, et mettant x — 4 pour h, on trouve 
e EY 1 + 
Dreg ee + ee + ği 
Ainsi Za proposée se décompose en Krecion ne is humé- 
rateurs sont ce que deviennent N , N’ A. M: Rae 


x =a. f 
3z” — Jx +6 f 
(æ—1} 


A 7 
; commie le numérateur a pour 
aa ” r 
dérivées 6&— 7 et 6, en faisant r= 1% on obtient 2, —1 et 3 
pour numérateurs des fractions composantes ; savoir, Là 
dant 6 24, "à TES 
(x > E e “e2 re Dg 
r s 
Mais si le dénominateur contient d’autres facteurs âyec # 

(x — a), et qu’on ait D = (x — a). S,S étant connu et non 
divisible par x — a, onpose > 


N F P 
Da) t 5 E 


Par exemple, 


È 
d’où N = P(x — a) + FS. 
Changeons x en a +y dans cette équ. dentique, et dévelop- 
pons (n° 504); L , 
n+ny+iny....= PPI HP) 
HEES I + ISI A EII EGT e) 
cn conservant la notation employée ci-dessus pour n,d,s et f. 


Comparant des deux parts les r-wfliciens des mèmes puissances 
de.y (n° 616), nous avons 


a=fs, n=fs+f, n" = f'shaf's Hf". Ala) 
nD =s fO + Is f LIT 15 fnn HO. 


1 désigne ici un entier quelconque < i. Ainsi, ces équ. don- 


L 
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nent f, f',; f':.., et par conséquent le développement de la 
première partie. i 


Fi ef f SU 
es eo tea t a 


précisément comme si la fraction proposée n’eùt eu que (x — a)’ 
au dénominateur. On tire de cette équ. 


F=f $ fh (=a) +: f'.(&æ— a) +... (3), 
Fest donc connu; et l'on a dans l'équ. (1) 


Cette identité exige que (x—a)* soit facteur de N— FS; il faut 


effectuer da division pour obtenir le quotient P; la 2° partie de 


te 


notre fraction roposée est connue , et il faut la décomposer à 


son tour. 
p Grue 3 ges à 
CT + ER = 5x 132$ + 142 — 5x +3 


(æ— 1) (x + 1)x 4 
faites z= 1 dans S=2"+x—2, S'—2r+1—3,S"—>2, 
Ne 5e 132% AA 20 RES ANSE 01 


Done, k =2f, 4 =2f"+3f, 10=2/"4+6f"+2f; 
puis f=2, f'—- 1, f "3, F=2-(€-1)+3(x- 1 = 32-724 6. 
Le produits FS, ‘retranché de W, donne 
Wyo i A — gri + 152 — 11 + 3, 
quÿ divisé par (x — 1)*, donne P = 2x — 3. 


Il reste à décomposer, par le premier procédé A 


P, _ 2x3 d’où P _s2—3 
ST Er EAEAN 
faisan Aa aS ‘to, il vient 5 et — 3; puis 
N 2 I 3 5 3 
-H = 


D (z=) (x 1) Ti rpi r 


Observez que, dans cet ex., il eût été plus court de détermi- 
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ner d’abord les deux dérnières actus ; en faisant s ; 
et o dans N et D’; d’où À 

N F $: 8 3 # 

D aiy arp r g" aY, x 
T ransposant ces deux dernières fractions et réduisant, on trouve 
aisément la première 18 4 Lu d aan 
dans ce g on a vu ci-dévant, et est très facile.à décoinpetét. 
a — CNE Feu : N 


N 
De même, A == - comme 


Ds HI — de je FO, 
D=(x +) (z—2) e—5, pie” x=2et 3'daus N et D'; 


“on aura les fractions 


G= G~) e— nn A qui ren pi 


x E mn FE + sr la 2 


proposée , on a EF y? qu'il s'agit de décomposer Mais ôn 
trouve f== — 1, f = 1; done ce cotée en muRifiant ces 


parties, 

a I + I ” pe. à 
A D Un EC Eee —, 
T—2 x—3 (2+1) ag" + 

-UAN Y 


Sur la convergence des Séries. 

619. On ne peut Le la somme des n migrs ‘termes 
d’une série pour valeur approchée de sa totali ité, qu nt 
que tette série est convergente, c.-à-d., que cette. Le 2 
proche de plus en plus d'une limite, à mesure qu’on prend z 
plus grand : cette limite est la somme de toute Ja série. 5+ 

Il est aisé de reconnaître si les termes vont en décroissant, 
quand on a le terme général, expression analytique du terme 
du rang n : mais les termes peuvent décroître, sans pour cela 
que la série soit convergente. C’est ainsi que 1+:+:;+;.: 


. : . 2e "I a 
est une série divergente; quoique le terme général z montre 
” aik 3 


| La 
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. que des termes hi sans cesse. n effet prenons n termes 


à partir d du n°, PAL 


=. 
+. Marre 


> 


3 FUME 
Ghsculet ><, et la Somime ax, ou À : 


Lg même onu A san termes ui suivent case, est aussi 
en 


>53 ete que là s Free totale surpasse +X oo : il 
n'y à pas dde linite: a 

1”. Quandz 1, la progression géométrique a+ax+ax".. 
esttonvergente, car outre que ses termes décroissent, Tes sommes’ 
prises à partir du terme di rang n sont 


é etre (= ° ye 


a p atg pl 2 +), etc. 


On voit que, x étant < 1, à mesure que z augmente, ces 

sommes sont de plus en plus petites, et tendent vers zéro. ` 
2°. Si l’on connait le terme général u, d’une série. ....... 

u, + u, + u,. S . On changera n en n+ 1, et on aura le terme 


de rangn $ 1, etle quotient Fit: sera le facteur quì mul- 


tipliant un terme produira le suivant. Or si tous les termes 
sont positifs et st, pour de grandes valeurs de x, F tend vers 
une limite L, lasérie est convergente ou divergente, selon que 
cette limite F est < ou >> 1. 

En effet, supposons d’abord L < 1, et prenons un nombre | 
deliliues l'intermédiaire à Z et 1, en sorte que L<I ST. 
Puisque F converge vers L à mesuré que n s’accroît, il s’ensuit 
qu’à partir d’un rang n suffisamment grand , le facteur F ap- 
prochera autant qu’on voudra de L, et deviendra par consé- 
quent < l; d'où 


+ <i, ue les Uaa tests Unys sise. 


à fortiori Uny Llin, Us, lus, Ung us... 
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Ces termes cansei tant moindres que ceux, dela prôgres- 
sion géométrique &,(/+ 7/42. ..), qui esttonÿergente, il s'en- 
suit que la série P lest aussi. ds 

On prouve de même esi L> ix ares ee...” 
sont plus grands que ceux d’une p e bi 
la raison Z étant >1,on arrive à des. 
veut, ce qui montre que la série est di 


* Ainsi pour +a”, Hnajde, la pre 1° pė pr 
relation 4, P- $s que ER As ; plus z croît, ét E F 


TEA : ” 
approche de la limite Ž z que ce facteur atteint pour n = © : 


donc la formule du binome est convergente ou divergente se— 
lon que r < ou >a. ` 

Au reste les deux transformations suivantes sont propres à 
augmenter la convergence de cette série 


x+a—= = RTA à N k 
pes. 7 k z+a 
it =) "= EC EET po 


(+a =ar] 1+m )te is S 


= sa"): +m T Jea GE + T 


Voy. p. 16 pour la loi des coefficiens. 


Prenons la série 1 + — + + AT + + etc. 


le terme général ETS donne F = , qui a zéro pour li- 


£ 
n +1 
mite quand n= © ; cette série est done convergente,. 


+ 3°. Observez que quand une série renferme des termes né- 
gatifs, si en changeant les — en +, on trouve qu’il y a con~ 
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"vergente, cette propriété Me aussi pour la proposée, scar les 
termes négatifs devant être ranchés des positifs, ne font que’ 
* diminuer la somme totale , et | par copséqueñt à ag 


x menter la AS LÉ K Po 3 
« x y 
Pour z — , ST — SE a a rendant tous 
l ; termes piah ona pnie terme général ` Apia: 
T- ý za KL grt eS m 
Un - ; gr —r m, F 
LT EE nu) RTC ENS PRES 


cothihe w n= ĉo donne ko] Fe série’ est convergent : : d'ail 
lewis posant Fr; 1, on trouve z? <4 + an; si Von prend 
y 41>2, oin >: iy, on voit qu á partir du rang $x les: termes 
vont en décroissant. 
fe. Toute série dont les E des signes Vénus + 
eh èst convergentie; quand ce cês termes déeroisses t sans bor- 
nes vers la limite zéro. Car soit a— b. HE a+ 7; comme ” 
„chaque | terme négatif peut être retranché du positif qui le pré- 
“cède, onma què des binomes positifs, etla somme prend e 
sigve +: ‘d’un autre côté on peut écrire a—(b—e) —(d—e)... 
it surpasser toutes les parties soustractives. Or on påit 
un terme assez éloigné dans La série poùr qu'il 
’on voudra ; donc à fortiori l&somme totale 
Vinfini est dális le même cas. 


> la série FERRER 


est ee te, 


Voy. le Cours d'analjse de M. Cauchy, p. 123, + 


Sériés récurrentes. 


“620. Toute fraction rationnelle, ordonnée selon les puis- 
sances. croissantes de-x, dont le numéräteur X est d’un degré 
moins élevé'que le dénominateur D, peut se développer en une 
série infinie 44 Bz + Ca + Dz’. . .; cela résulte de la divi- 
sion actuelle de N par D, puisque le quotient ne peut jamais 
donner de puissance négative ni fractionnaire de x. Cette divi- 
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sion pourrait faire tonnaître les coefficiens 4, B; C...; mais 

on préfère le calcul poian qqui met en n évidence yori de la 

série, On'poge + £ À 
td i ee *, 


N ži Ro ki 
a RT AS 


On réduit au même Séeirinhèur; puis comparant les ii 4t, 
où ærporte des sponge égaux , l’équ. se partage ‘en d’autres, 
qui servent à déterminet 4 ; Bge: (ne 616) ; le. db! de, 
teur à 4 -pour-téfime constant, ce qui n'ôte rien à la généfalité, - 
parce qu'on peut dieg N et D mie ce 1" Re PE ‘4 
air g> = 


Spa M 
LA a=1+ Har ist pe Ù ed Er 
Me - +Ba Li - +4, o? 


D'où taza, B4 Ai=o, "CH Bat. 4 + Va t ; Se 
La 1" FH éd. donne yi la 2 B, la æ c | Enfin M N 
étant deux coefligiens successifs de notre Saik, on. a N+Me— T 
d'où N = — Ma :donc-un terme quelconque est lè produ 
précédent par — ax, c.-à-d. que la sévie es 
par quotient, dont la raison est — ax. On forme tous Jes ! ternies 
de proche en proche, à partir du 1%, 4=a, qu'on der 4 en 
faisant x — ọ dans la fraction proposée. 

arr 2h ax Lex "5x. : + (— ar). ME À 

i$ ; y 

Le terme général T, ou le terme qui en a n avant lui, et le 
terme sommatoire È, ou la somme des n 1°™ tempes qu 44), 
sont : 


s i á Car)’ 
pau >» 2=a RE 2 


Réäproddément, si l’on donne la série et la loi qui la gou- 
verne, on en tire bientôt la fraction génératrice; car le 1° terme æ 
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est le ntimérateur „et le 4 p ni teûr.est n — la raison de ta 
ro reššibn. o Va 4, ; 
2 Ke? T 


Par êf, ET nv ii n divisat RAR, te 6)* 


— 


don ié, d rl 
X RS ; on trouve sa 


ppn o i j 
He RG a. d '& 


ee 


E si l'on dineo so Bu sa i Kétroveta faction gé- 


a hial le facteur 2x.» 


—— x = ST OE 
aA TE T Tene bp on à 
ona y a+br= Až B + qe + 

Er PA s. ia" 
re, r 


Me; bitis Si e S M Tai 
onnent successivemeñt 4, B,C.. Ai Op 
e - de Véqu. supposé; eny faisant x = =: pm » 
M, NIP , trois E iore indétermigés LH du 
Entfil suit d ail qu'on 2 P- +Ml=o; 
— MB : donc, un Fais quelconque de la'série 
récédens multipliés , l'un par — ax x l'autre. 
a, On observe que ces facteurs, retranc hs db} 1, don- 
énominateur de la fra ction proposée. Pour la dévelop- 
perilfaut d’abord trouver les deux 1°"* termes A+Baz, soit 
` parla division, Boit à Paide des équ. 4 = a, B — b — aa; puis 
® aide des facteurs —ax et —8r*, on compose les termessui- 
vas, roche en proche. ni 
p` Réciproquement, sila série êt sa loi sont données, on remonte 
à La fraction génératrice, qui est la somme e total de cette série 
jusqu'à l'infini, par ùn calcul simple; 1 moins les deux fac- 
teurs, forme le trinome dénomimateur 1 -+ ex 4- 8x7. Quant 
au numérateur a+ bx, on àa a= A, b= B + Aa. 
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— L 2 


Par ex. es miie en divisnt Taut 


e] 

et bas- par £ +2; les facteurs sont donc = ix, et + ! ei d'ail-" 
leurs, on trouve —#1 ir. pa les deux :°™ termes; de là cette 
série — Br da + Ex ce N e 4 oqueñient, si 
la série est oier €. aa si Pöh iers termes 
et les f facteurs — Pa, eux L es, dénnent P 
de suite le PE SUR de Hi PE a ératrice ; où a enfin 
a= >i, b le; d où résulte le * Pa 

he » l 38 Wi he # 


En : raisonnant de‘ mème pou pour qp on trouve 
p ni de las à donneñt | 


équ. d'où Yon tif É 199 Re Be C. Les termes suivans 
s'en déduisent, com ci-dessus, et quatre coefliciens succes- 4 
sifs sont liés par cette équ. Q= — Pa — Ne — My, en 
sorte qu'un terme quelconque se tire des trois pré en 
les multipliant par — a£, — 82", — - 72°. Et ré 


uement, = 


On. On nomme Récurrénte toute série dont Aie terme” 
est déduit de ceux qui le précèdent, en les Er à 
quantités invariables : ces facteurs s’appellen t lle de 
relation. C’est ainsi que les sinus et cosinus d’ar PRET A 
(n° 361, 572), les sommes des puissances des râcines des équ.. 
(n° 583), forment des séries récurrentes. Nous dirons duré 
que toute fraction rationnelle dont le dénominteur- st 
1 ax + 82°... + exi, se développe en une série récur— . 
rente, dont l'échelle de relation est formée des x facteurs 
— ax, — bæ’, ...— ex; on cherche d’abord les z 1°" termes, 
soit par la division, soit par les coefficiens indéterminés; les 
termes suivans s'en déduisent ensuite de proche en proche, 
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Le UE x / A. à 
ur ex p a CL R. 
Fu. 7 
x a a PRE at, 


EM PF Dati 


Onttrouve es qua e premiers lermes; et comme en 
divisant la + — 2} ON t pour les 
. quatre facteurs ix ,? 23 « tte éch Île dé Frs 
“sert à prolonger la krie tant qu’on veut. l 
+ Ilest inutile d'ailleurs de er que 
série vont en décroissant, on oche d? h 
leur totale, qu'on prëñd en roi dt de termes; mais 
qu’il n’en est pas ain quand là série est divergemte, et qu’il 
faut la préndre dans sa totalité pour qu ’elle représente la frac- 
tion dont elle est le développement. (Fer. n°* 99 et t 619. ) 


6. Cherchons le terme général T des séries récurrentes. 
La fraction proposée F'étant développée, ona ` 
_a+br-per’... n 
F REX TA RES SARPER +D. P a 
on connaît les ¿ premiers coefficiens À, y Let lié de 
série. Pour décomposer F e en fractions de re degré ; õn cher- 
chèra les facteurs du dénoinitiateut ; à cet effet changeons x 


en Z, et égalons à zéro, le garons irétbudre ea dont 
nous supposons d’abord que jes racines k, k t, -gônt ii 


gales, savoir ‘ E 


Pay- By.. em aat, (—K) ee 


Ces agies sont d’ailleurs réelles ou imaginaires, LS 
ou irrationnélles , positives, négatives ou zéro. Remettons ici 


s 
+ — pour et nous aurons ‘ - 
PL æ 4 g 
EALA, Hem (1 — kx) (1 —k x) (1—k"x).... 
h TARK K' KS 
Tonoa e a TE 1er 0) 
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s 
Nous avons rp . 226 le moyen de détermi erdes coiis- : 
tantes K, K’, print pa > Wa sont Conïues , ainsi 
cque kjk, R". oa FE y a g 
e £ : 
‘Or chacune à ces fractions se développe en‘une progression 
géométrique ; la série de s cie cb a térme de 
ce ù prog bssions : M m den Pega de - 


leurs tétme nie . 
Lu i Å 


EyKK Y AM yar: CM + 


Donc pour tr ounan Ay {terme général T dela série récurrente 
proposée ,„ et ‘décomposer. cette série è gégmétri- 


quaf ponte soit la sômme il faut red le dénomi- 

+ > ngileus de la fraction Ay changer x dé: “ail dês ragines 

ck” Er cette fus y F3 aji ue se- 

rh (ensignes contraires) j facteurs, uze ans Lu. 108 
iso 


de fractions composantes (2) , et les ra go 
seront. ka, Keys “ee: les, coe fi sk, K'IFE. ary Jde 
P ces fractions, at décris le te terme eg Fiy sera con— 


pu 6) ke pr, pre 
Dans notreex, du 2° deg m a, on dgé Piar le dé- 
nom., ete., et ona +1, , d'où y= t, et= 1; donc 
E a ge” ds TR. STANIN Er 


ET SE + VE Tafa’ 
$ deux progressions composäntes sont done 7. Pr 
r47 piat... .(jæ)", et — 2 (ide, x. #8»). 
En Pip les termes de même rang, on retrouve la série 
—1 Hire . dont le terme + est T—((:)"- (DS 


tP 


De même’la fraction = donne l’ equ ? ' À 


— kx EN 37° 
kr +3=07= 3, et = ı } et on retrouve eh fractions 
3 1 ; 
composantes - =x 5 rer D et les progressions z 


- 
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a + 3x + 3x.. + Steer ifa +rep. ians 
le terme es est T= ege sm. i 


4 e 
2+ x Ha # : 
r 2 + # devient *, 
d 2 22 + i x 
r w ai $ } CPAS de 
E -hirtti + 2 kw RNE pe” | > 
Dar — mr L LR CU ar: > 1 


Les termes généraux des progressions font “2x ,à(— x)" et 
— (1x)" : done la série Hrt’ 32°. : . dont l'échelle de 
„dation est ETS BE EN a pour termé riea 
eu Bert Seo it: 
ê le te e z de la, récurrente est la 
sommatoires des on coniposantes, 


e cette qu p I ». 
Quand Te qu. y! dy!" L k: f es, 
id. un facteur Be A ill i (2), 


outre les fractio A ve f cter 
tres fractions de mt ( paih p- 225) E I. | 

p“ gt L a ) 
em Lpr tasr FH. acra "À" M 
Ja à formulé dû se gatai + < T 


Lure 1 js és r npe, - er re.) 


N, +), 


RP vas ss 

pour Avoir le terme général T de la somme de toutes ue frac- 

tio , il faut faire successivement Z= 1 ,2,3,... et ajouter; 
ce q donne 

T=. LHLa) E EL NN JE. CE 


Les fractions n’engendrent plus de progressions géométriques 
(la 1"° exceptée). 
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Däñs ex du 4° degré p."237, les fractions comptes 
sont 


è A 


+ 


I - 
GRETA M TE 
doà ge sets" i Et 4 x k 
De mime $Á heL Na EE R EN 
er i HSE +) nn) =); 
la série est Date. FE a TE aA DAA 
Enfin prenons ee À A 4 


aspi à FE dt ed à à RARE 
qu F+ WT La uns 


G+ar 1 ste écompé 
ART | 3 A - 
Pa 1 42x FENTE 


E Les Re 
Pour la 1°*, le terme géh st (— 2x)" : : pour a io 
on fera l=3,2, et 1 ME avec L 1w 
pectivement. Ainsi ona > A, NS 


HR HORS Ge), — aq Mc er. kè Gay 
réunissant ces quatre résultats, on Me > 
2 n° 
néral de la série proposée T=x ((—2y RAS =) 


623 On peut obtenir les facteurs constants K, K’, K”... | 
sans recourir à la décomposition en fractions; et même les nu- 
mérateurs de celles-ci peuvent être obtenus par le calcul direct 
de ces facteurs. Puisqu’on connaît les termes initiaux 

A + Bx + Cz’... de la série (1), ainsi que les racines 
k,K,K",..., on fera successivement n = 0, 1, 2,3... dans 


Www.rcin.org.pl' 


; SÉRIES. RÉCURRENTES. 241 
l'expression (3) de D, qui devra reproduire ces termes consé- 
cutifs, savoir, 

=K4K'4K"..., B=KA4KE..., CSKP HK'k"”.. 

En posant un PS i de ces équ., on en tirera les valeurs 
des à constantes X,K',K"... quine sont qu’au 1°" degré. 
Reprénons l'éque du 2° degré p. 236, où l’on a trouvé k=}, 
k =i et par suite T= [KG D+ K'(— 1) ] e". Yäisôns 
n= p & — 1; comme les deux 1‘°* termes de la série sont 
—1+#$z, or aui équ. K+K'= EAS gia K'= = 5, d’où 
K—1 A =? a ime ci-devant. On en tire même les frac- 


2 
n 
dose cor posantes -= = x = THF 


Lex. du 3° degré p: 2309, où ki „k '=— 1 ,k"= £}, donne 
T=[K4+ K 1) +K"G Jr. Faisant n=0,1et2, et com- 
parant aux termes DA de la série 1 x +2x,..,ona 
les équ. 

K+K 4k'= PONE K'+iK'=1, K4K'+iK' 0, 
d’où Pon tire K=2,K'=; , K"=—4, et là thême valeur de 7’ 
que précédemment, i KUA 

Quand le dénom. de F a des facteurs égaux ( i—rr), outre 
les termes Kk", K!K"... correspondans aux facteurs inégaux, 


ilen existe d'âtres F4 la forme est conprise dans l’équ. (5), 
où /—1,2,3... il est évident que ces derniers termes se trou- 


vent réunis sous l'expression 

LS x 

(a +bn+c n+d'n.. + frire, 
d b. ee des nombres inconnus, qu'on pourra obte- 
nir en sant le mode de calcul précédent: et formant autant 
d’équ. qu’on a d’indéterminées. r 


6(2— 2x =z) ES 
Par ex. EE T ce dE HSE A- se 


donne l’équ, y 37*+ y —i=0=(y —2) (7 —:). La 
SIT. 


16 
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fraction provenue du facteur y — 2, PEE , donnant le 
1—27 


terme X.2"x". Celles qui répondent à (y — :}* donnent 
(a+ b'n) (:x)"; ainsi 
T= {2°K + Ga + t'n) }z*. Or bras 525 donnent 
3=K+0, 6—aK+ia +0, SIR LU, 
donc X=2, d = t; 0 =3, et TZA amp EEN 


” même dans Pex. du 4° degré p. 240 ona k=—2,r=}, 
1=3, puis T'=2"{(—2)"K + (i) (€ -+ b'n- c'n’) Y; faisant 
n= 0,1,2,3, on a les équ. 

3=K +d, 1=—92K +id+ 4e » 4 29 er, 
d’où l’on tire K=1; d =2, b' =$, € —3et la même va- 
leur de T'que précédemment. 

Voyez n° 619, ce qui a été dit sur la convergence des 
séries, théorie applicable à toutes les parties du sujet traité 
dans ce chapitre. 


Séries exponentielles et Se Me 


624. i. ie * fonction transcendante que nous allons déve- 
lopper en série, est l’exponentielle a7. Faisons a=1+7,la 
formule du binome donne 


G+7 Dr Ar et DA + EE Se MUR À 


Ordonnons par rapport à x. Le seul terme sans x est 1. Il n’y a 
pour x que des exposans entiers et positifs ; ainsi, 
a= 1h kx + A2 + Ba... + Par + Qa"... (1) 


Pour obtenir le terme kx, consultons notre terme général : 
il est visible que, pour y prendre le terme du produit où x n’est 
qu’au 1% degré, il ne faut conserver que les 2°* termes des fac- 
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—1.—2...—(n—1) 
EE m n 


m, 

Il 
H 
[à 
3 


z x£ 
teurs binomes, ou 


prenant + si n est impair, La réunion de tous ces produits 
est k£, savoir 


kaymi Hip gt 2... (a) 


y estæ— 1; ainsi k est connu. IL s’agit de trouver 4,B,C... 
Ces constantes restent toujours les mêmes quand on change x 
en z; d’où 
a= + kz 4 Az Ba Cat... + Ozone 
Retranchons (1), et faisons z =x + à, 
at — a = a7. d — a7 = a* (a — 1) 
a? (ait) = (z— 2) k + A (2 +2) + B (2H 2x Ha)... 
+ Q (27 za... + a)n] 
Comme a — 1 = ki + Ai..., d’après l'equ. 1), les deux 
membres sont divisibles par i=z— x; donc 
a (kpin =k- p A (zx) + Bt + 27 par)... 
Cela posé, faisons l'arbitraire = 0, ou z = z, et remplaçons 
a? par sa valeur (1); nous trouvons ` 
(1 kr + Ant + Ba... Pons. )k = [k4 247 #3Bz%... nQ]; 
d’où 24=k, 3B=kA, 4C=kB,... kP=nQ... 
L’équ. kP = nQ prouve qu'un coefficient quelconque Q es 
le produit de celui qui le précède multiplié par k et divisé par 
son rang n. Enfin 


3 n 
dem: +hke+ÈE HE vo ri (d) 


625. L’équ. (2) donne k en fonction de y ou a; pour trouver 
au contraire a, lorsque k est connu, on fait æ—1 dans (4); 
d'oùa=1i+k+ik ik... Cette série et (2) sont les 


16. 
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développement de l’équ. -qui exprime, 
en termes finis, la liaison de aetk: 3e terme 666 66666 GG 


cherchons cette relation, Faisons ici x: © Re ESS 33 


k=—ı etnommonse la valeur qüe prend 6°., eu: 000138 i 85 
alors la base a; e=2+#; +5+ T'AS 1e, +. Pi 20.4 4 EM 
Le calcul de ce nombre est facile à La LP Some 2787 34 


faire, tel qu’on le voit ci-contre; cha- 7 MT ,71828 18284 59 
que terme se tirant du précédent, di i 
visé par 3,4,5.. ., ainsi qu'il suit de là nature de cette série. 
Mais d’un autre côté, à cause de l'arbitraire æ, on peu: poser 
kx= 1 des (A), le 2° membre dexient =e. | s i 


D'où a*= e, e*=a. Telle est l'équ. finie qui lie tétas k est 
le logarithme dea, pris dans le système dont la basé est e. On 
préfère cette base e dans les calculs algébriques, qu'ils 
en sont plus simples, , ainsi qu’on sera à portée d'en juger. On 
appelle logarithmes népériens, ceux qui sont pris dans ce Sa” 
tème; nous les désigneron&à l’avenir par le signe 1, en ton- 
tinuant, comme n° 146, d’exprimer par Log que la base est 
un nombre arbitraire b, et par Zog que eette base est 10, Done 
on a Ka A 


k = la= logar. nee de a, la base étant e... (3), 


an'i +ala+ Etat à l'a PAT Lia. + (4') 


emi tet et at (B). 
Prenant les log. des deux membres de l’équ. 2, dans un 


système dont la base est un nombre arbitraire ġ, ` 


(4)... k= qe Pa la base à étant quelconque. Puisque 


Log a=k Loge, et a—1 + y, l'équ. (2) devient 
Log (Gi + 7)= Log e (y —19 +37 —irt.2... (C) 
Ajoutons aux deux membres Log h; et posons Ay =z, nous 
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avons, À et z étant des nombres quelconques, aussi bien que 
la base b du système de log., + 


påfh 4 z s 
Log ( + z) = Log h+ Log eG- in tip ). A (D). 


AE il s’agit de log. népériens, Log e se change en le —1, 
uë ce facteur estle log. de la base même du système qu’on 
dère (n° 346, 12); l’équ. (C) TR 

ie W) Sanma +ir— 

d'où D di A DR 

Ainsi On change tous les log. népériens en log. pris dans un sys- 
tème quelconque b, en multipliant les premiers par Log e 
(n° 148); i constant Log e = M est ce qu’on nomme 
le mopur “él Le dela, base népérienne e pris dans le 
ou si l’on veut, c'est un divisé par Le Log. népérien 
de la base b. Pour chaque système, le module M a une valeur 
particulière, parce que le nombre restant le même», 7 1828... 
de log. de ce nombre EE. on avec la base b. Si l’on prend a 
pour base, RS Sn 


Log a =1, et l’équ. 4) devient k Log e= 1, d'où 
Mk= 1, MÈ Log e, M= 1= "i 0) 

les deux facteurs M et k sont variables avec la base du sys- 

tème , mais leur produit est constant et = 1. Nous saurons 

bientôt calculer le module M pour toute base donnée a. 

626. Pour appliquer l'équ. (C) au calcul du log. d’un nombre 
doné, il faut rendre la série convergente. L’équ. (C) donne, 
en changeant y fl- se Tr A 

Log(i—y)=—M (y +37 Hi t); 
retranchant de (C), il vient 


Log (CE =2M (y +59 HIS + 377.) (E). 
+y 


z d 1 
Posons — 5 =, d'où y=. 
I z=: 22— 1 
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Le premier membre devient A = Log z — Log ( z — 1), c.-à-d. 
la différence des log. consécutifs de z et z — 1. Ainsi, 


ct I I 1 
A =| z taray F5 =: s. . (F). 


Lorsque le module M sera connu, on calculera aisément, et 
de proche en proche, les log. des nombres entiers 2,5,4,0..., 
puisque cette valeur de la différence 4 entre ces log. est très 
convergente, et le devient d'autant plus que le nombre z est 
plus élevé. Et même s’il s’agit de former des log. népériens, M 
ou Loge, devient le = 1, il est très aisé de calculer 4 ; ainsi 
on peut composer une table de log. népériens. 

Quant à la valeur de M exprimée par l’équ. (5), elle résulte 
du calcul de la, ou du Logar. népérien de la base a. 

Si , par ex., a= 10 : on fera dans l’équ, (F), M = 1 , puis 
2=2; on aura A=l2 (à cause de l1=0); 


le double de l2 est 14 : ensuite z = 5 158620 foina 
donnera 15, et enfin on aura lro. Ce FOR à om Por 
calcul est exécuté ci-contre. On divise E me my 
ensuite 1 par l10 : c’est ainsi qu’on l10 —2,30258 509299 
trouve 


| M=0,43429 44819 03251 82765, 
on a log M=1 163778 43113 00536 77817. 
| Compl.—0,36221 56886 99463 22183 

e—2,71828 18284 59045 23536. 


Si 3 eût été la base du système, après avoir obtenu l2, on 
eût fait z = 3, et l’on aurait eu 13 = 1 ,09861229; enfin, 


M=1 :13=0,9102392. « 
De même pour la base 5, 
= M= 1:\5 = 0,6213349. 


Il est maintenant aisé de former la table des log. de Briggs 
et de Callet. La base a= 10; la valeur de M accroît la convers 
gence de la série (F); quand z passe 100, le 2° terme est négli- 
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geable, et le 1° suffit pour donner 4 avec 8 décimales. H faut 
d’ailleurs calculer 2 où 3 chiffres au-delà de ceux qu’on veut 
conserver, afin d'éviter l'accumulation des erreurs ; il convient 
en outre de ne partir que de z — 10000, parce que les log. in- 
férieurs se déduisent aisément des autres ; dès que z passe 1200 


M 
om peut négliger 1 devant 2z et poser à = rs 


Par exemple, z= 10001, donne A = 0,000043425; d’où 
log 10001—4,0000/43/{25. Pourz=—099857,on a a=0,000004349, 
quantité qu’il faut ajouter à log 99856—4,9993742, pouravoir 

log 99857 = 4,9993785. 

On observe d’ailleurs que les log. consécutifs conservent une 
même différence dans une certaine étendue de la table(1* vol., 
p- 123); il n’est donc nécessaire de calculer les valeurs de 4 
que de distance à autre. On remarque que z2—9984{0 donne le 
même nombre 4 (la valeur ci-dessus ) que pour z = 99860 ; 
dionc, dans l'intervalle de ces deux nombres z, A est constant, 
em se bornant à 9 décimales. | 


Séries circulaires. 


627. Proposons-nous de développer en séries sin x et cos z 
selon les puissances croissantes de larc x. D'abord ces séries 
ne peuvent avoir de termes où x ait un exposant négatif, ou 

h 


fractionnaire : car 1° si Von y admettait Pri = P. y/x*, on 


aurait À valeurs pour chaque arc, et l’on sait que le sinus et 
le cosinus n’en ont chacun qu’une seule; 2° si l’on suppose un 


terme tel que P~! = a la série deviendrait infiniepourz=o, 


tandis que le sin. devient o et le cos. un. Cela prouve en 
outre que sin x n’a que des termes dont x est facteur, et que 
le terme constant de cos x est = 1. Posons donc 


sin z = ax p be Aez., cosx=1 +ar+br tp... 
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sin + K Be Dis 
=a -+ bx...; or on sait (n°362) 


ou voit d’abord que 


que la limite du epiti du sinus à Vard est = 1 ; ainsi en fai- 


sant T —0, on trouve a —1, 
Lorsque x devient négatif, le sin: et letos. . SPAM 


grandeurs, mais le sinus prend le signe —; Or, quand on rem- 
place x par — x dans nos développemé us, les Signes. des puis- 
sances paires changent seuls ; il faut’ Has que le développeme nt 
de sin x wait que des termes å exposans impa, et celui de 


cos x des exposans pairs. Ainsi on a 
cosx — 1 +42 + Bart H Cas... HH Nr, 
sinx= x d'a +B'as +... + M'al + Na. .… 
en désignant par à les rangs des'termes. Ils agt de détermi- 
ner les coefficiens numériques 4, 4',B,B' ,. 

Changeons x en æ + h dans le binome P cos x + Q sin z, et 
développons selon les puissances de h.On pent exécuter ce calcul 
de deux manières, qui doivent conduire au même résultat : soit 
en développant d’abord le binome selon T, et changeant en= 
suite x en z -+ h; soit en remplaçant z par & + h, et mettant 
ensuite pour sin h et cos h leurs valeurs développées selon A. 
En ropréoantutiee résultats par a+ 8h+4yh...=x +8 h4 yh’ 
on en tire a—x, 8—#,... nous n’aurons besoin,ici que 
des coefficiens de la première puissance de 27 c.-à-d. de l'équ. 
8=6". 

1°. P cos x + Q sin z = 
PUAT PBE... Nat) QHA THB z... + N'aihi); 
il s’agit de remplacer x par x+}, et de conserver le coefficient 
de h'; c.-à-d. qu'il faut prendre la dérivée ; donc 
B= P(24x + 4Bat..…. iNT) QH 342 +5B'zt... 

Qi+ 1) Nz]; 
2°. P cos x+Q sin x devient P cos (x+k)4+0Q sin (x+h) == 
P (cosx cos h— sin z sin À) +Q (sin x cos h + cosx sin À), 


remplaçons cos 4 par 1 +- 4h?. +., et sin k par À + A'R’... il 


Www.rcin.org.pl 


SÉRIFS. CIRCULAIRES.. 249 
est clair que les termes où entre,cos h, n’enproduisent aucun 
qui soitaflecté de h', et que: sin À ne donse que h;en sorte que 

ca. i 
j P AEN P En z PQ cos ai $: N 


L'équ. identique £ w g est formée de termes qui ont pour 
facteurs respectifs Pet Q; et comme ces fonctions sont arbi- 


traires, il faut qu Véqu. sè, artage ap deux. autres, en éga- 
lant leurs cocfliciens. Donc, en remp açant cos æ et sin x par 
leurs développemens , ona les équ. identiques 


24242 +602. aiNr = x Aa a. =-M'ai, 

1 +34" a+ 5B'at.. Gipi) N'a = 14 A2" Baxt... Na. 

D'où en éçalant + à terme , 

sé Ru 6C—=— B et 2iN=—M, 

34 = A, 5B'= 7C—C etc. GONE ME, € 

puis 4=—; PT en TED B= mra C= mo ete. 
Substituant ces valeurs. de 4. A',B,B",.. on a enfin 


j D PO Par ait 
en sole ml M Et de ee Te 
TEE VAR à €7 3 ÉTÉ TA E 1 ETAT OP 
a x? x xË p x 
a)" 243.4 +2...6*" 5.3.0 si 
énéraux résultent de N= -d RE ai — A 


équations qui indiquent comment chaque coeflicient se dé- 
duit de celui qui a même rang dans l’autre série. On prend +- 
ou — dans ces termes, selon que č est de la forme 20 ou20+1. 


628. On a ainsi les grandeurs du sin. et du cos. d’un arc dont 
la longueur est +, le rayon du cercle étant un. Soit 27 la cir- 
conférence (n° 631), onar : x s: 180° : AS t de degrés 


de Parc z; substituant pour x sa valeur —— Er z s=; (7. p: 366, 


t. Ila vaea de #) nos séries deyiennenñt , z désignant le nom- 
bre de degrés d’un arc x, ` 


sin v = At — BË + CË... cos z = 1m AMP HD... 
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le calcul des coefficiens donne 


log A = 2,24187 736759 | log C = 11,13020559 | log E = 2,61713 
log B = 7,94748 0852 — | log D = 17,990711— | log F = 27,05950— 
log A” = 4,18272 47395— | log Œ = 14,593932— | log E” = 2585901 — 
log B’ = 9,58729 823 log D'— 19329498 "| log P = 30,02219 
629. Mais il importe moins de calculer les sinus et cosinus 
que leurs log. Soit 2 la différence constante des ares de la table 
qu’on veut former; un are quelconque £ est = nð; d’où | 


snxz=nd(1—#n",..), cos r= 1 —1:n 0 +... 


no nð one” nid 
Faisons = Re) PS AT: t 


nous avons sin £ = nd (1 —y), cos x = t — Z ; prenant les 
log. dans un système quelconque, dont le module est M (n? 626), 
on trouve 


Log sin x = Log nd — M (y +: P +H) 
Log cos z—— M(z:+:2+: RARES 
_enfin, remettant pour y et z leurs valeurs, 
M MM MS , 


Log sin x = NE OLA ag © à pe ts 


Log cos x = nb tr EMA fs 


Si la base des log. est 10, et que les ares de la table procèdent 
de 10”en 10”, comme cela a lieu dans les tables de Callet, ô est 
la longueur de l’arc de 10°, ou le 61800° de la demi-circonfé- 
rence #. D’après les valeurs de x et de M(n°* 631, 626), on 
trouve, tout calcul fait, que 


logsinxz=logl+logn— An°—Bn4.…. Aogcosæ=A'n"—B'ni. 7 


log £ = 5,68557 48668 23541 

log A = 10,23078 27994 564 log B = 20,12481 12735 
log 4° = 10,70790 40492 84 log B’ = 19,30090 25326 
log C = 30,29868 045 log D = 40,54{89 2 

log C’ = 28,09802 100 log D' = 38,95143 2 
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Par ex., pour l’arc de 4° $ ou 16200", on a n = 1620. 


log À = 5,68557487 . log A = 10,2307828 log B = 20,1248113 
log n = 3,20951501 log n? = 6,4190300 log ni = 12,8380600 


— 000044649 46498128 8,9628713 
~- 0300000009 On retranche les nombres correspondans, 
2,89464330—log sin 4° 30° 


log A’ = 107079041 log B” = 19,3009025  —0,00133947 
log n = 6,4190300 log ni = 12,8380600 —0,00000138 


5,1269341 6,1389625  —0,00134085 
complément = log cos 4° 30”, =1,99865915 
Si l’on veut avoir log R= 10, on ajoutera 10 aux caractéris- 
tiqués ( Foy. n° 362.). Les log. des tang. et cot. s’obtiennent 
par de simples soustractions. 

Comme n croît de plus en plus , nos séries ne peuvent guère 
servir au-delà de 12°, parce qu’elles deviennent trop peu con- 
vergentes. On ne les emploie même que jusqu’à 5 ; au-delà, on 
recourt au procédé suivant 

sin (x + d) _ sin x cos d + sin cosx _ 

Val 1 0 ue Ts | D. 
cos d + sin d'cot x =cos ò (1+tangd. cot x); 


Ona 


prenant les log., le 1° membre est la différence A entre les 
log. des sinus des ares x + d et x, savoir, 


A = log cos `+ M (tang À cot x — +} tang’ à cot x + 3...). 


En raisonnant de même pour cos (x +43), on trouve que la 
différence entre les log. consécutifs des cosinus est 


à‘ =log cos À — M (tang à tang x +} tang’ A tang’ x + je). 


Lorsqu’on se borne à 9 décimales, et qu’on prend òde 10", le 
1*" terme de ces séries donne seul des chiffres significatifs, 


A= M tang cots, 4'—— M tang ò. tang T, 
ct Yona log (M tang 9) = 5,32335 91788. 
Quand d'est 1’, ona log (M tang d) = ģ,10151 043. 
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` Ainsi, en partant de l’arcæ— 5°, dont on connait le sin., le 
cos., la tang. et la cot., on peut, de proche en proche, Gainer 
tous les seteosinus parleurs différences : successives À, 4, 
soit Lo" * en ro”, soit de x’ en 1’; par suite on conclura la 
tang et la cot. Soit, par exemple, 
267830", ;log cot z=0:7450888 leg tang à 
AS constante =5, -5,3233592 Me 55. 5.323359 
| Taoög34so|) + 55773704 
Dif. logarithm. 4 = 0,0001 1731 > d'= + 0,000003779 r 
On remarquera ici , Comme P- 24r, c ‘quantités a etw’ 
sont constantes dans june certaine éteni élatable. Pour 
éviter l’accumulation r erreurs, on calculera d’avance des 


termes de distajicé en í distance lesquelsserviront de point de 
départ. 


EUR . Ren 
L'équ. sin 2æ=— 2'sin x cos z, qui doane E. 


E sin az= log 24 log sin z +log cosx, (As 
servira à cet usage, Comme sin 45—; V2, lang 45°=co 
on pourra de cet arc et calculer sin 45° + 10%; Aiet. 


` arcs complémentaires ont réciproquement lesin. A l'un pour 
cos. de V’: La où l’on tire leurs tang. etcot.ÿdelàon passera à 
Ps. M 
459 = 20", 45° 30°, ete * 

“630. En comparant les séries(G) et (H)à ray (B), o on voit 
que leursomme este”, ausigne près dés termes.de 2 en2 rangs ; 
or, si l’on change x en +x /—1, dans k dévelop ent (B) 
dee*, comme {/—1 a pour puissances {/—1,—1,— lit 1 
lesquelles se reproduisent périodiquement àl’infioi, les signes 
des termes se trouvent être les mêmes que dies séries G. 
“et H; d’où 


VI = cost + yY — 1. sinz... (7). 


En ajoutant et retranchant ces deux équations ` 


Mi 
SES 


eV Heym i ev~ — eVa 2 
cos x = ——— "SNL —.. (K); 


2 2V—1 
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d'où ~» 


tang r= 


avsa eV Vi 1 
PSE CHE NE TE 
en multiplis t haut et bas par eV =, On ne doit regarder ces 
expression que comme des résultats analytiques, où les ima- 
ginaires ne sont qu sPhogniéé, attendu qu’elles doivent dis- 
paraîtréfpar Te calcul même. 
Enfin, changeant xen ng dut (h zona i 
ENVI = cos Pare V= 1. sin nx, (D; 
mais Je 1°" menide’ est Ja puissgnce r n de l’équ. (D; ; donc ona, 
quel qu soit n, 
cosh dy =r: sinnx = (cos z + ÿ/—1: sin Ji. . (M). 
Ces formules sont très usitées. Nous nous bol à ici à les 
appliquer à la résolution des triangles. Faisons 


f s 3 "ey ; —C yi 
game #% sme ; 


d’où ee né: (+7), » sin C. V E ! (z—=z'). 

Soient? A, “B, CA Jes trois angles d’un Arret, a, b, c, les côtés 

respectivement opposés; ona The 
a sin B = b sin 2 bain (BFO; 


d'où DR AUS 
RBA r Per À OT 2 Pal à 
a TER FR 
enfin, 

AA om M Lie 
Cab) ler er Lan. 


Mais la formule (Z) Rite 
z™ = cos mO- yY =i .sin mO, 2" = cos mO — y sin mO; 


d’où 23 = 2 V/—1, sin MC. 
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En substituant et pont le facteur commum 2ÿ/—1, il 
vient 


=? sin C + À sin 2 C+ À L sin 34.. 
L'équ. «= a —2ab cos An A A se 


réduit à c* = (a— bz) (a — bz’), à cause de zz'=1. Prenant les 
log., on obtient 


2log c= 2log a—m[5 +42 (z°+2"?). 4} 
et comme 20 + 2" — atoa mC, ona 
logc =loga—M( ? cos C + 2 cos aC 42; cos 36 
og c =log a— (3 cos +: s2 +3 cos r: 


Ces deux séries servent à résoudre un triangle, où ġ est très 
petit par rapport à a, connaissant Les deux côtés a et b et l'angle 
compris C. 
631. L’équ. (7) donne, en prenant les log. népériens, 
Exy/—1=l(cosx + y—ı. sin x): 
retranchant ces deux équ. l’une de l’autre, 


SV =. sin æ (HE tang x 
M AS sinx 1—/—1. tang x)? 


27W— 


à cause de sin x=cos x tang x. Or, la formule (E) p- 245 donne 
le développement de ce log.; et supprimant le facteurcommun 
2V —1, on a cette expression de l'are x, lorsqu'on connaît sa 
tangente, 
A : 

x= tang x— i tang? x +5 tang x —} tang’ x... (N). 

L’arc x dont la tang, est t, le rayon étant r, est (n° 322) 
è dut 

T=t— ETS + nr 7r eco 


Cette formule sert à trouver Ze rapporta de la circonférence 
au diamètre, Deux arcs x et x’, dont les tang. sont 5 et +, ont 
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pour tang. de leur somme, tang(x+2") = Per 

23 
somme est donc x + x’ = 45°. Faisons dans (N) tang x = }, 
tang x'—}, et ajoutons; nous aurons la longueur de larc de 
45°, qui est le quart de la demi-circonférence# du cercle dont 


le rayon est'i : 
r= im (P G GH G 


On obtient des séries plus convergentes par le procédé de 
Machin, Prenons l'arc x dont la tang. est z, d’où (Z, n° 359) 


= I;, cette 


Š 2 tang x 2.5 der. 
ungar = gE m G Aak E T a S = = 5595 
cet arc x diffère donc très peu de 45° ; v étant l'excès de 4x 

tang {x — 1 AG x 


sur 45°, ou v = {x — 45°, on à tang v = ———— 


1 E ting áa °°° 
Par conséquent, si Pon fait tanga =; 3 ét qu 'on répète 4 fois la 
série N, on aura l'arc 4x; de même tang v= F6 donne l'arc v; 

et retranchant, on obtient lare de 45°, ou - 


se fi O ERO] 58 + Gi) — 
Nous avons donné (n° 248) le résultat de ces calculs avec 20 dé- 
cimales. © #=3,14159 26535 89793, 
log z 0,49714 98726 94, 1x—1, 14472 98858 494. 
632. Faisons x = kr dans l’équ. (1), k désignant un entier 
quelconque; on a sin x —0, cos x = = r, selon que k est pair 
ou impair, 

Vi br, VAR + kry — 1; 
multipliant par le module M, et ajoutant la valeur numérique 4 
de Log. a, 

Log (Æ a)= 4 + kMrW/—1, 
k étant un nombre quelconque pair, s’il s’agit de log (+a), 
et impair pour log (— a). Donc tout nombre a une infinité de 
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log. dans le méme système ; ces leg. sont tous imaginaires si 
ce nombre est négatif; S'il est positif, un +. est réel [0 


633. Développons inaintenant sir z et cos z selôn Ys siausët 


cosinus des arc z, 22, 3z. ou Posons #9 $ 


cos 24 v—i. siaz=y, cos z— vt Sa ERTA A 
d'où gv= 1, 2cos =, uÿ A AA. .. étant les coeffi- 
ciens de la puissance u, ona, quel que soitu, - 

| a"cosëz ya y K aa 7 Y HAY ee À. 34 
L'équ. W) wan ora vS r, sin Åz. 1% 
Lu À 5 x 
Donc + à de ä. à 
2 cos"s ee = cos uz Hu u cos (u—a)z +A cos u Di., n: 
+Ły— sinus # sin (u= NP vi TP Ar otie 
Le + provient i ï ia — iar daet toujours ce double 
est entier, cos“z ne peut avoir qu’une seule va- - 
ions ss Ted donc ètre'égales; et la série 


se réduit à L | 1" Jigne ( P) :.en effet, on peüt démontrer que 


les termesimaginaires se PRES à deux à deux. Mais si u est 
fractionnaire , il n’en est plus ainsi parce que cet exposant in- 
dique une racine qui a plusieurs valeurs. Nous ne p drons 
ici que le cas où u es p! r, | le seul qui offrede Pint , Aai 
I’arc qui, dans l’équ. (P), en ax SRE Net = = (u —ox)z ; 


(*) PEPER EuS on tire 2 log a =2 ide FE ie faut pl s en conclure 
avec d'Alembert, Prades les mêmes log, ; car, t l étant pairs, 


on a 


gs RENTE et AIME =; 3 


et ajoutant, 2 log a= 24#+(k41) Mr y —1. De même, K et l étant im- 
pairs, on trouve 2 log (—a)= 24A (K -4H l)MrV —r. Or, il est visible que 
cette dernière expression est comprise dans la première, parce que K- est 
un nombre pair, sans que 2 log (—a) soit en général —2 log a : pour que 
log a soit réel, il faut que k=1=0; et K, l, étant impairs ne peuvent 
être =0; ainsi l’on ne peut avoir en nombres réels log a = log — a. D'Alem- 
bert devait donc conclure seulement que , parmi les log. imaginaires de + « 
et —a, il en est qui, ajoutés deux à deux, donnent des sommes égales. 
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celui quienaz après lui, en ayant u—æavant, est=—(u—2x)z: 
les cosinus de ces deux arcs sont les mêmes; leurs coefliciens 
sont aussi égaux, par la propriété de la formule du binome ; 
ces termes sont donc remplacés par le double de l’un, dë sorte 
qu’en divisant l’équ. par 2, et en désignant par u, 4°, A"... les 
coefficiens p.8 du développement de la puissance u du binome; 
on a 


g= cos" z= cos uz fae (u—2)z + 4’ cos (u —4)z. . .(Q) 


en n’étendant la série qu'aux arcs positifs; seulement 17 faut , 
quand n pat prendre la moitié du dernier terme constant, 
qui ne s’est réuni avec aucun autre. J. p. 6 la valeur de ce 
nombre. er 


Changeons d tte équ. z en ;#— z; le 1° membre de- 
viendra 2“7" si quant au 2° membre, un arc de rang < 
étant (u — 2x)z = hz, devient sh— hz, ou iru —rt— hsz : 
on peut ajouter #x à cet arc sans changer son cos. » qui devient 


cos ($ m — hz) = cos = æu cos hz -+ sin = ru sin hz; 


1°. Si u est un nombre pair, cos = zu = =Œ 1, selon que u a 
la forme fn ou Ân+ 2; sin + #u—0 ; ainsi le cosinus se ré- 
duit à + cos ha=—= cos (u— 2x)z. Donc 

{- iapa és Er : 
out sin*z = cos uz — u cos (u— 2)z + 4° cos (u—4)z... (R); 


il ne faut pousser le dévéloprement que jusqu’au terme moyen 
(qui est t constant), dont on Prone lamoitié. On prend le signe 
+ quand u est de la forme ģn, et le — si u= {n + 2. 


29. Si u est impair, cos ; zu =0, sin ; zu =+ 1 selon que 
u a la forme 4n + 1 ou 4n + 3, et on trouve 


$È 2%! sin"z = sin uz— u sin (u—2)z -4 A sin (u 4). (ST. 
On ne poussera. le développement que jusqu’au terme moyen 
(qui contient sin z, et dont on ne prend plus la moitié); le signe 


+ a licuquand u = 4n + 1, le — quand x = fn +3, 
$ I. 17 
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On en tire aisément les équations suivantes : 


2COS’Z = COS 22 + 1, 


4cos*z = cos 3z + 3cos z, 

8cosíz = cos 4z + {cos 2z + 3, 

16cosz = cos 5z + cos 3z -+ rocos z, 

32cosz — cos 6z + 6cos z + 15cos 2z+ ro, ete. 
— 2sin°z = COS 27 — 1; 
— fsin*z = sin 3z — 3sin z, * 

8siníz = cos 4z — 4cos 2z + 3, 

16sin$z = sin 5z — sin 3z + rosin z, 


—3sinfz = cos 6z — Gcos 4z + 15cos 27—10, etc. 


634. Réciproquement, développons les sinus et cosinus d’arcs 
multiples, selon les puissances de sin z =s, cos z= c. Le 2° 
membre de l'équation (M p. 253). est CHi. s)”: en le dé- 
veloppant par la formule du binome, on arrive à une équ. de 
la forme 

cosnz + y —1.sin nz = P4 QY — 1; 
et puisque les imaginaires doivent se détruire entre elles, Pé- 
quation se partage en deux autres, cos nz= P, sin nz = Q, 
la 1"° contenant tous les termes où sy/ — 1 porte des exposans 
pairs; ainsi, n étant entier ou S - peer ou néga- 
tif, on a 


cos nz E a P a a sp as 


as, Mar: sal 


sin nz=nc""!s 


Ainsi, $ étant = sin z, et c = cos z, ona 


cos 22—c—5, sin 27=2C$, 

cos 3z=c—3cs", sin 3z—3cs—5s, 

cos 4z—ci—6Gcs+st,. sin 4z—4cs— cs, 

cos 5z—c—10cs" + 5cst, sin 5z—5cts—10cs5 +55, 

cos 62=0c5—15ctshicsts5, sin 6z=—6c°s—200cs"+6es, 
etc, etc. 


Www.rcin.org.pl 


SÉRIES CIRCULAIRES. 259 


635. Dans ces formules, les sinus sont mêlés avec les cosi- 
nus; on peut en trouver d’autres en fonction du seul sinus, 
ou du cosinus. Puisque les ares z, 2z, 3z... font une équi- 
différence, les sinus et cosinus forment une série récurrente 
(n° 361), dont les facteurs sont 2 cos z et —1. De même, si les 
arcs procèdent de 2 en 2, savoir, z, 3z, 5z..., ou bien oz, 
22, 4z.....; les facteurs sont 2 cos 2z et — 1 ; or, 
acos 27 = 2(c* — s’) ==2— 4s’. Ainsi, partant de cos z= 1, 
sin oz—0, cos z == 0, sin z= 5, il est bien aisé de former les 
séries récurrentes qui suivent, dont on a les deux 1" termes 
et la loi (n° 621). 


sin 27==s$( 2c) COS 23= 20— 1, 
sin 3z=s( 4c°— 1), cos 3z= 4e % 3c, 
sin 4z=—s( 8c°— 4c), cos 4z= 8ct— 8c- i, 


sin 5z=s(16ci—12c+ 1), cos 5z=16c—200c%+ 5c, 
sin 6z—5(32c°—32c+ 6c), cos Gz—32c5— 4801187, 
sin 72=5(64c5—8oct+24c—1), etc. 

Voici les formules générales (XI* leçon, Cal. des fonctions, 
Lagrange) (*) : 


(*) Voici les valeurs du terme général T, ie terme de ces équ., et du fac- 
teur F qui multipliant le iê terme produit le terme suivant ( V. p. 2). 


sin ng... T=(—1)i-t (achr-ait: sx{(n—i)C{i—1)], 


EU NE (n—2:#i)(n—ai) 
FRS * on) n 


illyain,ou+(n+1) termes, selon que n est pair ou impair ; 
le dernier terme est nes dans le 1°" cas, et +s dans le 2°, 


cos ng, , ~ Tài i-i (2c)naita x € (n—i) Clim) ], 


n—2i4-2 
L i g (O1) (aiia). 
DE on TEE 7 


la série a į n41, ou + (n+1) termes, selon que n est pair ou impair; lé der- 
nier terme est + à dans le nf cas, ct Æ+ 2nc dans le 2°. 


17s. 
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sin nz =s { (20) — (n — 2) (20) +4 an (n—4) (207 
—6.. 
neo) ao). Y, 
2cosnz—(2c)"-n(2c)"—"+ in(n-3)(2c)"—4 -an(n-4)(n-5)(20)"7®.. r 
Venons-en maintenant aux séries ascendantes selon s., 


sin 23—c(25s), sin 3z=3s— Ás, 

sin 4z=c(4s—8s°), sin Sz=5s—20s14165, 

sin 6z=c(6s—32s+325*), sin 72756651 1255—6457, 

sin 8z=c(8s—80s-H 1925—1285), etc. 

COS22—1— 25°, cos3z=c(1—/4s"), 

cosfz=1— 8s+ 8st, cos5z—c(1—125 +165), 

cos6z—1—185 + 485t—3255, cos7z=c(1—245"+ 8051-6455), 
* ete, “4 etc. 


(19. Quand n est pair, on peut poser (*) : 


(*) Le i° terme T est le facteur F qui multipliant le iè terme produit le 
terme suivant , dans ces équ., ont pour valeurs , 
n pair, sinnc, T=(—1)i-tc(as)i-t (ni) C(2i—1)}, 
n Lean . À 
ii)? 
ilyan termes; le dernier = + c (25). 


F=—s x —— 


cos nz, T=(—1)i- (aies x EE intiaani), 
nò—4(i—=1) 3 : 
2i(ai=1) ? : 
il ya į n+ 1 termes; pas jh ant sn. 
nimpair, sinns, T=(—i)i-r(ashier, lé + #9 G(ai—1 JE 
se OU 


2i(2i+1) j 
il y a $ (n+1) termes ; le dernier = =# 2-1 s", 


F=—s x 


F=—s x 


cos ns, T=(—)i-1e(2s)ri-s [+ i)Ca «—)] 
= 5 x Taan 
2i(2i—1) ? 


it y a (n+1) termes; le dernier = Æ case, 
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n— 2° n’—2*- -n?°— 4° 


fin 12=C C ns —n. LE À spn A 4 . 4.5 EK aa] 


2°, Et quand n est impair, 


2 J? rs Des, 
sin nz= ns — n=" tn. TE E-E Ce 


n? — 1° N° —1? n?’ — 3? 5 
cosmz=e| 1— H SL ——. ——— t.a 7 L 


Méthode inverse , ou retour des Séries. 


è « 


636. Étant donnée Péquation y= 9x, où px est une série, 
il s'agit de trouver x =F y en série ordonnée selon y. Si cette 
dernière a une forme connue , telle que, par exemple, 


s=Ay+HBPF CPD... 
il ne s’agit que de déterminer les coefficiens 4,B,C ~. On subs- 
tituera dans la proposée y = gx, cette série et ses puissances, 
pour æ,x°,2°, et l’on aura une équ. identique, qu’on parta- 
gera en d’autres, par la comparaison des termes où y a la même 


puissance : ces équations feront connaître les constantes 4, 
BAS 


Soit > J'=M(x—22 + jir...) 
qu’on se soit assire que la série ci-dessus convient pour z (cela 


suit de ce que Y est le log. de 1 + x, ou a” = 1 + zx: voyez 
n? 625); substituant donc pour x la série 4y+By°….., il vient 


D =AT HE + CN + Dry“... pourz, 
AP ABP (LBHAC y... 1x, 

+ à AS + AByk.i rx, 
— Ah... į zh; 
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d'où 4M=1, B=} M, C=4B8—:; A, D= 


HAE $ 


A° A A*t 


puis a= = R aR etc, 
4 
Enfin, x=AY+ Argi ka aat + 
203.4 
De même LE Le PE 


se renverse ainsi x =I HP EPH.. 

Mais il est rare qu’on connaisse d’avance la forme de la sé- 
rie cherchée x=Fy; on indique alors les puissances de y par des 
lettres, r= 4y°+ By + Cp, et il s'agit de déterminer 
les coefliciens et les exposans, en considérant qu'après la subs- 


titution dans y —=@x, il faut que chaque terme soit détruit 
par d’autres où y a la même puissance. 


Soit YEPP PEF 


supposons z= Ar +8 + Cr +, 
2, B,y... étant des nombres croissans. Nous ne mettons pas 
de terme sans y, parce que x =o répond à y = 0. En substi- 
tüant pour x.sa valeur, nous voyons que, 

1°. Les exposans 2, 3, 4... qu'avait x, formant une équi- 
différence, «, 8,7... doivent en former également une, puis- 
qu’en développant, les puissances 2*, æ”... jouiront visible- 
ment de la même propriété. 


2°. Si l’on trouve «& etB, y, ð.. s’ensuivront. 
y 


3°. Le terme où y aura le plus petit exposant est $ y"; il 
doit s’ordonner avec le 1° membre y, d’où 24 = 1, } #=1; 
ainsi, «= +, A —=ÿ/2. 

4°. Les termes qui ensuite ont le moindre exposant, étant 
ABY P et A pe, pour s’ordonner ensemble, ils doivent 
avoir æ + £ = 34, ou 8—2; ainsi y =$, Ò= 4... savoir, 


x = Ar+Br + Cr: + etc. 
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en refaisant le calcul, on trouve bientôt 4,8,C...; d’où 


z À 3 

r=". Va + Var = h +. 
C’est ainsi que ; 
dk a + P x 
TS E E V E A T OT N 


se renverse sous la forme x=4y + By° + Cy°... 
On trouve, tout calcul fait ( voy. n° 840), 
PARA 1. LE Sy. : 5:346: 
c=y += emani pas eiT TO de 
se AS an Hey Ki .., On obtient 
æ bæ , 20—ac 5Sabc — ad — 518 
ee ONE AR nl. 
La série x=ay + by + cy° + dy7.… donne 
= RE NP a me pige Babc— ad—1ab", 


a at a a'° 


donne t= Ay + By + Oy.. 
et par suite, 
E A ns Hé: 

Si la proposée était y =a + bx +cx*..., pour la commo- 

dité du calcul, il serait bon de transposer a, et de faire 
= =2,. d'où :=7x ++ = Eada ET 

on développerait ensuite x en z. Au reste, voyez n° 751, où 
nous avons traité la question du retour des suites de la ma- 
nière la plus générale. 


Des Équations de condition. 


637. Lorsque la loi qui régit un phénomène physique est 
connue et traduite en équ. ọ (£, y... a, b..)=0, il arrive 
souvent que les constantes a, b, c. .. sont inconnues, x, Y... 
étant des grandeurs variables avec les circonstances du phéno- 
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suène. On consulte alors l'expérience pour déterminer a,b,c... 
en mesurant des valeurs simultanées de x, #,z,... et les de: 
tituant dans l’équ. ọ = o : puis répétant Peterin on ob- 
serye d’autres valeurs pour x; Yy. 2..., Ce qui donne d’autres 
équations de condition entre les constantes inconnues a, b,c.. 
que l'élimination fait ensuite connaître? : 

Mais les valeurs tirées de l’observationn’étant jamais éxactes, 
les nombres a’, b', c'….; qu'on obtient ainsi pour a, 6, Ces, 
ne peuvent être regardés que comme approchés : on doit donc 
poser, dans ọ = 0, a= a' + 4,b=0" 4 B... et détermi- 
ner les erreurs 4, B. .., dont a,b... sont affectés; et comme 
A, B... sont de très petites quantités, on est autorisé à en 
négliger les puissances supérieures : ainsi l'équ, g = o ne çon- 
tient plus les inconnues 4; 8.. a au 1° degré, par ex:, sous 
la forme ; 

À ur + Dz + Cr. aaa) 


On supplée alors à l'imperfection des mesures ri yY, Z... 
par le nombre des observations. En réitérant souye it les ex- 
périences, on obtient autant d’équ. (1), où +, J, z... sont 
connus; on compare ces équ., on en combine plusieurs entre 
elles, de manière à obtenir une équ. moyenné , où l’une des 
constantes ait le plus grand facteur possible, tandis qu’au con- 
traire les autres facteurs deviennent très petits : par là l'er- 
reur de la détermination des cocfficiens se trouve beaucoup 
affaiblie. En réduisant ces équ. de condition au nombre des 
inconnues , l'élimination donne bientôt les valeurs de 4, B... 

Cette méthode est usitée en Astronomie ; maïs elle est bien 
moins exacte que celle des moindres carrés, proposée par 
M. Legendre, qui rachète la longueur des calculs par la pré- 
cision des résultats. Concevons que l'observation ait donné des 
oan peu exactes dé x, y, 2.. .; substituées dans l'équ. (1), 
le 1° membre n'y sera pas zéro, mais un nombre e très petit et 
inconnu. D'autres expériences donneront de même leserreurs 
c, e"... correspondantes aux valeurs z',2",7',#"+.+; Savoir, 


C= + y + Bz..., = x" + A7 483", Ae, 
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Formons la somme des carrés de ces équ. , et n'écrivons que les 
termesen 4, parce que les antres termes ont même forme : 
on trouve que e° + ee"... est à 
SAPHI. AHAS ELY...) +24B(7z..)+2AC ete. 
Ce 2° membre a la forme Æ°m + 2 An +k; il est le plus petit 
possible quand on prend 4 tel, que la dérivée soit nulle, 
Am4n=0 (voy. n™ 14o, II, et 757) : en ne considérant que 
le facteur constant et inconnu 4, on a donc 
Typy HAHI ABIH 2 ..)4+C(rt..)ete.=0. 
1l faut multiplier chacune des équ. de condition (1) par le fac- 
teur y de À, et égaler la somme à zéro. On conserve au facteur y 
son signe. En opérant de même pour B, C..., on obtient au- 
tant d’équ. semblables qu’il y a de constantes inconnues; ces 
équ. sont du 1° degré , et l'élimination est facile à faire. 

Par ex., la Mécanique enseigne que sous la latitude y, la 
longueur x du pendule simple à secondes sexagésimales est 
x= À +4 Bsin°r, A et B étant des nombres invariables, qu’il 
s’agit de déterminer. Tl suffirait de mesurer avec soin les lon- 
gueurs z sous deux latitudes différentes y, pour obtenir deux 
équ. de condition propres à donner À et B. Mais la précision 
sera bien plus grande si, comme l'ont fait MM. Mathieu et Biot, 
on mesure x sous six latitudes différentes, et qu’on traite, par 
la méthode précédente, les six équ. de condition. Les quan- 
tités Æ + 2 siny — x, évaluées en mètres, donnent ces six 
urreurs, sx 

A + B.0,3903417 — 0,9929750, A + B.0,4932370 — 0,9934740, 

A + B.0,4972122 == 0,9934620, A + B.0,5136117 — 0,9935967, 

A + B.0,5667721 — 0,9938784, B + B,0,6045628 — 0,9940932, 
Comme le coefficient de 4 est 1, l'équ, qui s’y rapporte est 
formée de la somme:dés six erreurs. Pour B, on multipliera 
chaque trinome par le facteur qui affecte B, et l’on ajoutera 
les six produits: donc 

64+8B.3,0657375—5,9614793=0, w 
A. 3,0657375 +8. 1,5033894 — 3,0461977 =". 
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L'élimination donne À et B; enfin, on a 

æ = 0,990 8755 + B sinr, log B = 3,7238509, B = 0,0052941816. 
Voy. la Conn. des Tems de 1816, où M. Mathieu discute 


par cette méthode les observations du pendule faites par les 
Espagnols en divers lieux. 


Consultez mon Astronomie pratique et ma Géodésie , où ce 
sujet est traité avec le plus grand détail. 
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LIVRE SIXIÈME. 
ANALYSE APPLIQUÉE AUX TROIS DIMENSIONS. 


AAA AAA AA AAA A AAA M AA AAA AAA AAA AAA AAA AAA A 


LL) LL 22 


I.. TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE. 


Notions fondamentales. 


638. Trois plans MON, NOP, MOP (fig. 25), qui pas- 
sent par le centre d’une sphère, déterminent un angle trièdre O, 
et coupent la surface selon des grands cercles, dont les arcs CA, 
CB, AB, forment un triangle sphérique ABC ; les angles plans 
de ce trièdre O sont respectivement mesurés par les côtés ou 
arcs de ce triangle; savoir, VOP par 4B, MON par AC, MOP 
par BC. L'angle C du triangle est mesuré par celui que forment 
deux tangentes en C, aux ares contigus 4C, BC; cs tan- 
gentes, situées dans les plans de ces ares, mesurent l’angle 
dièdre de ces mèmes plans NOMP, c.-à-d. l’inclinaisen de la 
face NOM sur POM. Donc, les angles plans du trièdre O 
sont mesurés par les côtés du triangle sphérique ABC, et Les 
inclinaisons des faces sont les angles de ce triangle. 

Les problèmes où, donnant quelques parties d’un triangle 
sphérique, on se propose de trouver les autres parties, sont 
précisément les mêmes que ceux où connaissant plusieurs élé- 
mens d’un trièdre, on veut obtenir les autres. JZ y a six élé- 
mens : trois angles A, B, C,.et les trois côtés opposés :, b, c, 
du triangle sphérique ; ou, si l’on veut, trois angles plans 
a, b, c, et les trois angles dièdres opposés A, B, C, dx trièdre 
dont il s'agit, Étant données trois de ces six parties, ilest ques- 
tion de déterminer les trois autres. 


i 
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D'après cela, que, d'un point O, l’on dirige des rayons visuels 
à trois points M, N,P éloignés dans l’espace, tels que trois 
étoiles, par ex., ces lignes seront les arètes d’un trièdre O, 
dont les élémens constituans seront ceux d’un triangle sphéri- 
que ÆBC, lequel est formé par les arcs de grands cercles qui 
joignent les points où ces arètes vont percer la surface d’une 
sphère de rayon arbitraire, dont l'œil est le centre O. 

Ces principes servent à démontrer les théorèmes suivans. 

1°. Tout angle plan d’un trièdre étant moindre que deux 
droits, chaque côté de tout triangle sphérique est <180°. Cha- 
que angle est aussi plus petit que deux droits ; c'est ce qui suit 
encore du triangle polaire: (F. ci-après n° 639.) > 

Toutes les fois qwun calcul conduira à trouver pour valeur 
d'un angle ou d’un côté de triangle, un arc >> 180°, cette so~ 
lution devra être rejetée comme impossible, ou du moins rem- 
placée par le supplément de cet arc : et les cos., sin., tang.,etc. 
ne peuvent appostenir qu’à un arc moindre que la demi-cir- 
conférence. 

2°. Puisque lasomme des angles plans de toutangle polyèdre 
est moindre que 4 droits (n° 280), Za somme des trois côtés de 
tout triangle sphérique, est plus petite que 360°, L'angle trièdre 
d’un cube, formé de 3 angles droits, montre que chaque côté 
d’un triangle sphérique peut valoir et même surpasser 90°. 

3°. Deux triangles sphériques sont égaux, lorsquetrois angles, 
ou trois côtés, on deux côtés et langle compris , ou deux angles 
etle côté adjacent , sont respectivement égaux chacun à chacun. 
Ces théorèmes se prouvent, ainsi que les deux suivans, comme 
pour les triangles rectilignes (n° 163). 

4°. Dans un triangle sphérique isoscèle, l'are abaissé per- 
pend. du sommet sur la base, divise par moitié cetle base et 
l'angle du sommet; les angles égaux sont opposés aux côtés 
égaux, et réciproquement. 

5°, Dans tout triangle sphérique , le plus grand angle est 
toujours opposé au plus grand côté, le moyen l'est au moyen, 
le moindre au plus petit. 

6°. Un côté est toujours moindre que lu somme des deux autres, 


Www.rcin.org.pl 


TRIGONOMÉTRIE SPIÉRIQUE. 269 


et plus grand que leur différence : car la somme de deux an- 
gles plans d’un trièdre surpasse le 3°, d’où a<b+c,eth<a+c, 
ou a >b—c. Donc aussi, Za demi-somme des trois côtés d'un 
triangle surpasse toujours un côté quelconque : car en rempla- 
çant b- apara} i, a+b + c devient2a+ à; ainsi le demi- 
périmètre = a +;i>a. 

639. Coupons notre trièdre O par trois plans respectivement 
perpend. aux arètes ; ces plans détermineront un second trièdre 
O' opposé au 1° (fig. 26); Les angles plans de l'un seront sup- 
plémens des angles dièdres de l'autre, et réciproquement. 

En effet, l’une des faces du trièdre proposé O, étant MON, 
menons, en des points quelconques N,M, sur les arètes OM, 
ON, deux plans perpendiculaires à ces droites , et par suite 
aux faces MON, MOP d’une part, MON, NOP de l’autre ; les 
angles M et Ndu quadrilatère OMP'N sont droits; l'angle P' 
est donc supplément de MON. Mais ces deux plans coupans 
sont des faces du nouveau trièdre O’, et se conpent suivant la 
droite O'P’, arète de ce corps. L'angle dièdre formé par ces 
plans est visiblement mesuré par l'angle MP'N, puisque le 
plan de cet angle est perpendiculaire à ces deux faces. Done 
langle MON du premier est supplément de l’angle dièdre P” 
du second. Il en faut dire autant des deux autres faces MOP, 
NOP, qui sont supplémens des angles MN'P, NM'P. Les 
angles plans du trièdre © sont donc respectivement les sup- 
plémens des angles dièdres du trièdre opposé 0". 

Réciproquement, les angles plans du trièdre O’ sont les 
supplémens des angles dièdres du trièdre O, par la même 
raison. 

Les deux trièdres O et O' déterminent deux triangles sphé- 
riques ABC, 4'B'C' qui sont tels que les angles de l’un sont 
supplémens des côtés de l’autre , et réciproquement. 

Étant donné un triangle sphérique ABC dont a,b,e sont Les 
côtés, on peut toujours en construire un autre A'B'C', dont les 
côtés sont a',b';c', tel, que les angles A,B,C de l'un soient Les 
supplémens respectifs des côtés a',b',c de l’autre, et récipro- 
quement, savoir : 
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a = 180 — A, b = 180° — B, č = 180 — C... (1), 
A= 180 — a, B' = 180 — b, C = 180 — c... (2). 
Le triangle ainsi formé s'appelle polaire ousupplémentaire du". 

On voit en outre que la somme des trois angles de tout 
triangle sphérique, est toujours comprise entre deux et six 
droits. En effèt, d’une part chaque angle étant moindre que 
deux droits, A+ B+C<Z6 droits; et d’ane autre part, en 
ajoutant les trois équations (2) on a 


A+B+4C—6 droits —(a -+ b' + ce); 


et comme on a vu que a+ 0'+c 4 droits (n° 638, 2°), 
on voit que À + B +C > 2 droits. 

Les équations (1) et (2) sont fort utiles, car elles réduisent 
à trois les six problèmes de la trigonométrie sphérique, qui 
consistent à trouver trois des six élémens d’un triangle, 
lorsqu'on connaît les autres. Supposons par exemple, qu’on 
sache trouver les trois angles A,B,C, quand on connaît les 
trois côtés a, b, c, : réciproquement, si l’on donne les trois 
angles A,B,C, pour trouver un côté a, on substituera au 
triangle son supplémentaire A'B'C’, dont on connait les trois 
côtés a’,b',c', par les équ. (2) ; et lorsqu'on aura trouvé l’un A’ 
des angles, l’équ. (1) donnera le côté opposé a = 180° — A. 
En sorte qu’il suffit de savoir résoudre un triangle dont on 
connaît les trois côtés, pour savoir aussi résoudre celui dont on 
a les trois angles; et ainsi des autres cas. C’est ce qui s’éclair- 
cira mieux par la suite. 

640. Si l’on coupe le trièdre O (fig. 27) par ‘un plan pmn per- 
pendiculaire à un arète OB, en un point m tel que Om = 1, 
on à 

mn = tang c, On =séc c, mp = tang b, Op = séc b : 
Or les triangles rectilignes mnp, npO donnent (n° 355) 
np’ = mr? 4pm —2mn pm.cos À, 
np’= nO?+pO® — 2n0.pO.cos a; 


retranchant la 1° de la 2°, il vient, à cause des triangles 
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nmO,pmO , rectangles en m, et de Om = 1, 
o= 1 + 1 — 2 séc c. Séc b.cos a 4-2 tang c. tang Ü.cos À ; 


tmettant — ur séc., et sa ur tang 
e — A — . 
gi cos PO et Eos P? ? 


na) cos a sin c.sin b.cos À 
o= LT os c.cos Ò cosc.cosb ? 
Ce qui conduit à l'équation fondamentale 
cos a = cos b. cos c sin b. sin c. cos 4... (3) 
On aurait de même 


cos b= cos a.cos c + sin a.sin c.cos B f W 
cos c= cos a.cos b + sin a.sin b.cos C (°° 


cos a—c0s b cos c 


Ona cos A E T A 
sin ġ sin ¢ 
cos a — cos È. saa 
d'où I — cos? A = sin?’ A=Ii— nr 
sin sin e€ 


réduisant le 2° membre au même dénominateur, et rempla- 
ant sin? par 1 — cos’, 


1— ¢03°h — cos? c — c0$° a +- 2 cos a. cos b. cos c 


sin A= E PT 
sin? D.sin® c 


Prenons la racine carrée , et divisons les deux membres par 
sin a, le 2° membre est une fonction symétrique de a,b,c, que 
nous nommerons M, savoir ma = M. Changeant dans cette 
équ. d eta, en Betb, en C et c, comme M reste constant, 
on en tire 


sind _ sinB _ sin C 
sina sinò — sinc ` 


[EE SE SEE E a (5). 
Dans tout triangle sphérique , les sinus des angles sont propor- 
tionnels aux sinus des côtés opposés. 

Pour éliminer à de l’équ. (3), mettons pour cos % sa va 
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sin B sin a 


leur (4), et pour sinb; il vient ý 


sin Æ 
cos a==cos a cos’c-+sin asin c cosc cos pee se z eN 
sin 


mais cos’c = 1 —sin’c ; donc en divisant tout par sìn a sine, 
sin c cot a= cos c cos B + sin B cot A.. : (6). 

En appliquant à l’équ. (3) la propriété du triangle supplé- 
mentaire (équ. 1 et 2), c’est-à-dire, changeant aen 180° — 4, 
A en 180° —- a, etc., nous avons 

— cos À = cos B cos C — sin B sin C cos a... (7). 

Ces théorèmes suffisent à la résolution de tous les triangles 
sphériques, ainsi qu'on le verra par les développemens que 
nous allonsdonner ; mais il y a encore une équ. générale qu'on 
emploie quelquefois. 

Éliminons cos centre leséqu. (4) ; comme. .. cos’a—1—sin"a, 
en divisant tout par sin a, on trouve | 

sin & cos b = sin b cos a cos C -+ sin c cos B.... (8). 

Nous devonsencore ajouter que dans les équ. générales entre 
certains élémens d’un triangle sphérique quelconque ABC, 
on peut changer a et 4 en b et B, ou bien en c et €, et réci- 
proquement : en sorte que nos équ. (6, 7 et 8)en représentent 
chacun trois , comme l’équ. (3)en a donné deux autres (4). 
On a par exemple : 

sin c cot b= cos c cos A + siwd cot B....... W 

— cos B= cos 4 cos C—sin 4 sin C cosb. (10) 

sin c cos b=sin b cos c cos A + sin a cos B. cte. 
Triangles sphériques rectangles. 

64r. Désignons l’angle droit par 4, et l’hypoténuse par a 

(fig. 28); LME 4 PT dans les équ. (3,5,6,7,9et 10): 
cos a = cos b cos c.... (m) 
sin ò = sin a sin PB... (n) 
tangc = tanga cos B.... (p) 
cos a —cot BcotC.... (g) 
cot De wot b sim c.... (O 
cos B— sin Ccosb.... (s) 
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Ces six équations sont propres au calcul logarithmique, et 
suflisent à la résolution de tout triangle rectangle : Des cing 
élémens a, b, c, B et C deux étant donnés, on peut toujours 
trouver les trois autres. Ainsi la question est posée entre trois 
élémens dont un seul est inconnu. On dénommera les angles 
du triangle par A,B#C, l’angle droit étant 4, et Pon cher- 
chera celle de ces six équ. qui comprend les trois élémens 
dont il s’agit ; mais pour trouver cette équ , il pourra arriver 
qu’on soit obligé de changer de place les lettres B et C dans ta 
figure. Suivant les divers cas qui se présentent , on choisit les | 
équ. qui contiennent Jes trois élémens compris dans le pro- 
blème. 


let deux angles B, C ..:..,...,. prencz l’équation (q) 

L'hypoténuse } un angle B f opposé b........,.,....,,.,..,... (n) 
a j et le coté { aient” cs UT rs ihode (p) 

los trois otés a, b, Ciis sro seee sons o eos épée on eee e (m) 

Un côté b de Pangle droit et les angles B,C...:.,.... ..,.,..., (s) 
Deux côtés b,c de l'angle droit et un angle B....,.,....,....,.. (r) 


Le fréquent usage qu’on fait de ces équ. exige qu’on les ait 
sans cesse présentes à la mémoire, chose que le défaut de sy- 
métrie rend assez difficile. Mauduit a indiqué un moyen em- 
pirique de les retrouver , qui consiste à lire, sur la figure, les 
cinq élémens 


ue à o» rectangle dans l’ordre où ils sont, en 


faisant le tow, et à observer que les trois élémens entre les- 
quels on cherche une relation , sont contigus où alternatifs ; et 
il est de fait qu’on a toujours 
des sin. d'arcs ALTERNES, 
des cot, d'arcs CONTIGUS. 
Seulement, en appliquant ce théorème, il faut remplacer les 
deux côtés de l'angle droit par leurs complémens , c’est-à-dire 
leurs sin. par cos., leurs tang. par cot., etc. On peut, en effet, 
vérifier que ces deux propositions reproduisent exactement 
nos six équations. 

1°. De l’équ. (m), on conclut que Ze cosinus de l'hypoténuse 
est égal au produit des cosinus des deux autres côtés; ainsi Pun 


des trois côtés est < ou > go°, selon que les deux autres 
LEA: A 18 


cos. arc intermédiaire produit 
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côtés sont d'espèces semblables ou différentes, car les cosinus 
d'arcs > 90° sont négatifs. 

2°, L'équ. (g) montre que si l'on compare l’hypoténuse aux 
deux angles adjacens Z et C, l’un de ces trois ares est- >> 
ou << 90°, selon que les deux autres arcs sont en 00 sem- 
blables ou differentes. 

3°. Les équ. (r ou s) prouvent que chacun des angles B et © 
est toujours de même espèce que le côté opposé. 

4°. De même, l’équ.(p) montre que l’hyypoténuse et un côté 
sont de même espèce, quand langle compris est  go°, et 
d'espèces différentes quand cet angle est => 90°. 

Nous entendons par arcs dé même espèce ceux qui sont en- 
semble soit<Z, soit > 90°; et d'espèces DES ASS quand 
l’un de ces arcs est < et l’autre > 90°. 

5°. Enfin, si le côté b de langle droit = go° , On aura 
cos b =o, et (d’après les équ. m et s) cos a—0, cos B= o : les 
côtés CA, CB sont donc chacun de go°, et perpend. sur 42 ; 
le triangle est isoscèle bi-rectangle ; C est le pôle de l'arc 4B 
(fig. 28), c.-à-d. que C est distant de 90° de tous les points 
de cet arc. 


642. Quoique nos équ. résolvent tous les triangles sphé- 
riques rectangles, il convient de remarquer qu’elles ne donne- 
raient pas les valeurs des inconnues avec rs , Si ces arcs 
étaient très petits et exprimés par des cos. , ou Voisins de 90° et 
donnés par des sinus. Voici comment on doit opérer dans ces 
cas. 

1 — cos £ 


1°. On a (T. 1, p. 372) tang? = 1 +cos £’ 


si l’on demande l’hypoténuse a, connaissant B et C, l’équ. (q) 
devient 


.1,-1700t B cot C L sin B sin C— cos B cos C 
63 “1 +cot # cotC sin B sin C + cos B cos C’ 
ww cos (B+C) 

A ri boal Ga is A (ur) 
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on voit par cette équ. que la somme des deux angles B et C est 
> 90°, puisque le 2° membre est négatif, et doit devenir po- 
sitif. 

2°. De même pour obtenir un côté à de l'angle droit, con- 


naissant les angles B et C, l’équ. (s) donne cos b= ue; 


“v 
sin z 


= 00° — B, d'où cos B = sinz, etcosb = : 
on pose z= 90° — B, d'où 1% sin C 


ainsi l'on a (équ. citée et n° 360) 
1, _ sin C— sinz __ tang;(C— z) 
pr 0! EST sin C +sinz x tang ! (C +2) 
tang à b =y {tang [} (B—C)+45°]. tang [+ (8 + C)— 45°] }- 
3°. Connaissant l'hypoténuse æ et un côté c, pour trouver 
l'angle adjacent B, l'équ. (p) donne | 


EEO, 


t 1— tang c cota cos c sin a — sin c cosa 


tang SPF agerote &oscsina-sinccosa” 
sin (a — c) 
ang, Age sin (a +c) CR 


On remarquera’ que les sinus de a — c et a -+ c doivent avoir 
lelmêtne signe, pour éviter les imaginaires ; doncsia+c=>180°, 
l’hypoténuse a doit être <c. Done quand le triangle a des an- 
gles obtus, l’hypoténuse a n’est pas le plus grand côté. C’est 
au reste ce que, la fig. 3 Es en évidence. 


iei egn. (mn) donne cos c= =p d’où 


' tang’ $ c= tang $ (a + 0).tang $ (a — b)..... (13) 
5°. Enfin, si l’on cherche un côté b, connaissant l'angle op- 
posé Z et l’hypoténuse a, au lieu d’ ASAE aki Véqu. (n) quand 
b est voisin de 90°, posez 
b =g90°—2z, tangr= sinasin B ; 
Vëqu. (n) revient à cos 2z==tang x, d'où 
1— tang x 


VS + tang x 


= tang (45°—x) ; 
15. 
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ainsi tang (45° — + b)= y tang (45 — x)... (145. 
Larc x étant calculé par l'équ. tang x = sin a sin B, cette 
dernière donnera b. 

Nous donnerons äüci les cinq élémens constitutifs d’un trian- 
gle sphérique rectangle, afin qu’on puisse s'exercer à l'appli- 
cation numérique des formules, en prenant, à volonté, deux 
de ces élémens, et calculant les trois autres. 


Triangle rectangle d'épreuve. 


LOG. SINUS. 


1.976235 | T. 0.4731759 + 


T.8000134 | T. 1.9102626 — 
1.998303 | T. 0.3460333 — 


1.8232909 | T. s T.9504341 — 
T.9831068 | T. 0.5460201 — 


Le signe — qui suit plusieurs de ces log. et destiné à in- 
diquer que le facteur qui s’y rapporte est négatif; ce qu’il ne 
faut pas confondre avec les — qu’on place à gauche des 
log., quand on veut écrire qu'il faut les soustraire, ce qui 
arrive dans le cas d’une division. Selon que le nombre des fac- 
teurs négatifs d’une formule est pair ou impair, le produit a le 
signe + ou —, circonstance qu'il faut noter avec soin; car, 
par exemple, tang a donne pour a un arc a <g0°, quand cette 
tangente est positive , et le supplément de cette valeur quand 
la tangente est négative. 

Quant au : qui est l’entier de plusieurs log., cette notation 
a été expliquée T. I, p. 121. 


Triangles sphériques obliquangles. 


643. Passons en revue tous les cas qui peuvent se présenter 
(fig. 28). 
1°" Cas. Étant donnés les trois côtés a,b,c, trouver l'angle A? 
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L'équ. (3), p. 271, en substituant 1—2 sin’ $ 4 pour cos 4 
devient 
cos a = cos (b—c)—2sinbsincsint: 4.... (15) 
Cette équ. est d’un fréquent usage. On en tire 
2 sin à sin c sin? 2 Æ = cos (b — c) — cos a; 
et à cause de l’équ. (8) de la note n° 360 (*) 
sin : sin ; (a- +b—0) b—c).sin+ (a + c — b) 


~in b.sin c 


UE 
sin?- 4— 
2 


Cette équ. propre au calcul des log. , fait connaître l’angle 4. 
Elle devient plus symétrique, en posant 


2p=a+b+e; 
d’où lains EA A == s sap Amn S) RS (16) 
2 siu ġ. sin c A 


De même, en mettant dans l’équ. (3), 2 cos’? 4 — 1 pour 
cos 4, ona : 
+ sin p. „sin (p — 4) 

sin Ô.sin c 


cos LAS 


CIE, (t7) 


Enfin en divisant la 1°° de ces équ. par la 2°, 
— sin (p— b).sin (p— c) 
sin p.sin (p—a) ``’ 
L'une quelconque de ces trois équ. résout la question: 
2° Cas, Étant donnés lestrois angles A,B,C, trouver Le côté a? 
La propriété du triangle are (p. 269 ), appliquée 


aux équ. précédentes, par la substitution des valeurs (1) et (2), 
et posant 


aug >AS 


(18) 


2P=A+B+C, 


(*) Comme le premier membre est essentiellement positif, ainsi que 
sin b et sin c (attendu que b et c sont < 180°), on voit qu’il faut qu’on ait 
à la fois c < b+ a, et c > b—a, puisque les relations contraires sont visi- 
blement absurdes ; on retrouve donc tci le théorème 6°, page 268. 
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cos P. cos s (P—4) 


npa) 
donne sn 37 sin BisinC | 
51, _ tos(P — B).cos(P — © 
sg ST sin Z.sin C. 
AT © cos P .cos (P— 4) 
MOST 00 (P— B). cos (P— Cy 


3° Cas. Étant donnés deux côtés aetb, etl angle compris C, 
trouver le troisième côté ? 


L’équ. (4, p.271) peut être employée sous cette forme 
cos c = cos a cos b (1 + tang a tang b cos O). 


Connaissant deux côtés b,c, et l'angle compris 4, on peut 
trouver le 3° côté a, à l’aide de l’équ. fondamentale (3, p.271), 
en la rendant propre au calcul logarithmique. On pose 


cos À = 2 cos’ į A — 1, cos a=1—2 sin ;4, 
d’où r—25sin*! a =cos(b + c) +2sin bsin c cos*t À, 
ZI Lab: (b+c) +2 sinb sin ecos? i A; 
soit pris un arc vtelque sin v = cos: 4V/sin b sinc, 
et on asin? ; a = sin ; (b + c)— sin? v 
sin + a = sin į (b + c + 2v) sin (b -+ c — 29), 
d’après l’équ. (6) ( T- I, p. 373). ` 


4° Cas. Étant donnés deux angles C et B, et le côté adja- 
cent a, trouver le troisième angle A? : 


L’équ. (7), p. 272, donne 
cos À = cos B cos C (tang B tang C cos a — 1). 


On peut aussi recourir au triangle supplémentaire, et, par 
la théorie qui précède, on trouve 


sin v = sin + ay sin Ø sin ©, 
cos 4 À = sin } (B + C + av) sin 4 (B + C'— 20) 
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5° Cas. De deux cőltés et les angles opposés, connaissant 
trois élémens , trouver le quatrième ? 


T} faut recourir à la règle des quatre sinus, équ. 5, p. 27r. 


644. Excepté lorsqu'on connaît les trois côtés, ou les trois 
angles d’un triangle, tout problème de trigonométrie sphé- 
rique comprend au rang des données un angle et un côté adja- 
cent, outre un troisième élément : dans ce qui suit , nous dé- 
signerons toujours cet angle par À, etce côté par 4. Abaissons 
de l’un des angles C (fig. 29) un arc CD perpendiculaire sur le 
côté c : çe côté c sera coupé en deux segmens g et g', et Pan- 
gle C en deux angles # et b’, savoir : 

c=p+9, C=b94". 

Bien si que l’une de ces parties sera négative dans cha- 
que équation , si l'arc perpendiculaire tombe hors du triangle, 
cas qui se présente lorsque l’un des angles A et B de la base 
est aigu et l'autre obtus : cet arc tombe, au contraire, au-de- 
dans du triangle quand ces deux angles sont de méme espèce. 
En effet, des deux triangles rectangles 4CD , BCD, tirons les 
valeurs de l’arc perpend. CD, par l'équ. (r), p. 272, 


tang CD = tang À sin @ = tang B sin ọ' 


Si les angles 4 et B sont de même espèce ; leurs tangentes ont 
même signe ; sin @et sin @’ sont donc dans le même cas : mais 
quand 4 et B sont d'espèces différentes, leurs tangentes, et 
par suite sin ọ et sin g’ doivent avoir des signes contraires ; 
alors l'arc perpendiculaire CD tombe hors du triangle, et l'un 
des segmens g et ga seul le signe —. 


645. Dans la figure 29, on voit que le triangle ABC est dé- 
composé en deux, 4CD, BCD, qu’on peut traiter séparément, 
et dont la résolution fait connaître les élémens non donnés, à 
l’aide de ceux qui le sont. Ce procédé conduit à des équ. sim- 
ples, auxquelles le calcul des log. s'applique facilement. C’est 
ce que nous allons montrer. 


On résout d’abord les triangles 4CD,BCD, pour en tirer 
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l’une des parties @ ou b, diu côté c ou de l'angle C, en suppo- 
sant connus l'angle 4 etle côte adjacent b. Leséqu. (p et q) 
p. 272 conduisent aux équ. (1 et 2). Puis tirant dechacun de 
ees triangles les valeurs de l’arc perpendiculaire CD, et éga- 
lant ces valeurs , on obtient les équ. (5,6,7 et8), lesquelles 
viennent respectivement des équ. (m,s,r et p). 


Tang ọ=tang ò cos 4,.. (1); cot 8 = cos btang 4... (2) 


c—=@+#", Seo a. * (3); CGE]... (4) 
cosa _ cos @ 7 cos A _sinð 
cosb  cosọ’` 9; cos B aap (6) 
tang À _sin @ en); tang a __cosb 8 
tang B ino press... 19); ang 07 eos7° "2 ) 


sin À _ sin BR AY. sin € É i 
sna  sinġ since U ‘+ (9) 


Voici les divers cas qui peuvent se présenter, et la manière 
de les traiter par ces équ. en ayant soin d’ailleurs d’avoir égard 
aux signes des sin., cos. et tang., signes qui sont positifs ou né- 
gatifs, selon que ces lignes appartiennent à des arcs < ou >90°. 

Outre les données À etb, on a encore un 3° élément. 


1°, Si l'on connaît c (deux côtés b elc, et l angle compris A), 
l’équ. (1) donne (g), (3) donnee’, etcesarcs peuvent recevoir le 
signe — ; (5) donne a; (7), B ; enfin (9), C, dont l'espèce est 
d’ailleurs connue (n° 644). 

29. Si l’on a C (deux angles À et C, et le côté ice by, 
l’équ. (2) donne 8; (4), #, qui peut être négatif ; (6),-B; (8), a; 
(9), c, quiest d’espèce connue. 

3°, Quand on connaît a (deux côtés a et b, et l'angle op- 

posé A) Y'équ. (1) donne; (5),9'; (3),c; (get 9), Bet C: 
ou bien, (2) donne 8; (8),#'; (4),c; (Get 9), B et c. 
Dans ce cas, le problème a en général deux solutions; car 9° 
ou & étant calculé par un cosinus, l’arc a le double signe Æ ; c 
et Cont donc deux valeurs, à moins qu’on ne soit conduit à 
en rejeter une comme négative, ou >> 180°. Les équ. (6 et 7) 
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donnent ọ' et 4’ par leurs sinus et il en résulte deux valeurs 
de B; de même pour C etc. -- 

4°. Quand on connaît B (deux angles A et B, etle côté op- 
posé b) Péqu. (2) donne 8; (6), V; (4), C; (8 etg), a etc. 

Ou'bien (1) donne g; (7); g’; (3), c; 6 etg), aet C. 

Il existe encore ici deux solutions, car @’ ou 0’ étant donné 
par un sinus, larc a deux valeurs supplémentaires; ainsi c 
dans l’équ. (3), et a dans l’équ. (8), reçoivent deux valeurs : 
de même pour a et c dans (5 et 4), etc. 

Observez que dans chacun des quatre cas que nous venons 
d'analyser, on ne se sert que des équ. marquées de numéros 
soit pairs, soit impairs : lorsqu’on a le choix des deux sys- 
tèmes, on doit préfèrer celui qui conduit à des calculs plus 
simples ou plus précis (*). 

646. Voici plusieurs conséquences importantes (fig. 29)- 


cos b— cos a _ cos g— cos g" 
cosb+ cosa cos @+ coso’ 
vertu des équ. 7 et 8, T. I, p. 373, comme c =ọ +9ona 
tang į(ọ' — ọ)= tang +: (a +b). tang + (a—b).cot ic... (10). 
Connaissant les trois côtésa,b,c, d’un triangle, cetteéqu. fait 


connaître la demi-différence de segmens @ et g’, et par suite ces 
segmens mêmes, puisque $ c est leur demi-somme. En résol- 


1°, L’équ. (5) donne t en 


(*) Pour résoudre un triangle sphérique où Pon connaît soit deux côtés et 
un angle, soit deux angles et un côté, abaissez de l’un des sommets un arc 
perpendic. sur le côté Gpposé, pour former deux triangles rectangles, dont 
Pun ait deux parties connues, outre l'angle droit. Cet arc ne doit donc pas 
partir de l’angle donné dans le 1°? cas, ni tomber sur le côté donné dans le 
2° cas. Résolvez ce triangle rectangle, et calculez les deux segmens 4 et 4’ de 
la base , ou ceux 8 et 8’ de l’angle du sommet. Les équ. 5, 6, 7 et 8, s’énon- 
cent ainsi : 

19. Les cos, des deux côtés de l'angle d'où part l'arc perpend. sont comme les 
cos. des segmens respectifs de la base; les cot. de ces côtés sont comme les cos. 
respectifs des segmens de l'angle au sommet ; 

29. Les cot. des deux angles à la base sont comme les sinus respectifi des seg- 


mens de la base; les cos. de ces angles sont comme les sinus des segmens respec- 
tifs de l'angle au sommet. 
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vant les triangles rectangles 4CD, ACD, on obtient lesan- 
gles 4 et B, savoir : 


cos A = tang ¢ cot b, cos B — tang ¢' cota... (11). 


°. L'équ. (7) donne de même (voyez n° 360 et équ. 3, T. I, 
P: 37 ): 
tang 4 —tang B sin g— sin ® __tang;(o' MY 
tang À +angB sin @ + sin $ Cure 
sin (4 — B) 
sin (Z+ 8) 
Quand on connaît deux angles A,B et Le côté à sat c, cette 
équ. donne & ét 9" (fig. 29) : les ‘équ. (11) détérminent ensuite 
a et b. 
3°. L’éqa. (6) donne, en opérant de la mème pans 
tang * (#—6) = tang + (4+ B). tang ; (4—B). tang Cie. (13). 
Lorsque les trois angles A, B, C, ‘sont donnés, cette + fait 
connaître 8 et 8’; on a ensuite les côtés a et b, en résolvant les 
triangles 4CD ,BCD, 
cos b = cot $ cot 4, cos a=cot 4 cot B... (1) 
4°. Enfin, Péqu. (8) donne de même. 


tang 4 (9 — p) = 


sin (a—b) b) è 


= re JA cot į . (15) 


Connaissant deux côtés a,b, et langle compris C, on obtien- 
dra'ĝ et 6, puis Aet B par les équ. (1). i 

Les équ. que nous venons d'établir servent à démontrer les 
théorèmes connus sous le nom d’analogies de Néper. Égalons 
les valeurs (10) et (12) de tang į (9° —#); nous aurons , à cause 
de sin 24—2 sin cos 2, 


tang + (8 —6) = 


sint(4—B) cos:(4—8B) 
sin {1+B),cos!(A+B) 
sin a—sind  sin.4—sin B 
ETES Sin À + sin 2° 
:(a—b) tang ; (4 — B) 

a (ab) ilangi (ALBY 


tangi(a-+b).tangi a-b)== anse. (16) 
Or, l’équ (9) donne 


D'où (n° 360) 
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` Mulüpliant l’équ. (16) membre à membre par cette dernière , 
tous les facteurs qui né sont pas détruits sont au carré ; pre- 
nant la racine, il vient . 

tang į (a — b) = TE D tang 3€ 

cosi (1 — 8) 

cos: (AFB) 

en divisaut l’équ. (16) par la précédente. 

Égalons les valeurs (13 et 15) de tang + (0—8), et opérons 
de la même manière sur J’équ. résultante, ce qui revient à 
changer 4 et B ci-devant en a et b, et réciproquement , puis € 
en C; nous ayons 


se. (19) 


et tangi(a+b)— „tang ¿c (*), 


1 sin $ (a— b) 1 
PET ALT ana re AR 
cos = (a— b) ; 
CHE TRES 

Telles sont les analogies de Néper : on s’en sert principale- 
ment pour trouver deux côtés a et b d’un triangle, lorsqu'on 
connaît le 3° côté c et les deux angles adjacens 4 et B (équ: 17); 
ou bien, pour trouver deux angles AetB, connaissant les deux 
côtés opposés a,b, et l’angle compris C (équ. 18). 

Triangles isoscèles. Soient C et B les deux angles épaux 
d’untriangleisoscèle (fig. 2gbis) , b etc les deux côtés égaux , 4 
l’angle du sommet, a la base; l'arc perpend. qui va du sommet 
au milieu de la base, donne deux triangles rectangles syme- 
triques, dans lesquels on trouve les relations suivantes, for- 
mées descombinaisons 3 à 3 des quatre élémens 4, B, a,b; 
ces équ. font connaître l’un quelconque de ces arcs, quand où 


tang ! (44 8) = 


(*) Comme tang : c .cos iqa — B) est une quantité positive, il faut que 


tang Tiat b ) et cos : (A+B) aient méme signe, d’où l'on cou:'ut que 


la demi-somme de deux angles quelconques est toujours de la méme espèce que 
la demi-somme des deux côtés opposés , et réciproquement 
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a les deux autres. Ainsi, de ces quatre parties d'un trian- 
gle sphérique isoscèle, l'angle A du sommet, la base a, l'un 
b des côtés égaux, et l'un B des angles égaux, deux étant dona 
nés, on peut'trouver les deux autres. 


sin ¿a= sini Asin ġ,.... (m) 
cos ġ e oc NE (4) 
tang ; a = tang bcos B,.... (p) 


cos į À = cos = a sin B,.. 167, (8) 
Des problèmes qui ont deux solutions. 


647. Tout triangle sphérique résulte de la section d’une 
sphère par trois plans qui passent au centre. La figure 31 a 
pour base le cercle KMK’, et représente un hémisphère produit 
par l’un de ces plans: les deux autres plans donnent les demi- 
circonférences 4Ca, BCB”, qu’on voit ici en perspective; leurs 
plansse coupent selon le rayon CO, et déterminent le triangle 
sphérique 4BC. Les arcs CA, Ca, sont supplémentaires; l'an- 
gle 4 est l’inclinaison du plan 4Ca sur la base KK”. En me- 
nant le plan MCm, par le rayon CO, perpendiculairement à 
cette base XX”, puis prenant M4 = MA, de part et d'autre 
de ce plan MCm, on obtient un deuxième plan Æ'C«' symé- 
trique à 4Ca, et l'on a 

ma=ma, AC=A'C, Ca=Cx, A=A=a=«. 


Si l’on fait tourner le plan 4Cz autour du rayon CO, pour 
prendre toutes les positions CK , CB, Cf,... ce plan sera per- 
pendiculaire à la base quand il coïncidera avec MCm; puis, 
dans l’une quelconque de ses positions, il formera avec 1 base 
deux angles supplémentaires, Pun en -dessous, l’äütre en- 
dessus de ce plan. Les arcs CB, CA, Cf,... croissent en s'é- 
cartant de l’are perpend. CM =y, qui est le plus petit de tous 
jusqu’à Parc perpend. opposé Cm, qui est le plus grand. En 
effet, le triangle Lip ACM, où CA=b, donne... 
cos ACM — cot b tang +! , et le facteur tang Ÿ est constant. 

Quand l'angle ACM est devenu de go°, comme pour l'arc 
CK, dont le plan est perpend. à MCm, on a cot b= 0, et 
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l'arc CK = 90°. Le plan continuant ensuite de tourner vers 
Ca’, cos ACM devient négatif, eteroît ainsi que cot% ; en sorte 
que l’arc Ce’ continue d'augmenter. Tout est d’ailleurs symé- 
trique des deux côtés du plan MCm ; ainsi les ares et les in- 
clinaisons seront deux à deux égales, pour des ares égaux 
MA = MA', savoir CA = CA’, angle 4 = A.. 

En tournant ainsi, le plan coupant s'incline d’abord de plus 
en plus sur la base KMK’, en devenant CB, CA, CK, car le 
triangle rectangle 4CM donne encore 

sin Y =sin bsin 4,.... (16) 
équ. dont le 1% membre est constant, et où sin à va d’abord 
en augmentant, comine on vient de le dire : ainsi sin 4 décroît 
en même temps. Mais dès que le côté b atteint 90° (alors CZ 
devient CK = 90° = MK), sin b diminue; donc sin 4 aug- 
mente, et l'angle À aigu à la base, a pris sa moindre valeur au 
point K, et commence à croître. Ce point K est le pôle de la 
demi — circonférence MCm; langle K est mesuré par Parc 

CM =Ņ= K, ou de Vautre côté du plan coupant, par 
Cm = 180°— 4: 

On voit donc que tous les arcs partant de C (fig. 31) pour 
aboutir en quelque point de la base demi-circulaire KMK’, 
sont <[90°; tandis que les autres qui vont en KmK’ sont>go°, 
et que CK = CK'= go°; De plus, CM = Y, et Cm=180°—y4 
(valeurs de 4 que donne l’équ. 16) sont les limites entre les- 
quelles ces arcs C 4 sont renfermés. Plus un arc approche de 
CM, et plus il est petit; plus il approche de Cm, plus, au 
contraire, il est grand. 

L’inclinaison des plans sur la base, de 90° qu’elle est en 
MCm, diminue en prenant les positions CB, CA... jusqu’en 
CK où elle devient K = + ; puis elle croît Aer , jus- 
qu’à redevenir dego? en Cm. L'angle est aigu du côté de CM, 
mais il est obtus du côté de Cm, ces derniers angles étant 
supplémens respectifs des premiers : tous ces angles obtus 
sont < 180°—%. | 

Enfin, tout est symétrique de part et d’autre de MCm, en 
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sorte que pour deux ares égaux MA et M4", les inclinaisons 
de CA, CA! sont égales ,et ces arcs sont égaux. 

D'après cela, il est aisé de reconnaître si, pour un triangle 
quelconque BCA, B'CA, larc CM perpendiculaire sur la 
base #2, tombe au-dedans ou au-dehors de ce triangle, et 
l’onvérifie les corollaires donnés n°641, relatifs aux grandeurs 
des côtés et des angles des triangles rectangles. = 

Les problèmes qui ont des solutions doubles, et qu’on a 
coutume d'appeler cas douteux, sont ceux où parmi les dori 
nées , il y a un côté et l'angle qui lui est opposé; ce qui arrive 
dans deux problèmes 3° et 4°, p. 280, scie L 2 


648. 1° Cas. On donne deux côtés a et b, et l'angle opposé B. 
Coupez l'hémisphère KMK’ (fig. 31) par un plan 4Ca,. pas- 
sant par le centre O, et qui soit incliné de l'angle 4 sur la 
base; puis prenez 4C=—b ; C sera le 1e triangle, le- 
quel doit être fermé par un are CB =a, de grandeur connue. 
Analysons ces conditions. - im MTL, à rer 

Supposons d’abord que l'angle A soit aigu, CA =$ est l'un 
des côtés du triangle que ferme le côté a qui doit toniber 
dans la région «4 MA, puisque si le côté a tombait comme 
Cf, Cé',.... le triangle CAf, CAd ...., au lieu de l'angle 
aigu 4, aurait celui qui, de l’autre côté du plan C4 p en est le 
iaphléiéets : Ce côté terminal a, partant du sommet ©; doit 
donc se rendre en quelque point de l'arc AM 4'2. Les arcs, tels 
que CZ, CB' sont deux à deux égaux et autant inclinés sur la 
base, lorsqu'ils vont en des points B, B’, à égale distance 
de M. Prenons MA = MA, MB' — MB, les arcs seront 
CA= CA=by CB! =ICB = a. CPL 


ter ue 


Or, si le côté a est <b, a tombe dans l'angle Z CA, comme 
CB, CB', et Pon à deux triangles BCA, B'CA, coinposés 
des trois élémens donnés 4, b èt a, c’est-à-dire deux solu- 
tions du problème. Alors l'un des angles B à la base est obtus, 
l'autre B’ est aigu. Au contraire, si a > b, l'arc a tombe 
comme Cf, et le triangle 4Cf' est le seui qui réunisse les 
trois élémens donnés, attendu que l'arc Cf, symétrique à Cf”, 
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se trouve exclus, comme étant situé au-dessus du plan C4. Il 
n’y a donc qu’une solution, et V'angle 8 du triangle ACJ” est 
aigu en f”, ainsi que 4. Enfin , quand le côté a > Ca=180°—b; 
arc a tombe comme CB", en-dessus du plan 4Ca, etil n'y a 
aucune solution possible. , 

Dans tout ceci, l'arc b < go°, puisqu'on a pris CA = b+: 
mais si l’on avait b = Ca > 90°, et que le côté a tombåt 
comme CB ou CB’, on aurait encore deux solutions BCx,B'Cz, 
ayant à la base, l’un l'angle B aigu, l’autre l'angle Z'obtus : 
tandis qu’on n’en aurait qu’une seule «Cf, si ce côté a tombait 
en Cf’ dans Lemne A'Ca, avec un angle f” obtus aussi bien 
que b ; enfin, il n’y aurait aucune solution, si ce côté a tom- 
bait en CB" au-dessus du plan 4Ce. 

Ainsi, quand l'angle Z est aigu, # étant > ou eR , il'n’y 
a qu’une solution, lorsque le côté b tombe dans l'espace 4C 4’, 
c’est-à-dire quéndils valeur de l'arc a est éntre het 180°—b : 
et'alors l’angle à la base est aigu ou obtus avec #: hors de ces 
limites, il y a deux solutions, ou il n’y en a aucune; deux, quand 
a tombe sur l'arc AMA’, circonstance où a< 90° ; aucune, 
quand a tombe sur l’arc «ma, ou a > 90°. aid 

Venons-en maintenant au cas où Pangle À est obtus, tas où 
le côté a qui ferme le triangle, en partant de ©, doit être au- 
dessus du plan «C4, tels que Cf, CB". ..:Le même raisonne- 
ment montre que si am Ce > 90°, et si le côté terminal a 
tombe dans l’espace « Ca pily adeux solutions, telles queæCB", 
«CB", ayant à leur base, l’une un angle B” aigu, l’autre un 
angle B" obtus : qu'il n'y en a qu'une seule KCæ, quand ee 
côté a tombe, comme ei-devant , dans l'angle # C4, l'angle K 
à la base étant aigu ou obtus en même temps que b; etenfin 
qu'il n'y en apas de possible, lorsque a tombe sur Parc 4'M 4. 

On opérera de même pour le cas de a = C4 < 90°. 

Que l’angle À soit aigu ou obtus, on voit donc que la solu- 
tion est unique, quand le côté terminal a, opposé à Fangle 
donné 4, a sa valeur entre et 180°— à : hors de ces limites, 
la question admet deux solutions ou aucune ; deux, quand 4 
et a sont de même espèce (ensemble > ou < 90°), et aucune, 
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lorsque ces arcs sont d'espèces différentes. Et s’il n’ y a qu'une 
solution; B et à sont de même espèce: Or, on sait (n° 644) que 
la perpend. abaissée du sommet C sur la base c, tombe au- 
dedans ou au dehors du triangle (ce que d’ailleurs on recon- 
naît bien sur la fig. 31), selon que les angles 4 et B à la base, 
sont d’espèces semblables ou différentes ; donc dans les équ. 
e=ç +9, C—6 #6", on prendra le signe + quand les arcs 4 
et b seront de même espèce, et — dans le cas contraire, condi- 
tion qui détermine la solution. L’ analyse du troisième cas 
du n°645 estainsi complétée, puisqu'on sait quelle est celle des 
deux solutions qu’on doit admettre. 

Donc lorsqu'on aura un triangle à résoudre, connaissant 
deux côtés a, b et un angle opposé B, on comparera aäbet 
à 180°—b; si a est l’une de ces limites, ou compris entre elles, 
il n'y a qu’une seule solution ; B et b sont de méme espèce ; C 
etc seront la somme ou la différence de leurs segmens, selon 
que les arcs A et b seront d'espèces semblables ou diffé- 
rentes. Hors de ces limites, on a deux solutions, quand A eta 
sont de méme espèce, et aucun triangle n'est possible dans le 
cas contraïre. 

Observez que la moindre et la plus grande valeurs que le 
côté terminal a puisse recevoir sont CM et Cm, l’une, Pau- 
tre 180° —+; si a n'était pas compris entre ces limites , c'est- 
à-dire entre les deux valeurs supplémentaires de que dose 
Féqu: (16), p.285, le problème proposé serait absurde , parce 
qu’on ne pourrait former aucun triangle avec les trois élémens 
donnés À, ġ et a. Au reste , ce cas n’exige pas de-calcul spécial 
pour être reconnu; attendu qu’il se manifeste de lui-même 
par une opération impraticable. 


649. 2° Cas. On donne deux angles A et B, avec un côté op- 
posé b. 

En raisonnant comme ci-dessus, on arriverait à une con- 
séquence qu'on obtient plus facilement par la considération du 
triangle supplémentaire 4’ B'O (fig. 26, n° 639). On y connaît 
les côtés a = 180°— 4, b'== 180°—B, et l'angle B'=180°— b; 
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et il suit de ce qu’on vient de dire que ees élémens appartien- 
nent à deux triangles dont un seul convient à la question, 
quand #”, côté opposé à l'angle 2", estcompris entre a’ et 180°-a"; 
ou, ce qui équivaut, quand B est entre 4 et 180°—+ 4 (en re> 
tranchant chaque arc de 180°). Alors Æ et a doivent être de 
même espèce; Cet c seront la somme ou la différence de leurs 
seymens, selon que les arcs 4 et b seront d'espèces semblables 
ou différentes. 

Ainsi lorsqu'on voudra résoudre un triangle où À, B etb se- 
ront donnés, on compareraB à A et à 180°—A ; si B est l'un de 
ces arcs, ou intermédiaire entre eux , il n'y aura qu'une seule 
solution ; À et a seront de méme espèce; dans les équations 
C=b8&b', cœ +g, on prendra le signe + quand les arcs À 
et b seront de méme espèce, et — dans l'autre cas, ce qui ap- 
prendra quelle est celle qu’on doit adopter ou rejeter des deux 
solutions que donne le calcul n°645, 4°. Hors de ces limites, il y 
a deux solutions, quand B et b sont de méme espèce, et aucune 
lorsque ces arcs sont d'espèce différente. 

En outre, l'angle B doit être compris entre les deux valeurs 
supplémentaires de 4 données par l’équ. (16); car sans cela, 
on ne pourrait former aucun triangle avec les données, et le 
problème serait absurde. 

650. Quand le triangle est rectangle, CM ou Cm (fig. 31) est 
l’un des côtés, et si l’on donne un angle et un côté opposé, il y 
a deux solutions qui se réduisent à une seule dans certains cas. 

1°. Étant donnés l’hypoténuse a et un côté b, trouver Van- 
gle opposé B? L'équ. (n), p. 272, fait connaître B par un 
sinus, qui répond à deux arcs supplémentaires. De même , 
étant donnés l’hypoténuse a et l'angle B, trouver le côté op- 
posé 4? La mème équ. donne deux ares supplémentaires 
pour le côté opposé b. Mais dans ces deux cas, on n’admet 
qu’une seule solution , parce que les deux arcs C 4 ou CA’ qui 
ferment le triangle CMA, CMA', sont symétriques : ainsi B 
et bsont de même espèce et il n’y a plus d’indécision. 

2°. Étant donnés un côté b de l'angle droit et l'angle op- 


posé B, la troisième partie cherchée admet deux valeurs : car 
T, JE 19 
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si l’on demande l’hypoténuse a, l’équ, (n) donne sin a ; si Pon 
cherche le troisième côté c, l’équ. (r} donne sin c; enfin, 
pour trouver langle € adjacent au côté connu 4, l'équ (s) 
donne sin C. Ainsi l’inconnuc reçoit deux valeurs supplé- 
mentaires pour l'arc correspondant à chacun de ces sinus. 


651. Voici quelques applications numériques. 


I. Soient a = 133° 19°, b = 57°28, A = 45023". Le triangle 
est impossible, parce que a n’est pas entre 57°28 et son sup- 
plément 122°32’, et qu’en outre Æ et a ne sont pas de même 
espèce. 

II. Il en faut dire autant si l’on a 4 = 120°, B = 51°, 
b = 101°; car on trouve que B n’est pas entre 120° et 66°, et 
que B et à ne sont pas de même espèce. 

IH. Soient b = 40° 0° 10", a= 50° 10° 30", 4A—=42°15"14"; 
il wy a qu'une solution, attendu que a est entre b et 180°—b; 
B est < 90°, et l’arc perpend. abaissé du sommet tombant 
dans le triangle, @ etg’ sont positifs ; c est la somme de ces ares. 
Le calcul des équ. (1, 5 et 3), page 280, donne 


tang b....1.0238563 cos a.... T.8064817 œ = 3195046" 
cos A....1.86033%0 cos 9... T.9291471 + = 44.44.50 
tang p....1.7031893 eos b..— 1.8842363 ec = 76.35.36 


cos g... T.8513925 


Pour trouver l’angle C du sommet , les équ. (2, 8 et 4) donnent 


cos b,,..1.8841363 taug...... 1.9238563 8 = 559959 
tang A...7.9583058 cot a..... T.g211182 6° — 66.26.21 


cot ....7.8425421 cos 8.....7.5565851 C = 1121.36.20 


cos 8",.... T.8017596 
Enfin , la règle des quatre sinus ( p. 271) donne B = 34°15'3". 
IV. Pour B—42° 15° 14", A=121° 3620", b—50°10" 30", 
on a deux solutions, parce que B n’est pas compris entre À et 
son supplément, et que B et b sont de même espèce. Les équ. 


TRIGONOMÉTRIE. SPHÉRIQUE. agr 
(2, Get 9) conduisent aux calculs suivans. 


cos b....7.8064815 ‘cos B... 1.8693340 sinb... .T.8853636 
tang À. ..0.2108864— sin 9... T.8406262— sin A...,1.9302745 


cot 9....0:0173681— cos A. ..— T.7193880— sin B.— T, 8276379 
8=—4395116" sin 8’... T,9905712+ sin a... +.9880002 


= 98. 6.19,o0u:.,..... 10105# 41" a= "7693536" 
C= La eue À 15, 3 ou C= 58.2.25 ou = 103.24 .24 
tang b..... i... 0. 0783818 cot B.. .0.0416956 


vos A... .. .T,7193874 — tangA..0.2108873 — 


tang ẹ.. ...T.798a692 — sin &...1:7239908 — 
g = — 3298 50" sing”... T.9785734 + 
P= 729. 0! OÙ eee 107951" 0” 


e= 40.0.10 où .... c = 75.42.10 


” L'une de ces deux solutions reproduit le triangle précédent; elle est /CA’ 
(fig: 31); l'autre est CA’. 


V. Connaïssant les trois côtés, trouver un angle ? 


a= 7693536" sin. +. T.9880008 les autres élémens du 

b = 50.10.30 sin.... T.8353636 triangle sont : 
<= 40. 0.10 

ap = 166.46.16 7.833644 A = 121936 19"8 
p= 83.23. 8 B = #4a:15.13,9 
p—a=  6.69.32 sim... T.0728716 C= 34:15; 2,8 
prb = 33.12.38 sin... T.7385965 += 40,51. 3,0 

sin?. : 2,9380637 95 4, 9,8" sont donnés 

z C= 19. 7.3r,4 sin... 7.469018 ci-dessus , letriangle 
C= 34.15. 2,8. étant ici le même. 


Nous terminerons la trigonométrie sphérique , en donnant 
tous les:élémens d'un triangle sphérique, comme exercice de 
calcul; cau connaissant tous les élémens du triangle, on y 
prendra à volonté trois de ces élémens pour données, et le 
calcul devra reproduire les trois autres. 


a 


19.+ 
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Log. sin. Log. cos. | Log. tang. 


121036" 19"81 | T.9302747 1.7193874 — | 0.2108873 — 
42.35. 13,66 T.82:6379 7,8693336 T. 9583043 
34.15. 2,76 | T.7503664 >- | 71.9172850 T.8330804 
76-35.36,0 | T. 9880008 71.3652279 0.6227729 
50.10.30,0 | 1.8853636 1.806481 o.0788319 
40. 0.10,0 | 1.808926 1.882363 T.9238563 
=—32. 8.50,0 | T.7259905 — | T.o277212 

17.9785741 T. 4864674 ô.4921067 
T:8406263 — | T.8579964 T.9826249 — 
1.995733 1.3141076 0.6764657 


WU I 


A 
B 
G 
a 
b 

c 

? 
$ 
[1] 

g 


On a pour l’arc perpendiculaire 
p= 40.51. 3,0 | T.8156388 


II. SURFACES ET COURBES A DOUBLE COURBURE. 


Principes généraux. 


652. Pour fixer (fig. 32) la position d’un point M dans l'es- 
pace, on conçoittroisaxes Ax, Ay, 4z, que nous supposerons 
rectangulaires pour plus de facilité, et les plansz Az, z Ay, ZAY, 
qui passent par ces lignes; puis on donne la distance PM, ou 
z=c, de ce point à sa projection P sur Pun de ces plans, 
ainsi que cette projection, et par conséquent les coordonnées 
AN, AS du point P, oux=a,7=b : les données a, b et c 
ne sont autre chose que les distances MQ, MR, MP à ces 
trois plans; ces droites achèvent le parallélépipède QN. 

En considérant qu’outre l'angle trièdre z Azy, les trois plans 
coordonnés forment sept autres trièdres, on verra bientôt que 
la position absolue du point M dans l’espace n’est fixée par les 
longueurs de a, b, c, qu'autant qu’on introduira les notions 
sur les signes (n° 340). Ainsi, au-dessous du plan z4y, conçu 
dans son étendue indéfinie, les z sont négatifs; si le point est 
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à gauche du plan z 47, vers z', x est négatif; y l’est en arrière 
du plan zax. 

653. Imaginons une équ. entre les trois coordonnées x, y, 2, 
telle que f(x, y, z)= 0 ; elle sera indéterminée. Prenons, pour 
deux de ces variables, des valeurs quelconques x = a = AN, 
y=b= PN (fig. 32); notre équ. donnera, pour z, au moins 
une racine z=c. Si c est réel, on élèvera en P la perpend- 
PM =c au plan yAx, et le point M de l’espace sera ainsi dé- 
terminé. Changeant de valeurs pour les arbitraires x et y,c.-à-d. 
prenant à volonté des points P sur le plan x y, on tirera de 
l’équ. autant de valeurs de z; tous les points M, ainsi obtenus, 
seront sur une surface, qu’on forme en les unissant par la pen- 
sée, et établissant entre eux la continuité : cette surface sera, 
par ex., un cône , un cylindre, une sphère; f(x, y, z) =0 sera 
l'équation de la surface , parce qu’elle en distingue les divers 
points de tous ceux de l’espace. Si z a plusieurs racines réelles, 
la surface aura plusieurs nappes; et si z est imaginaire, la per- 
pend. indéfinie éleyée en P au plan zy ne la rencontrera pas. 

Si, aprèsavoir pris une valeur fixe de y, telle que y=b=48S, 
on fait varier x, l’ordonnée PM =z se mouvra suivant SP 
parallèle au plan zz, et les variations correspondantes qu’elle 
éprouvera seront déterminées par f(x, b, z)=0 , qui est par 
conséquent l’équ. de l'intersection de la surface par le plan SM, 
entre les deux coordonnées x et z, comptées dans le plan QMPS- 
De même, en faisant r==a, ou z= c, on a les intersections 
de la surface par des plans MN, ou QR , parallèles aux yz ou 
aux ty. 

z= oest visiblement l'équ. du plan x7,2= c celle d’un plan 
qui lui est parallèle , et en est distant de la quantité c; r= o 
est l’équ. du plan yz, x = a est celle du plan qui lui ést paral- 
lèle, mené à la distance à. 


654. Le triangle rectangle AMP donne z° + AP’ = AM’ ; 
et comme on tire de APN, AP*=zx+7,ona 


strem R, 
en faisant AM =R. Donc, 1°. la distance d’un point à l’origine 
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est la racinedes carrés des trois coordonnées de ce point. 2°. Si 
æ, y et z sont variables, cette équ. caractérisera tous les points 
de l'espace dont la distance à l'origine est la même et = R : 
c'est donc l'équation de la sphère qui a R pour Hyn et le 
centre à Forigine. 
Soient deux points, l’un N(x, y, z), l'autre M(#, 7,7) 
(fig: 33), nét m leurs projections sur le plan zy, mn est celle 
dela ligne MN = R. Or (n° 373), ona ~ 


me —=(z— x) + (yy. 
De plus, MP, parallèle à mn, forme le triangle MNP rec- 
tangle en P; d’où MN'=MP+PN'=mn+#PINe ; et comme 
PN=Nn-Mm=:—2z,0ona 
(=L Hg) + (2) R: 
R est la distance entre les points (x, y, 2), (x, x’, 2°) (*); et si 


Vón regarde x, y, z comme des variables, cette équation est 
celle d'une HN de rayon R, et dont le centre est situé au 
point M(x’, y’, x’). 

655. Concevons une surface cylindrique droite à base quel. 
conque (n° 287); cette base est une courbe donnée sur le plan 
xy par son équ. f(x, 7) = o. En attribuant à x et y des va- 
leurs qui satisfassent à cette équ., le point du plan zy que ces 
coordonnées déterminent, est un de ceux de la courbe qui 
sert de base au cylindre ;.la perpend. z indéfinie, élevée en ce 
point au plan æy, est une génératrice de ce comps ; ainsi, quel- 
que valeur qu’on attribue à z, l'extrémité de cette perpend. 


(*) Comme mB, nC (fig. 33) parallèles à Ay, donnent BC = x — x = Ja 
projection de MN sur l'axe des z, on voit. que la longueur d'une ligne dans 
l'espace est la racine carrée de la somme des carrés de ses projections sur les 
trois axes. 

On a aussi MP = MN.cos NMP ; donc la projection mn est le produit de 
la longueur projetée par le cos. de l’inclinaison; et réciproquement une 
ligne dans l’espace est le quotient de sa projection sur un plan divisé par le 
cosinus de l’angle qu’elle fait avec ce plan. Ces théorèmes s'étendent aussi 
aux aires planes sivuées dans l’espace. (Voyez n° 793.) 
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sera sur la surface du cylindre, en quelque point qu’on la ter- 
mine. Donc l'équation de la surface d'un cylindre droit est celle 
de sa base jou f(x, 7) =o. 

Si la génératrice du cylindre droit est perpend. au plan des 
xz, l'équ. de cette surface est celle de la base tracée sur ce 
plan, ete. 

Le inème raisonnement prouve que l’équ. d’un plan perpend: 
à l’un des plans coordonnés est celle de sa Trace sur celui-ci, 
e.-à-d. de la ligne d’intersection de ces deux plans. Soit donc 
AB=a(fig. 33 bis), a=tang CBI, x=az+4 a, qui est l’équ. de 
la ligne BC sur le plan z4x, est aussi celle du plan F£BC, 
perpend. à z4x, et menée suivant BC. 


656. Soient M =o, N = 0, les équ. de deux surfaces quel- 
conques ; chacune de ces équ. distingue en particulier ceux des 
points de l'espace qui appartienent à la ligne suivant laquelle 
ces surfaces se coupent. Donc, un point est déterminé par trois 
équations entre x, y, Z, qui sont les coordonnées de ce point ; 
une surface par une seule équation ; une courbe en a deux, qui 
sont celles des surfaces qui, par leur intersection, déterminent 
cette Ligne. Comme il y a une infinité de surfaces qui passent 
par une ligne donnée , on sent qu ’une même courbe dans l’es- 
pace a une infinité d'équations. 

‘Si Von élimine z entre M=—0, N= 0, on trouvera une équ. 
P=o en x et y; ce sera celle d'an cylindre droit, qui coupe 
nos deux surfaces suivant la courbe dont il s’agit, et aussi l’équ. 
de la projection (n° 272) de cette courbe sur le plan zy. De 
même, en éliminant y, on aura l’équ. Ọ =o de la projection 
sur le plan æz, ou du cylindre projetant; P=0, Q=0, sont 
les équ. de nos deux cylindres, qu’on peut substituer aux sur- 
faces données; ce sont les équ. des projections de notre courbe, 
et celles de la courbe même : done, on peut prendre pour équ. 
d'une courbe les équ. de ses projections sur deux des plans 
coordonnés. 


657. Appliquous ces principes à la ligne droite. Nous pren- 
drons pour ces équ. celles de deux plans quelconques qui la 


Www.rcin.org.pl 


296 ANALYSE A TROIS DIMENSIONS. 

contiennent; mais il sera convenable de préférer ceux qui four- 
nissent des résultats plus simples. L’axe des z a pour équations 
T=0, ÿ—=0, qui sont celles des plans yz et zz. De même 
x =a, y =ß, sont les équ. d’une droite PM (fig. 32) paral- 
lèle aux z, et dont le pied P, sur le plan xy, a pour coordon- 
nées æ—«, y= 8. On raisonnera de même pour les autres 
axes; x—0, 2 = 0 sont les équ. de celui des y, etc... 

Soit une droite quelconque £F, dans l’espace (fig. 33 bis) ; 
conduisons un plan FEBC perpendiculaire au pian zz; BC en 
sera la projection sur ce plan (n° 272). De même on projettera 
EF en HG sur le plan yz; les équ. de ces projections, ou des 
plans projetans, sont celles de la droite EF, ou 

z=az+4 a, 

x =bz + 8. 
Il sera aisé de voir que æet 8 sont les coordonnées 4B, 4G, du 
point Æ où la droite EF rencontre le plan zy, et que a et b 
sont les tangentes des angles que ses projections BC, HG font 
avec l’axe 4z, En éliminant z, on obtient l'équ. de la projec- 
tion sur le plan £y, 

ay = bx + a8— bu. 

658. Si la droite EF (fig. 33 a is) passe par un point donné 
F(x’, x’, 2), les projections Cet H de ce point sont situées sur 
celles de la droite; donc les équ. sont (n° 369) : 

x—x —a(z— 2), 

Jr =b(z —2). 
On trouvera aisément les valeurs de a et à lorsque la droite 
doit passer par un second point (x", y”, z"). 

Quand Ja droite passe par l’origine 4, ses équations sont 

zæaz, y=bz. 

IL est aisé de voir que les projections de deux droites paral- 
lèles sur le même plan, sont parallèles (n° 268); donc les équ. 


de ces lignes doivent avoir pour z les mêmes coefliciens a et b, 
et différer seulement par les valeurs des constantes æ et £, 
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Équations du Plan, du Cylindre, du Cône , ete. 


659- Quelles que soient les conditions qui déterminent la 
nature d'une surface , elles se réduisent toujours, en dernière 
analyse, à donner la loi de sa génération, qui consiste en ce 
qu'une courbe Génératrice, variable ou constante de forme, 
glisse le long d'une ou plusieurs lignes données, qu’on nomme 
Directrices. L’équ. de la surface engendrée s'obtient en raison- 
nant ici comme au n° {62 ; nous allons en douner divers exem- 
ples, en commençant par le plan. 

Un plan DC (fig. 34) est engendré par une droite EF, qui 
glisse sur deux autres qui se croisent : les traces BC, BD de ce 
plan sur ceux de xz, yz, se rencontrent en B sur l’axe des z, 
et ont pour équations, savoir, 

BC. LT 0 24240, 

BD. Re E 0, am By eC. (1), 
en faisant 4B = C. La trace BC, glissant parallèlement le 
long de BD; engendre ce plan BDC; c’est ce qu'il s’agit d'ex- 
primer par l'analyse. 

Soit EF une parallèle quelconque à BC, dans l'espace; le 
plan projetant EHIF sera parallèle à zx, HI le sera à Ax. La 
projection de EF" sur le plan zx le sera à BC; en sorte que les 
équations de EF seront 


J=4, 2—=AT+#B... (2). 
Pour avoir le lieu Æ de l'intersection de ÆF avec la directrice 
BD, éliminons z, y etz entre les quatre équations (1) et (2), 
il viendra l’équation de condition 
B= Ba +C... (3), j 

qui exprime que les lignes BD et EF se coupent. Si donc on 
donne à g et 8 des valeurs qui y satisfassent, on sera sûr que 
les équ. (2) seront celles de la génératrice dans une de ses po- 
sitions. Concevons donc qu’on mette dans (2) pour £ sa valeur 
Ba-+ C, ces équ. seront celles d’une génératrice quelconque, 
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dont la position dépendra de La valeur qu’ on attribuera à lar- 
bitraire a. On en conclut que, si l’on élimine æ entre elli 
c.rà-d, æ et 8 entre les trois équ. (2) et (3), Véqu: pisilin 


z= Ax+Br+0, 


est celle du plan, puisque z, y et z représentent les coordon- 
nées des divers points d’une génératrice quelconque. 

C'est le z à l’origine, ou 4B; A et B sont les tangentes des 
angles que font avec les axes des x et des y les traces BC, BD 
du plan , sur ceux des xz et des yz. 

Si l'on fait varier C seul, le plan se mewt parallèlement, parce 
que ses traces demeurent parallèles (n° 268). Donc 

1°, Toute équation du 1“ degré est celle d’un plan; 

2°. Deux équations quelconques du 1“ degré sont celles 
d’une ligne droite ; 

3°. Lorsque l’équ. d’un plan est donnée, on obtient les équ. 
des traces sur les plans des zz, yz et zy, en faisant successive- 
ment y =0,2=0,4=0; ce sont les équ. de ces plans. Ainsi, 
Az + By+C=0o est l’équ. de la trace du plan sur celui 
des zy. 

. On aurait pu mt ad une droite ant dans l’espace 
pour génératrice, et la faire glisser sur les traces; ce calcul 
plus compliqué, auquel on pourra s'exercer, aurait conduit 
au même résultat. 


660, Le même raisonnement sert à trouver l'équation du 
Cy lindre. Soient M=0, N —0, les équ. d’une courbe quel- 
conque donnée dans l’espace , sur laquelle doit glisser la droite 
génératrice, en restant parallèle à elle-même (n° 287). Dési- 
gnons par 

x=az+a, yÿ—b248... (1), 
les équ. d’une parallèle à la génératrice, a et à étant donnés, 
a ét 8 dépendant de la position de cette droite. Or, pour qu'elle 
coûpe la directrice, il faut que ces quatre équ. puissent co- 
exister; c.-à-d. que , si Pon élimine x, y et z entre elles, et 
£ doitent être tels, que l’équ. finale 8 Fa soit satisfaite.Si 
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l’on met dans (1) Fæ pour 8, ces deux équ. séront donc celles 
d’une génératrice quelconque, dont la position dépendra 
de la valeur de æ; et si l’on élimine ensuite æ entre elles, on 
aura une relation entre x, y etz, qui aura lieu pour une gé- 
nératrice quelconque ; ce sera par conséquent l’équ. cherchée. 

Coneluons de là que pour trouver l’équ. d’une surface cylin- 
drique , il faut éliminer x, y etz entre les équ. (1) et celles 
M—o, N—o, de la courbe directrice; puis , dans l’équ. de 
condition 8— Fu, qui en résulte, mettre x — az pour #, et 
y— bz pour £ ; l'équation du cylindre est donc de la forme 
y — be = F(x — az), la forme (*) de la fonction F dépendant 
de la nature de la directrice, (Xoy. n°* 945 et 919) 

Si, par ex., la base est un cercle de rayon r, tracé dans le 
plan æy, et placé comme l’est celui 4E de la fig. 36, le diamètre 
AE sur Vaxe des x, et l’origine en 4, les équ. de la directrice 
sont ÿ®+x=orx, 2=0 ; éliminant œ, y etz par les équ. (1); 
vient 8° + «= 2ra, pour l’équ. de condition (**). Ainsi 


(y — bz) + (x— az) = 2r(x— az) 


est l'équ. du cylindre oblique à base circulaire ; la direction de 
laxe donne les valeurs de a et b, Si cet axe est dans le plan zz, 
on ab=0, 


+ (x — az) = 2r(x — az). 


(*) Les signes Fr, fx, @xr... servent à désigner des fonctions différentes 
de x; ils indiquent des formules dans lesquelles la même quantité x entre, 
mais combinée de diverses manières avec les données. Au contraire , fr, fz 
sont Ja même fonction de deux quantités différentes x et z : en sorte que si 
Pon changeait z en x dans celle-ci, on reproduirait identiquement l’autre 


fl Vite) (Es désignent que si l'on faisait yz + a = zx, et 
te = x, ces fonctions deviendraient identiques, et = fx. 


(**) Cela est visible de soi-mème , puisque wet £ sont les coordonnées du 
pied de la génératrice. Même remarque pour le cône. 


On pourrait trouver l’équ. du plan, en le considérant comme un cylindre 
dont la base est une ligne droite.” 
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Enfin, si le centre du cercle est situé à l’origine, il suffit de 
remplacer le second membre par 7°, 

66r. Soient 7-0, ND nn (1), 
les équations de la directrice quelconque d’une surface conique 
(n° 289). Les coordonnées du sommet étant a,b,c, toute droite 
qui passe par ce point a pour équ. (n° 658), 

T—a—a(2—c), y—b—#z—0c)... (2). 

Si cette droite rencontre la courbe , elle sera une génératrice : 
éliminons donc x, y et z entre ces quatre équ., et à l’aide des 


équ. (2), éliminons « et £ de l’équ. finale 8— Fæ, nous aurons 


pour le cône une équation telle que e 


É bre PE z—a 


Z =c Zc, 


La forme de la fonction F, dépendant de la courbe directrice, 
est donnée par le calcul même que nous venons d'exposer. 
(Por. n” 745 et 910.) 

Par ex., si la base est le cercle ZÆ (fig. 36), ces équ. sont 
2=0;7*+2°— 2rx ; Vorigine est à l'extrémité 4 du dia- 
mètre , lequel est couché sur l'axe des x ; l’équ. de condition 
B= Fa est ici 


(a— ac} + (b —8Bc) = 2r(a — ac) ; 
d'où (az—cx) + (bz— cy =ar(z—c). (az— cT). 


Telle est l'égu. du cône oblique à base circulaire, le som- 
met S étant au point (a,b,c). Si nous voulons que l'axe SC 
soit dans le plan zz, comme on le voit (fig. 36), on fera b=o, 
et il viendra 


elx’ + y?) + 2c(r — a)xz + a(a — 2r)z° + 2acrz —20Tx = 0. 


Enfin, quand le cône est droit a =r. Il est alors plus commode 
de prendre l’axe des z pour celui du cône, et Pon trouve, pour 
l'équ. de cette surface ainsi disposée, 


Ce y )=r(z—c), ous + 7 = ms — e), 
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en nommant m la tangente de l'angle formé par l’axe et la gé- 
nératrice , ou posant me =T. 

Si le cercle de la base n’était pas tracé dans le plan zy, 
mais dans un plan incliné sur les æy, et perpend. aux zz, 4 
étant la tang. de langle que cette base fait avec le plan zy, il 
faudrait remplacer les équ. (1) parz= 4x et t+ y’ +z =r. 


662. On peut concevoir toute surface de révolution comme 
engendrée (n° 286) par le mouvement d’un cercle BDC(fig. 37), 
dont le plan est perpend. à un axe 4z, le centre J étant sur cet 
axe, et le rayon JC tel, que ce cercle coupe toujours une 
courbe quelconque donnée C4B. Nous ne traiterons d’abord 
que le cas où l’axe est pris pour celui des z. Tout cercle BDC 
dont le plan est parallèle aux zy, a pour équ. celles de son 
plan et de son cylindre projetant, ou 


20, 6 ua hp, (1); 
en faisant AI=8, et le rayon IC =a. 


Les équ. de la directrice donnée CAB étant 
Moi N= 0 (a); 


pour que ces courbes se rencontrent, il faut qu’en éliminant 
x, y et z entre ces quatre équ., la relation 8= Fæ, à laquelle 
on parviendra, soit satisfaite. Si l’on met Fæ pour £ dans (1), 
ces équ, seront alors celles du cercle générateur dans une de ses 
positions dépendante de z ; et si l’on élimine ensuite «, on aura 
l’équ. demandée. Ainsi, on éliminera x, y et z des quatre 
équ. (1) et (2); puis dans l’équ. finale 8= Fa, on mettra z 
pour 8, et W(z* + 7°) pour «; l’équ. de la surface de révo- 
lution a donc la forme z = F(x* + y’) : celle de la fonction F 
dépend de la nature de la courbe directrice, et est donnée par 
le calcul que nous venons d'exposer. 

I. Soit d’abord pris pour directrice un cercle dans le plan 
zz, et dont le centre soit à l’origine ; on a, pour les équ. (2), 
F=0, X? +2 = r, et pour l’équ. de condition e’ + 8 = r°, 
ce qui est d’ailleurs évident par soi-même; donc, remettant 
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m+ y’ pour a’ etzpour b, on a 2° +7" + 2° = r° pour l'équ. 
de la sphère (n° 654). 

IL. Traçons dans le plan æz une parabole BAC sitnée comme 
on le voit fig. 37; ses. équations seront Y—0, t? =®pz; 
d’où a = 2p8, et 

b w y= pz, | 

équ, du Paraboloïde de révolution autour de l'axe des z. 

UI, De même, l’équ. de l'Ellipsoïde et de l'Hyperboloïde 
de révolution, dont le 1™ axe 4 se confond avec celui des +, 
est . 
A2 + y) EB'2 = + A4"B"; 
les signes supérieurs önt liéu pour l’ellipsoïde. 

IV. Supposons qu’une droite quelconque tourne autour de 
l’axe desz; cherchons la surface de révolution qu’elle engendre. 
Les équ. de cette droite mobile, qui est la directrice , sont 


s=az 4-A, ÿ=bz+8B; 
d’où (aB+ AY +HGB+ BY = a, 
pour équ. de condition, Celle de la surface est donc 

2 + y = (a + b°)22 + o( Aa + Bba + A 4 B. 

En faisant r= 0, on trouve (n° 450) que l'intersection par le 
plan yz est une hyperbole; comme x et y n’entrent ici qu’as- 
semblés en binomes x° + y", z est une fonction dé x° + y”, et 
la surface engendrée est un hyperboloïde de révolution. 

Cependant si la droite génératrice coupe l’axe des z, ses deux 
équ. doivent être satisfaites en faisant r= y==0 et z =c; d'ou 
A= — ac, B= —bc; donc on a 

(a+ b’) (z — o) = +", 
qui appartient à un cône droit (n° 661). 

Pour trouver l’équ. d’une surface de révolution dont Paxe a 
une situation quelconque, il faut ou recourir à une transfor- 
mation de coordonnées (n° 66), ou traiter directement le pro- 
blème d’une manière analogue à la précédente. (oy. n° 669,) 


al 
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Problèmes sur le plan et la ligne droite. 


663. Remarquons , comme au n° 375, qu’on peut se propor 
ser deux genres de problèmes sur les surfaces. Tantôt il s’agit 
de déterminer les points qui jouissent de certaines propriétés, 
tantôt de donner à la surface une position ou des dimensions 
telles, qu’elle remplisse des conditions demandées, Dans le 
1 cas, £, Y, Z sont les inconnues; dans le 2°, il faut déterminer 
quelques constantes de l’équ. d’une manière convenable. Les 
conditions données doivent , dans tous les cas, conduire à au- 
tant d’équ. que d’inconnues, sans quoi le problème serait in- 
déterminé ou absurde, Nous allons appliquer ces considéra- 
tions générales au plan. 


664. Trouver les projections de l'intersection de deux plans 
donnés par leurs équations. 
2—Ax+By+C, 2=4'x+By+C. 
En éliminant z, on a la projection sur le plan £y, 
(A—4')x+(B—B)74+C—C=0. 
De même chassant x ou y, 
(A'— 4)24+ (AB — A Biy + AC — A Co, 
(B'— Byz + (4'B—AB)z+BC—BC—0. 
sont les équ. des projections sur les plans des yz et des xz. 
665. Faire passer un plan par un, deux on trois points don- 
nés. L’équ. de ce plañ étant z= Ax + By + ©, s’il passe par 


le point (x°, y’, z’), on a = Ax + By — C; et retranchant, 
il vient 


3—2=A(x—x)+B(r—7r); 
c’est l’équ. du plan qui passe par le point (x’, y’, z'). Le pro- 
blème resterait indéterminé si les constantes 4 et B n'étaient 
pas données, à moins qu’elles ne fussent liées par deux équa- 
tions d’où il faudrait les déduire. Si, parexemple, le plan doit 
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être parallèle à uu autre, z = 4x + J'y + C’, on awa 
A=4, B=p. 
s Quand le plan doit passer par un 2° point (x", +", 2‘), on a 
z" = Ax" + By" + C; ce qui laisse une constante arbitraire, et 
permet de faire passer le plan par un 3° point, ete. (oy. n° 369.) 
666. Trouver le point d'intersection de deux droites, 
équ delai... æ=ata, y= bz +6, 


équ. dela2°.... r=az Ha, y=b'z +ø. 
Pour le point cherché, x, y ét z satisfont à ces quatre équa- 
tions; éliminant, on trouve l’équation de condition 


(a— a) (bb) =(8—6) (a—d). 
Si elle n’est pas satisfaite, les lignes ne se coupent pas; et si elle 
l'est, le point d’intersection a pour coordonnées 
LA na Be PE A _ bebeg 
PAIE br da e A, a TE 
667. Trouver les conditions pour qu’une droite et un plan 


coincident ou soient parallèles. Soient les équ. du plan et de la 
droite 


z= Az +By+c, 
t=a54+a, y —=bz+8: 
en substituant a+ «, et bz +8 pour x et y dans la 1°*, on a 
z(Aa+ Bb—1) + Aa + BB4C=0. 

Si la droite et le plan n’avaient qu’un point de commun, on 
en trouverait ainsi les coordonnées, mais pour qu’elle soit en- 
tièrement située dans le plan, il faut satisfaire à cette équ. quel 
que soit z; d’où (n° 616), 

Aa+Bb=1, A2a+BB+C—=0o; 
ce sont les équ. de condition cherchées. 


Si la droite est simplement parallèle au plan, il faut qu’en les 
transportant parallèlement jusqu’à l’origine, la droite et le plan 
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<omcident ; ainsi, ces équ. doivent être satisfaites en y suppo- 
sant æ, Bet C nuls; d’où 


Aa + Bb —1 =0. 


668. Exprimer qu'une droite est perpend. à un plan. Leplan 
projetant la droite sur les gy est à la fois perpend. au plan. 
donné et à celui des xy; ces deux derniers se coupent donc sui- 
vant une perpend. au plan projetant (n° 272 et 273); c.-à-d. que 
la trace du plan donné sur les xy est perpend. à toute droite 
dans le plan projetant, et par suite à la projection sur le plan zy 
de la droite donnée, Donc, lorsqu'une ligne est perpend. à un 
plan, les traces de ce plan et les projections de la ligne sont à 
angle droit. D’après cela, les équ. du plan et de la droite étant 
les mèmes qu'au numéro qui précède, celles des traces du 
plan sur les xz et yz, sont 


1 
ou L=—2—— 


ja relation connue ( n° 370, équ. 4) donne nest 
Ta A+a=o, B+4+b= o. 
Cette equ- détermine deux des constantes du plan ou de la 


droite qui lui est perpendiculaire. Les autres constantes devront 
ètre données, où ässujetties à d’autres conditions. 


669. Lorsque l’on veut mener un plan perpendie. à la droite 
donnée, l’équ. de ce plan est donc 


nz ax + br=C 


LÉ coordonnées. du pied de la droite sur le plan xy 
sont æ et 8; la sphère, dont le centre est en ce point, a pour 


équation (n° 654), 
(Ta EP) +3 =r. 


Ces deux dernières équ. appartiennent donc à un cercle dont le 
plan est perpend. à la droite donnée ; le rayon de ce cèrcle et sa 
situation absolue dépendent de r et de €. 

T. T: 20 
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Soient M=0, N = 0, les équ. d’une courbe; pour qu'elle 
coupe notre cercle, il faut que ces quiatre équ. puissent co- 


exister; en éliminant x, y etz, on a wne équ. de condition 
r= F (C), et remettant 


2 ax + by pour C, et y [(®— «)° + (y — 8) + 2°] pour r, 
on aura l’équ. de la surface engendrée par la révolution de la 
courbe donnée autour de l’axe quelconque. 

670. Si au contraire le plan est donné , et si l’on veut que la 
droite lui soit perpendiculaire, et passe par un point donné 
(x,y,z), ona pour les équ. de la droite, 

x—r + A= )=0, J—f + B(G&—2 V0: 

671. On en déduit la distance du point au plan; car, met- 
tons l’équ. du plan sous la forme 

22 = A(x—x) + By—7) + L, 
en faisant L=C—32 + Axr + By; 
puis éliminons les coordonnées x, y, z du pied de la perpend., 
il vient 
L AA —AL VE DL. 
1+ 448 F1 +8: V-I = EA EE 
Donc (n°654) la distance d'entre les extrémités est 
L 
ò= 
Va +A + 8°) 

672. Trouver la distance d'un point à une droite. Les équ. 
de la droite étant toujours comme n° 667, le plan perpendicu- 
laire, mené par le point donné (x, y’, z’), a pour équation 


alx — x) + byy ) +z — z7 = 0. 
Éliminant x, y et z à l’aide des équ. de la droite, on trouve 
Y q 
pour les coordonnées du point de rencontre, 


z—1= 


aM bM PRE 
BETET TEIP tae verve T FHU”? 


en faisant M = alx — a) + b(y — p) +. 
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La distance P entre les points (x, 7, 2), (x ,.7', z'), tout cal- 
cul fait, est donnée par 
2 f s a fa mM’ 
P= (x — a) +(r — 8) 4z TiFepo 

673. Trouver l'angle A que forment deux droites. Menons, 
par l’origine , des parallèles à ces lignes; l'angle de ces deux 
parallèles est ce qu’on appelle langle des droites, qu’elles se 
coupent ou non. Soient donc les équ. de ces parallèles 


(1). <. a= a r=03,, (s s=ds;p=Vz; 


il faut trouver Æ en fonction de a, ġ, a’ etb', Concevons une 
sphère dont le centre serait à l’origine, et qui aurait l'unité 
pour rayon; on aura les coordonnées des points où elle coupe 
nos droites, en éliminant x, y et z entre leurs équ. respectives 
et celle de la sphère, qui est x? + y° + = 1. On trouve... 
(a° + b Hi) = 1 , d’où lon tire z, puis xet y par les 
équ. (1); on accentue ensuite a et b pour avoir z’, x et y’; 


FT varero) Voter) 7 VAF eF” 
P a b' 


1 j f, 
D PP A ae TL FA 
VOFF aa) I QG +a 70) 
La distance 2) de ces points est donnée par : 
D= (1 — 2) + (J — y) ete. =2— 2x2 + yy + zz), 
à cause dé x” + y =i, cty az n On a, dans 
l’espace, un triangle isoscèle dont les trois côtés sont 1, ret D; 
l'angle Æ est opposé à ce dernier ; l’équ. (D, n° 355) donne 
pour cet angle cos A = 1 — tD = xx + yy + zz, ou 
ta + bb 
VQ+a Lb)y(1i+ a + 0%) 
1°. Pour en déduire les angles X, Y, Z, qu’une droite fait 
avec les axes des x, y et z. il faut donner à la 2° ligne tour à 


tour la situation de chacun de ces axes, puis mettre ici les va- 
leurs de a’ et D’ correspondantes. Par ex., r =0, y= 0, sont 


cos A = 


20.. 
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les équ. de laxe des z : pour que les équ. (2) deviennent celles- 
ci, il faut poser a —Ÿ" = o. Si l’on introduit ces valeurs dans 

notre formule, on aura 
i 

AT FEF 
Faisons tourner la droite autour de l’origine pour l'appliquer 
sur le plan des xz, sans sortir du plan projetant ; l’angle dont 
b' est la tangente diminuera, et deviendra nul : ainsi il faut 
faire b' =o, pour avoir l'angle qu’une droite dans l’espace fait 
avec une autre située dans le plan des rz; ce qui réduit le nu- 
mérateur à 1 + aa’, et le second radical à 4/(1 + 4). Et si 
cette 2° droite se rapproche de laxe des x,a' croît, et devient 
infini lorsqu'elle coïncide avec cet axe. Alors 1 disparaît (*) 
devant aa’ eta’?, ce qui réduit le numérateur à aa’, et le second 
radical à ya” ou a’; leur quotient étant a, on a pour l'angle 
X qu’une droite dans l’espace fait avec laxe des £, 

DE a 
s cos / T VaFEF 


En faisant de même a =0 , & = œ , on trouve cos Y, Donc, 


Axa + Brt +... 


NT NE , que l’on peut écrire ainsi.... 


(*) Soit la fraction 


mea , en supposant que a et m sont les me exposans 
de x dans les deux termes. Il se présente trois cas. 
19, Si m=a, les pré xt, am se détruisent; plus x décroit, et plus la 


fraction approche dA —, qui est la limite répondant à r=, 


s.. 


j A+ Bb 4... , 
2, Sim>a,on a FN “dont Pinfini est Ybibiement 


Ja limite; la fraction croit donc sans bornes quand x dinifnue. 
30, Enfin, sim<e, la limite est zéro. Cette manière de prendre la limite 
est ce qu’on appelle faire x infiniment petit. 
Si les exposans a et m sont, au contraire , les plus élevés dans les deux 
xa ( A + kt 
termes , la fraction se met sous la forme r Or plus 
(M +... ) 
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les cosinus des angles qu'ume droite fait avec les axes, sont 


p4 


; 


MR ACTE) 
b 

cos Y= VO+a +0) 
I 

VO+a+0) 

2°, Ces valeurs sont aussi celles des sinus des angles que la 
droite fait avec les plans des yz, xz et xy, puisque ces angles 
sont visiblement les complémens de X, Y et Z. 

3°. Ajoutons les carrés de ces cosinus; il vient 

cos? X + cos Y -+ cos Z = 1. 

On peut done mener dans l’espace une droite qui forme, 
avec les axes des x et des y, des angles donnés X et Y ; mais Z 
gt + Lou C’est ce qui d’ailleurs est visible. ( oy. n° 677.) 

. Prenons une longueur quelconque MN (fig. 33), sur une 
a qui fait dans l’espace les angles X, Y, Z avec les axes, 
et projetons-la sur les x et les y ; les projections sont 

BC=MN.cosX, et MN. cosY.. 


cos Z= 


x croit, et plus les termes —— .., approchent de zéro, qui répond 


rer men’ 


à x infini; en sorte que si a=m, la limite est m“ a>m , la fraction devient 


pare a: Be) 
M+.. 
On appelle cette opération faire x infiniment grand. 
Il est facile de voir que le raisonnement ne porte que sur le 1 °° terme du nu- 
nr et du fénomisatur, en sorte qu ’on aurait pu d’abord réduire Ja frac - 


, qui est infinie avec x; enfin, si a < m, la limite est zéro 


tion à -a Il en serait de même de toute autré fonction algébrique, ce qu'on 


démontrerait par un raisonnement analogue. Concluons done que, pour 
faire x infini dans une fonction, il faut n'y conserver que les termes où cette 
lettre porte les exposans les plus élevés : au contraire, pour faire x infinimen 
petit, ilfaut supprimer tous les termes, excepté ceux qui ont les moindres puis { 


sances de x. 
i] 


3 
3 ») 3 
LIRE EEE) se réduit à ye A 


C'est ainsi que , quand r =% ; R E Ja 
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Mais mn ou MP, est la projection de MN sur le plan zy, 
mn= MN.sin Z; et projetant de nouveau mnn sur les x et les 
J, tes projections sont BC = mn .cos Ü et mn .sin 8, 6 étant 
l'angle que fait mn avec les x; donc nos projections sont 
BC=MN. sin Z. eos8, et MN .siu Z.sin 4; égalantles valeurs 
des mêmes projections , il vient 
cos X = sin Z.cosĝ, cos Ÿ — sin Z.sin ê. 

Au lieu de déterminerune direction dans l’espace, par les trois 
angles X, F, Z qu’elle fait avec les axes, il suffit de donner 
l'angle qu’elle fait avec sa projection sur le plan zy (complé - 


ment de l’angle Z), et l’angle 6 de cette projection avec l'axe 
de z; et réciproquement. 


En ajoutant les carrés de ces deux équ., on a 
cos’? X + cos Y = sin? Z = 1 — cos’ Z, 

relation déjà trouvée (3°.). 

5°. Mettant les valeurs de cós X, X’, F... danscos 4, p. 307 

cos A—cos X cos X’ + cos F cos F’ + cos Z cos Z’; 

langle des deux droites est exprimé en fonction des angles que 
chacune d’elles fait avec les trois axes. 

6°. Si les deux lignes sont perpendiculaires, cos 4=0, et 
l’on a, pour l'équation qui exprime cette condition, 

ı +aa +bb'—0, 

ou cos X cos X’ + cos F cos F’+cos Z cos Z'= o. 

674. Trouver langle 8 de deux plans. Leurs équ. étant 

2= Az+By+C, 2=4z+By+ E 

si de l’origine on abaisse des perpend. sur ces plans, l'angle de 
ces lignes sera égal à celui des plans. Soient done x — az, 
y=bz, les équ. d’une droite menée par l’origine ; pour qu’elle 
soit perpend. au r1“ plan, il faut qu’on ait (n°668), 4 a=0, 
B+b—o. Les équ. des perpend. sont donc 


x+ Az=0, y+#Bz=0.... x + A'z—=0, y + B'z=0. 


T 
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Ainsi, le cosinus de langle de ces droites, et par conséquent 
celui des plans est 
1+ 44 + BB 

VGO+A+B) VG+ ABY 

1°, Si l’on fait prendre au 2° plan la situation de celui des zz, 
y =0 est son équ. ; il faut donc faire 4 —C'=0, et P =, 
pour avoir langle 7° qu’un plan fait avec celui des xz. On a de 
même les angles ÙU et J qu'il fait avec les yz et les zy. Donc 


cos8— 


PEL aE EER MBA 
VUA) 
A 
o O= FAFE) 
1 
rE FEFE 
d’où cos’ T+ cos’ U -+ cos =i; 


et cosĝ= cos T’ cos T” + cos U cos U’ + cos 7 cos 7’, 
pour le cosinùs de l'angle de deux plans en fonction de ceux 
qu’ils forment respectivement avec les plans coordonnés. 

2°. Si les plans sont à angle droit 


1+ AA + BB —=0, 
ou cos Z'cos T” -+ cos U cos U'+ cos Y cos P'o. 


675. Trouver l'angle y d'une droite et d'un plan. Soient 
z=AÁx-}By+C et x=azia, y=bz+8, 

leurs équ. L’angle cherché est celui que la droite fait avec sa 
projection sur le plan (n° 272) ; si l’on abaisse d’un point de la 
droite une perpend. sur ce plan , l’angle de ces deux lignes sera 
donc complément de ». De l’origine, menous une droite quel- 
congue, r=a'z, y=b'z; pour qu’elle soit perpend. au plan, 
il faut (n° 668), qu’on ait d = — 4, b——8B. Langle 
qu’elle forme avec la ligne donnée a pour cosinus la valeur dé- 
terminée p. 307; donc 

i— {a Bb H 
VG+a+8) V(i+A +8 


sin = 
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Il sera aisé d’en conclure que Îles angles que la droite fait avcs 
les plans coordonnés des vz, yz et zy, ont pour sings res- 
pectifs 
a 1 
VO+e +8) VOE) yG+aFb) 


ce qui s’accorde avec ce qu’on a vu (n°673, 2°.). 
Transformation des coordonnées. 


676. Pour transporter l’origine au point (æ, 2, y), saus 
changer la direction des axes, qu’on suppose d^illeurs quel- 
conque, par un raisonnement semblable à celui du n° 382, on 
verra qu’il faut faire 

xx + a, I= +8, 22 y 
Lesaxes primitifs z , y, z sont parallèles aux nouveaux x’, y’, z’, 
quels que soient les angles qu’ils forment entre cux; on doit 
d’ailleurs attribuer aux cordonnées #, 8, y de la nouvelle ori- 
gine les signes qui dépendent de sa position (n° 6%). Si elle est 
située sur le plan xy, y—0; si elle est sur l’axedes z, z et £ 
sont nuls, etc. 


677. Pour changer la direction des axes, en tonservant la 
même origine, imaginons trois nouveaux axes Az’, Ay’, Az! 
les 1° axes seront ici supposés rectangulaires, et ii nouyeaux 
axes de direction donnée arbitraire. Prenons un point quel- 
conque, puis menons les coordonnées x', y’, z’ dece point, et 
projetons-les sur laxe des + ; l’abscisse x sera, comme n° 383, 
la somme de ces 3 projections. Désignons par (xx) langle x’ 4x 
formé par les axes des x et x’, par (y y) l ler Ar, etc. 
nous aurons 

x£= x cos (xx) + y’ cos(y'x) + 3 cos (z x) 
y= x cos (xy) + y’ cos (yy) +z cos(zy) $». (4). 
z= z" cos (x'z) +y cos (72) + z cos (2/2) 
Ces deux dernières équ. se trouvent eu projetant ks z‘, y‘ et 2° 
sur l’axe des y, et ensuite sur celui des z. 
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Telles sont les relations qui sérvent à changer la direction 

des axes. Comme (z£), (xy), (xz) sont les angles que 

forme la droite 4x” avec les axes rectangulaires des x, y, z, on 
a (n°673, 3°.) 

cos’ (£x) + cos’ (xy) + cos (xz) = 1 i 

dé même  cos#(7"r) + cos’(y'y) + cos*(y'z)= 1 ..(B). 

cos’(z'x) + cos’(z!y) Hcos’(z'z)—1 i] 

Les angles que les nouveaux axes forment entre eux donnent 


(n° 673, 5°.) 
cos(x yr) =S, cos(z'z)= T, cos) WU.: (O, 


en faisant, pour abréger, 
$ Loe æ)cos(y'x) + cos(x/y) cos(y'y) Hcos(x'z)}cos(7'2) 
T'=ços(x'z)cos(z'x) + cos(z!y).cos(z') + cos(z'2)cos(z'2), 
U=cos(y'x)cos(z'x) + cos(y‘r) cos(z!y) Hcos(y’z)cos(z'z). 
Si les nouvelles coordonnées sont rectangulaires, on a 
“S=, T=0o, U—=o:...(D): 1. 


Leséqu.(4), (B),(C), (D), contiennentles neufangles que font 
les axes x’, y’, z', avec les x, y, x. On voit que lorsqu'on veut 
choisir un nouveau système de coordonnées, ces neuf angles ne 
forment que six arbitraires, parce que les équ. (B) eu déter- 
minent trois; et même, quand ce système est aussi rec ngu- 
laire, les équ. (D), qui expriment cette condition , ne laissent 
plus que trois arbitraires. L’axedes x’ fait'avec les x, y, z, trois 
angles, dont deux sont quelconques, et le 3° s'ensuit : Vaxe 
des y” serait dans le même cas s’il ne devait pas être perpend. 
aux x’; mais cette condition ne laisse réellement qu’une arbi- 
traire ; ce qui fait 3 en tout, puisque ces données fixent la situa- 
tion de l'axe des z; perpend an plan x'y’. ` 


678. Au lieu de déterminer la position des nouveaux axes 
rectangles, par les angles qu’ils forment a vec les premiers, on 
peut prendre les données suivantes. , 


Un plan CAy'z (fig. 38) estmcliné def sur x 4y qu'il coupe 
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selon AC ; cette trace AC fait avec 4x l'angle CAx=—+% : dans le 
plan C Ay', déterminé par &et 4, traçonsles deux axes rectangles 
Azx', Ay' : le 1° faisant avec la trace 4C l'angle CAx' — 9. 
Les nouveaux axes sont ainsi fixés par les angles 4, 4 et 4, qui 
donnent l’inclinaison du plan z'y’ sur le plan æy, la direction 
de la trace AC et celle de 4x’ dans ce plan z'y’ ainsi déter- 
miné; l’axe y’, dans ce plan , fait l'angle x’ 4y de 90°; etl’axe 
z est perpend. à ce même plan. Pour transformer les axes, il 
reste à exprimer les angles (x°x), (y'x)..., qui entrentdans les 
équ. 4, en fonction des données 4, {| et @. 

Les droites Ax, Mx’ et AC forment un trièdre dont on con- 
naît deux angles plans et 4, ainsi que l'angle dièdre com- 
pris #. Appliquons ici la formule (3, pag. 271) de la Trigono 
métrie sphérique ; faisons c = (xx), C=0, a= 4, b =ọ. 

cos (x'x)= cos Ņ cos g + sin Ÿ sin ọ cos 8 : 

Tl est clair que pour l'angle x 4y', il suffit d'opérer de même 
sur le trièdre formé par 4C et les axes x et y’ : les angles plans 
sont (y'x), CAy' = 90° + ọ, CAx = 4; on trouve donc 
` cos (yx). Prenons ensuite le trièdre x 4Cy, dont les angles 
plans sont (x y), CAy = 90° + Y,etCAx'—@ :et pour (Yy), 
on prend letrièdre y’ ACy,où CAy =90 +9, £t C Ay=90°+\, 
donc 


cos (.y'x) = — cosy sin + sin 4 cos cosé, 
cos (x'y) = — sin cos p + cos Ÿ sin Q cost, 
cos(y7)—=, sin Ÿsin ọ + cos pcosŸ cos D. 


Considérons le trièdre z' 4x0; l'axe A3 fait avec 4C un angle 
droit (n° 266), ainsi qu’avec le plan C47” ; l'angle des plans £y 
et z' AC est 90°+- D, en supposant le plan C4y' situé au-dessus 
de celui des æy, Faisons, dans l’équ. (3), p. 291, 


(zx) Cgo 46, a=09®, 8= |, 
nous aurons cos (z' x)= — sin 4 sin 0. 
De même, letrièdre z 4Cy donne 


cos (ziy) =— cos Ÿ sin 9, 
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en augmentant + de 90°. Enfin, l'angle z AC étant aussi droit, 
et l'angle dièdre z4Czx'=90° — b, le trièdre z4Cx' donne 


cos (x'z)= sin @ sin 6, 
d’où cos (y'z)=cosg sin b; 
enfin, cos (2° z)= cos Í. 
| On a ainsi les valeurs des neuf coefficiens des équations (4). 


Les équ. de conditions B et D sont satisfaites d’elles-mêmes 
par ces valeurs , ainsi qu’on peut s’en assurer. 


Des Intersections planes. 


679. Lorsque l'intersection des deux surfaces est une courbe 
plane , il est plus commode , pour en connaître les propriétés, 
de la rapporter à des coordonnées prises dans ce plan DOC 
(fig. 39), déterminé par langle ê, qu’il forme avec le plan zy, 
et par l’augle Ÿ que fait avec Ox l'intersection OC de ces 
plans; nous prendrons cette ligne OC pour axe des x’ : la per- 
pend. O4, menée sur OC, dans le plan coupant DOC, sera 
l'axe des y”. 

Comme il s’agit d’avoir en z’,y', l’équ. de lacourbe d’intersec- 
tion des surfaces ; il est clair qu'après avoir fait la transforma- 
tion (4) pour rapporter l’une de ces surfaces aux axes £’, Y’, z’, 
il suffira de faire ensuite z’ — o, et l’on aura son intersection 
avec le plan z'Oy". Il est préférable, dans un cas aussi simple, 
de faire z'— o dans les équ. (4), et de chercher directement 
les cosinus de (x'x), (y'x).. Dans le trièdre 4OCB, on con- 
naît les angles plans a=}, b=g90°, et l'angle dièdre compris 
C=9: donc, l’équ. (3, p. 271) devient 

cos (y'x)=sin Y cos, cos (y/7) = — cos Ÿ cos b. 
De plus 


(xx) =, (tr) —= go — 4, (12) = 90°. 


Enfin, le plan z'Oy', qu'en snppose élevé au-dessus de celui : 
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des zy, fait avec l'axe Oz l'angle (y'2) == 90° —0. Ainsi, les 
équations (4) donnent 


x = 2 cos Y + 7’ sin Ÿ cos 6 | 
y =x sin 4 — y cos) cosb +. 


MAS (E). 
z =y sinb | 


r 


On serait aussi parvenu à ces résultats, en se servant deséqu. 
du n° 678. 

680. Appliquons ces équ. au cône oblique dont la base est un 
cercle. Le plan z 4x (fig. 36) perpend. au plan coupant 48, et 
mené par l'axe SC, sera celui des xz; la section A'B de ces deux 
plans, ou l'axe de la courbe, coupe celle: ci au sommet A , qui 
sera pris pour origine des coordonnées : le plan x 4y, parallèle 
à la base circulaire du cône, sera celui des xy ; il coupe le cône 
selon un cercle AE, de rayon r, qu’on peut regarder comme 
la directrice même (n°661); ainsi, notre cône, dont le sommet 
a pour coordonnées a, o, c, dont l’axe est dans le plan zz, et la 
base, sur le plan gy, a pour équ. c*(x°+-y*) + 2c(r—a)xz...=0, 
comme p. 300; le plan coupant 4B étant perpend. aux rz, 
coupe le plan ay selon l'axe 4y, et il faut poser Ÿ= 90° dans 
les équ. (Æ); d’où 

a= y cosb; y—2x, 2=7y'sin8,... (1), 
y” [c°cos>t42c (r—a) sinb cos + (a°—2ar) sin*] 

N +r’ acry (asin 0— ceos 9) =0. . (2) 
Telle est l’équ. de la courbe, qui peuit d’ailleurs représenter 
toutes les sections du cône oblique (excepté les parallèles à la 
base), en faisant varier a, c, ret; les x’ sont comptées sur 
AY, les y’ sur AB. Il est A de discuter cette équ. (n° 450), 
et de reconnaître que les courbes sont de mème espèce que pour 
le cône droit. 

Si Pon veut que la section soit un cercle, les cocfliciens de 
x"? et y"? seront égaux (n° 446); d'où 3 

(c° + 2ar— a’) tang "= 20 (r — a) tang 4. 


tang 0 = o reproduit la base AE du cône. Quant à Pautre va- 
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leur de tang f, pour l’interprêter, nous avons 
"TSD € ; _ce— atang’ 
tang SAD= JDT a tang SAB ~ a+ c tang? 


En mettant pour tang ô notre 2° racine, il vient, touteréduc- 
tion faite, 
pae c SD 
ang SAB = O EE mi = —, 

24°r—a*+2cr—ac  2r—a DE 
ou tang SAB = — tang SED = tang SEA. 
Zasection est don c encore un cercle, quand les angles SAB’, 
SEA, formés avec les génératrices opposées, sont égaux. Le 
plan conpor tant comparé au cercle 4E de la base, c’est 
ce qu’on appelle des sections sous-contraires. 


Pour obtenir les sections planes du cône droit , il suffit de 
poser a=r dans l'équation (2), 


F'(c’cos"t— r°sin°ÿ J+ cz" ery’ (rsinô— c'cos t) = 0; 


cette équ. revient à celle du n° 400. Du reste, on ne peut plus 
rendre égaux , de deux manières, les facteurs de x° ety’; et, 
en effet, les sections sous-contraires coincident alors. 


681. Le cylindre oblique , dont la base est un cercle situé 
comme pour le cône ci-dessus , et dont laxe est dans leplan xz, 
a pour équ. (p. 299) 

P+ (z— as) =ar (ziz). 
En y introduisant les valeurs (1), le plan coupant étant perpend. 
a@ix zz, on a 
cos" 6 +a’sin"ÿ— 2asiné cosb) + x? —2ry" (cosŸ — asin 4). 
La section estuneellipse qui se réduit au cercle quand sin =0, 
(a—1)tangé—2a, ou tang/=— tang 24; 


(équ. L, 359), æ étant l’angle que l’axe du cylindre fait avec les 
3 : donc 4 est le supplément de 24. 
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Surfaces du second ordre. 


68. L'équation générale du 2° degré est 


ax’ + by+ cz’ + 2dxy + 2exz+2fy2+# 824 hy +iz=k...(1). 
Pour discuter cette équ., c.-à-d. déterminer la nature et la po- 
sition des surfaces qu’elle représente, simplifions-la par une 
transformation de coordonnées qui chasse les termes en zy, xz 
et yz; les axes, de rectangulaires qu’ils sont, seront rendus 
obliques, en substituant les valeurs (4), p. 312; et les neuf 
angles qui y entrent étant assujettis aux conditions (B), il ya 
six arbitraires dont on peut disposer d’une infinité de manières. 
Égalons à zéro les coeficiens des termes en x‘y’, x'z et gba. 
Mais si l’on veut que la dirēction des nouveaux axes soit 
aussi rectangulaire, comme cette condition est exprimée par 
les trois relations (D), les six arbitraires sont réduites à trois, 
que ni. coefliciens, égalés à zéro, suffisent pour faire con- 
naître, et le problème devient déterminé. 

Ce calcul sera rendu plus facile par le procédé suivant. Soient 
x az y =fz les équ. de l’axe des x’; en faisant, pourabréger, 


1 
l= EEE] on trouve (voy. p. 309) 


cos (x'x)= La, cos(x’ y) =l, cos (x'2= L. 


En raisonnant de même pour leséqu. x = g'z, y = 2'2 de l'axe 
des y’, et enfin, pour l'axe des z’, on a 


cos (y'x) = l'a, cos (y y= TE cos (2) = l', 
cos (2x) = l'a, cos (27) = TR; cos (2'z) = V, 
Les équ. (4) de la transformation deviennent 
x = lax + lay + l'a'z, ; 
J = x + ley + lez, 
z = dx + fly + l'z. 


Les neuf angles du problème sont remplacés par les six incon- 
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nues a,æ', 2", 8,8, 8", attendu que les équ. (B) se trouvent sa- 
tisfaites d'elles-mêmes. < Fm, 

Substituons donc ces valeurs de z, y, z dans l’équ. géné- 

rale du 2° degré, et égalons à zéro les coefliciens de x' y", x'z' 
et y'z' : 
(aa + dé + eje + (de + bB + PE +ea+fB+c=0..xr, 
(aa + d8 + eja" 4 (de HLB + PNR + ea +fB+c=0...x7, 
(au +de" +e)e + (de"+08" 4 f'e" +f +0... yz. 
D’une ces équ. peut s’obtenir seule, et sans faire la substitu- 
tion en entier ; de plus d’après la symétrie du calcul, il suffit 
de trouver une de ces équ. pour en déduire les deux autres. 
Éliminons # et 8 entre la 1™ et les équ. x = «z, y= ĝ'z de 
laxe des y’; il viendra cette équ., qui est celle d’un plan, 


(ae + dl + e)x +(de + bE+ f)y + (ex +fB +c)z—0...(2). 
Or, la x équ. est la condition qui chasse le terme zy’ : en tant 
qu’on n’a égard qu’à elle, on peut prendre 4 ,8,#',8" à volonté, 
pourvu qu’elle soit satisfaite : il suffira donc que l’axe des y” 
soit tracé dans le plan dont nous venons de donner léqu., 
pour que la transformée n’ait pas de terme en z'y’. 

De même, en éliminant «” et £” de la 2° équ., à l’aide des 
équ. de l'axe des z’, x = «"z, y —£"z, on aura un plan tel, 
que si l’on prend pour axe des z’ toute droite qu’on y trace- 
rait, la transformée sera privée du terme en z’z7. Mais, d’après 
la forme des deux 1" équ., il est clair que ce second plan est 
le même que le premier : donc, si l’on y trace les axes des y’ 
et z’ à volonté, ce plan sera celui des y’ et z’, et la transfor- 
mée n’aura pas de termes en z'y’ et x'z'. La direction de ces 
axes, dans ce plan, étant quelconque , on a une infinité de sys- 
tèmes qui atteignent ce but ; l’équ. (2) sera, comme on voit, 
celle d’un plan parallèle à celui qui coupe par moitie toutes 
les parallèles aux x, et qu’on nomme Plan diamétral. Si, en 
outre, on veut que le terme en y’z’ disparaisse, la 3° équ. de- 
vra faire connaître æ et 8’; et l’on voit qu'il y a une infinité 
d'axes obliques qui remplissent les trois conditions imposées. 
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683. Mais admettons que les x’, y’ et 2° soient rectangu- 
laires; l'axe de$ æ' devra être perpend. au plan des y’ z' dont 
nous avons trouvé l’équ.; et pour que x = «z „J =z soient 
les équ. d’une perpend. à ce plan (2), il faut que (n° 668) 


ax + db + e = (ea + fB + cha... (3), 
da + D + f = (ea + fB + c)8. (4). 


Substituant dans (3) la valeur de æ tirée de (4), on trouve 


Lta—b)f'e+ (f'ede, 
+ [(a—b) (c — bje H (ad — f—e)e +(2c—a— b) fd] Ë, 
+ [(c—a) (c — b)d+(2e— f°—d)d+ E ( 1 c)fe]8, 
+ (ad (fdt (fde = 0. J 


Cette équ. du 3° degré donne pour au moins une racine 
réelle, l’équ. (4) en donne ensuite une pour g; ainsi l'axe des 
ax est déterminé de manière à être perpend. au plan rz,età 
priver l'équ. des termes en ‘7° et x'g’. Il reste à tracer es 
ce plan y'z', les axes à angle droit, et tels que le terme yz 
disparaisse; mais il est évident qu'on trouvera de même un 
plan des x'z', tel que l'axe des y’ lui soit perpend., et que 
les termes x'y’, z'y° soient chassés. Or, il arrive que les condi- 
tions qui expriment que l'axe des y’ est perpend. à ce plan, sont 
encore les équ. (3) et (4), en sorte que la même équ. du 3° de- 
gré doit encore donner £’. Il en est de même pour l’axe des z'. 
Donc les trois racines de l’équ. en £ sont réêlles, et sont les va- 
leurs de 8, & et &'; par suite a, æ €t a ‘sont données par 
Yéqu. (4). * 

Il n'y a donc qu'un système d'a axes aigui qui “délivre 
l'équ. des termes en x'y',x1,y 7, et il en, existe un dans tous 
des cas ; notre calcul enseigne à trouver ces axes. 

Ce système prend le noin d’ Axes principaux de la surface. 


684. Analysons les cas que peut offrir l'équ: du 3° degréen £. 
1°, SiPona (a—b) fe+(f—e)d=0, 


l'équ. est privée du 1°" terme: on sait qu’alors-une-des racines 
de & est infinie, aussi bien que «, qui, d'après l’équ. (4), se 
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réduit à ce + f8 = 0; les angles correspondans sont droits : Pun 
des axes, celui des z’, par ex., se trouve dans le plan zy, et 
l’on obtient son équ. en éliminant # et £ à l’aide de t= az, 
y= ßz; cette équ. est ex + fy = 0: Les directions des y’ et z’ 
sont données par notre équ. en ĝ, réduite au 2° degré. 

2°, Si, outre ce 1“ coefficient, le 2° est aussi = o, tirant à 
de l’équ. ci-dessus , pour substituer dans le facteur de £’, il se 
réduit au dernier terme de l’équ. en £: 

(a—c)fd+(f — d')=0. 
Ces deux équ. expriment la condition dont il s’agit. Or, le 
coefficient de 8 se déduit de celui de &, en changeant bd en c, 
et den e, et il en est de même pour le 1“ et le dernier terme 
de l’équ. en 8; donc l'équ. du 3° degré est satisfaite d’elle- 
même. Il existe alors une infinité de systèmes d'axes rectangu- 
laires , qui chassent les termes en x’, x'z° et y'z'. Éliminant 
a et b des équ. (3) et (4), à Vaide des deux équ. de condition 
ci-dessus, on trouve qu’elles sont le produit de fæ— d, et 
eß —d par le facteur commun edz + fd8 + fe. Ces facteurs 
sont donc nuls ; et éliminant # et 2, on trouve 
Sfr dz, ey=dz, edx + fdy + fez=o. 

Les deux 1" sont les équ. de l’un des axes; la 3°, celle d’un 
plan qui lui est perpend., et dans lequel sont tracés les deux 
autres axés sous des directions arbitraires. Ce plan coupera la 
surface selon une courbe où tous les axes à angle droit sont 
principaux , qui est par conséquent un cercle, seule des courbes 
du 2° degré qui jouisse de cette propriété. La surface est alors 
de révolution autour de l’axe dont nous venons de donner les 
équ.; c’est ce qu’on reconnaît bientôt en transportant l’origine 
au centre du cercle, (Voy. Annales de Math., t. II.) 


685. L’équ., une fois dégagée des trois rectangles , est telle 
que 


Ra my ne + qu + gy + g'z=h.. (6). 


Chassons les termes de première dimension, en transpor- - 
DT, 21 
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tant l'origine (n° 696) : il est clair que ce calcul sera possible, 
excepté si l’équ. manque de l’un des carrés x’, 7°, z°: nous 
examinerops ces cas à part ; il s’agit d’abord de discuter l’équ. 
kz°+ my + nr =h,.. (6). 

Toute droite passant par Porigine , coupe la surface en deux 
points, à égales distances des deux parts , puisque l’équ. reste 
la même après avoir changé les signes de x, y et z: Vorigine 
étant au milieu de toutes les cordes menées par ce point, est 
un Centre; la surface jouit donc de La propriété d'avoir un 
centre, toutes les fois que la transformée ne manque d'aucun 
des carrés des variables. = 

Nous prendrons toujours n positif : il reste à examiner les 
cas où À et m sont positifs, ou négatifs, ou de signes différens. 


686. Si, dans l'équ. (6), k, m et n sont positifs , il faut que 
h le soït aussi , sans quoi l’équ. serait absurde et ne représente- 
rait rien ; et si hest nul, on a r=o, y=o et z= 0 à la fois 
(n° 112), et la surface n’est qu’un seul point. 

Mais quand A est positif, en faisant séparément x, y ou z 
nul , on trouve des équ. à l’ellipse, courbes qui résultent de la 
section de notre surface par les trois plans coordonnés. Tout 
plan parallèle à ceux-ci donne aussi des ellipses, et il serait 
aisé de voir qu’il en est de même de toutes les sections planes 
(n° 679) : c’est pour cela que ce corps a le nom d’Ellipsoïde. 
Les longucurs 4,2, C des trois axes principaux s’obtienuent en 
cherchant les sections de la surface par les axes des x, y et z, 
savoir, kC’ = h, mB°=h, nA’ = h; éliminant #, met n de 
Téqu. (6). 

EES” ABr +AA DC: 


telle est l’équ. de l'ellipsoïde rapporté à son centre et à ses trois 
axes principaux. On peut concevoir cette surface engendrée 
par une ellipse tracée dans le plan zy, mobile parallèlement à 
elle-même, pendant que ses deux axes varient, cette courbe 
glissant le long d’une autre ellipse tracée dans le plan æz, Si 
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deux des quantités A, B,C sont égales, on a un ellipsoïde de 
révolution ;si Æ = B = C, on a une sphère. 


687. Supposons k négatif, met h positifs, ou” 
kz — my — nx’ =— h. 


En posant x ou y nul, on reconnaît que les sections par les 
plans de yz et æz sont des hyperboles, dont laxe des z est 
le 2° axe + les plans menés par l'axe des z donnent cette même 
courbe; on dit que la surface est un hyperboloïde, Les sections 
parallèles au plan de xy sont toujours des ellipses réelles, où 
À,B,CY—1 désignant les longueurs comprises sur les axes, 
à partir de Vorigine; l’équ. est la même que ci-dessus, au signe 
près du 1° terme , qui devient ici négatif. 

688. Enfin, quand k et h sont négatifs, | 

—k + myne —h, 

tous les plans qui sont menés par l'axe des z coupent la surface 
selon des hyperboles , dont l'axe des z est le premier axe; te 
plan zy ne rencontre pas la surface , et ses parallèles, au-delà 
dedeux limites opposées, donnent des ellipses. On a un Ayper- 
boloïde à deux nappes autour de l’axe des z. L'équ. en 4, B, 
C est encore la même que ci-dessus, excepté que le terme en z* 
est seul positif. 


689. Lorsque À—o, on a, dans ces deux cas, kz’=my"+nx", 
équ. d'un cône, qui est à nos hyperboloïdes ce que les asymp- 
totes étaient à l'hyperbole. (Foy. p. 300.) 

Il resterait à traiter le cas de À et m négatifs; mais il se ré— 
duit à une simple inversion dansles axes, pour le ramener aux 
deux précédens. L'hyperboloïde est à une ou deux nappes an- 
tour de l'axe des æ, selon que h est négatif ou positif. 


6go. Quand l’équ. (5) est privée de Pun des carrés , de x’ par 
ex., en transportant l’origine, on peut dégager cette équ. da 
terme constant, et des 1" puissances de y et z, savoir, 
z +myi= hr, 


21.. 
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Les sections par les plans des xz et xy sont des paraboles tour- 
nées dans un sens , ou dans le sens opposé, selon les signes de 
k, m et h; les plans parallèles à ceux- ci donnent aussi des pa- 
raboles. Les plans parallèles aux yz donnent des ellipses | ou des 
hyperboles , selon le signe de m. La surface est un paraboloïde 
elliptique dans un cas, hyperbolique dans Vautre; k = m 
lorsque le paraboloïde est de révolution. 


. 691. Quand À = o0, l’équ. a la forme az? Æ by? = o, selon 
les signes de # et m. Dans un cas, on a z= o ety = 0 , quel 
que soit x; la surface se réduit à l’axe des x : dans l'autre, 
(az + by).(az— by) =o indique qu’on peut rendre à volonté 
chaque facteur nul : ainsi, l’on a le système de deux plans qui 
se croisent selon l’axe des x. 


692. Lorsque l’équ. (5) est privée de deux carrés, par ex., 
de x° et y°, en transportant l’origine parallèlement aux z, on 
réduira l’équ. à 

kz + PI: +gr=h. 
Les sections par les plans menés selon l’axe des z sont à pa- 
raboles. Le plan xy et ses parallèles donnent des droites qui 
sont parallèles entre elles. La surface est donc un cylindre à 
base parabolique (n° 660). 

Si les trois carrés PSE A: dans l’équ. (5), elle serait celle 

d’un plan. ; 


693. Il est bien aisé de reconnaître le cas où la proposée (1) 
est décomposable en deux facteurs rationnels ; ceux où elle est 
formée de carrés positifs, qui se résolvent en deux équ., repré- 
sentant la section de deux plans; enfin ceux où, étant formée 
de trois parties essentiellement positives, elle est absurde. Tout 
ceci est analogue à ce qu'on a dit n°’ 453 et 459. 


de 
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LIVRE SEPTIÈME. 
CALCUL DIFFÉRENTIEL ET INTÉGRAL. 
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l. RÈGLES GÉNÉRALES DE LA DIFFÉRENTIATION. 


Définitions , Théorème de Taylor. 


694. Plus une branche de connaissances embrasse d'objets 
et reçoit d'applications diverses, et plus il est diflicile d'en 
donner une définition exacte qui permette d’en concevoir toute 
l'étendue, et comprenne tous les sujets que l’on peut y ratta- 
cher. Cette partie de la haute analyse, qu’on nomme Calcul 
différentiel, s'applique à des questions si variées, que nous 
n'en pouvons exposer la nature sans faire d’abord quelques ob - 
servations préliminaires. 

Étant donnée une équ. y = f (x) entre deux variables x et y, 
qu’on peut regarder comme représentée par une courbe planc 
BMM’ (fig. 40) rapportée à deux axes coordonnés rectangu- 
laires 4x, 4y, on comprend que si l’on attribue à l’abscisse & 
une suite de valeurs quelconques, d’où l’on tirera celles des 
ordonuées correspondantes y, on aura une série de points M, M’ 
de Ja courbe; mais que ces points seront séparés les uns des 
autres par un certain intervalle, quelque voisines qu’on sup- 
pose les valeurs de +. Ainsi, dans cet état l'équation y = fx 
n'exprime pas qu'il y ait continuité entre les points. Cette re- 
marque peut être faite pour toute équ. entre 3,4... variables. 
Voyons si l'analyse ne peut pas fournir quelque artifice propre 
à manifester la continuité dans les fonctions. 

Prenons pour exemple l'équ, y =ax* + 0x? + c. Si, après. 
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avoir considéré le point M, qui a pour coordonnées x et y, 
nous voulons prendre un autre point M’ pour le comparer au 
1“, en nommant z+ h et y + k ses coordonnées 4P', P'M', 
on aura y+k—=a(x+h) #0 (x + h)’ ce, et développant 
J+k= (ar + br + c) + (3ax* + 2bx)h+ (3ax + b)h34+ ah’. 
Or, le coefficient de la 1™ puissance de h, savoir 3ax° + 2bx, 
est déduit de la fonction proposée, en porte l'empreinte, et ne 
convient qu’à elle; de plus ce coefficient est indépendant de k, 
qui est la distance PP’ des extrémités des deux abscisses, et 
qui, parsuite, mesure l’intervalle des deux points de la courbe : 
donc ce coefficient est composé de manière à exprimer qu'on 
considère deux points de la courbe aussi rapprochés qu'on 
veut, et par conséquent que la fonction est continue. Les coef- 
ficiens de k’, h? participent à cette propriété. De là on tire que 
toutes les fois qu’une question proposée, de quelque nature 
qu'elle soit, reposera sur la notion de continuité, les coef- 
ficiens des puissances de h dans le développement de cette 
fonction, où x est remplacé par £- h, convenablement com- 
binés et analysés, pourront résoudre le problème. 
Raïsonnons de même sur le cas général y= f (x) : le signe f 
représente ici une fonction quelconque de x. Si l’on remplace 
x par T+ k, et y par y + k, on aura l’équ. y -+k =f (x+h): 
il s’agit maintenant de développer f(x + h) de manière à 
mettre en évidence les termes affectés des différentes puissances 
de #. Ce calcul sera soumis à la nature de la fonction f, et nous 
verrons bientôt comment on peut l’effectuer pour chaque forme 
de f: contentons-nous de faire remarquer ici que si l’on prend 
h =o, ce qui suppose k= 0, et fait coïncider le 2° point avec 
le 1°, tous les termes où h est facteur devront disparaître dans 
le développement dont il s'agit de f(x + A), en sorte qu’il ne 
restera que le seul 1°" terme, qui par conséquent doit être f(x), 
ou y. On voit aussi que h ne peut être affecté d'aucun expo- 
sant négatif, car s’il existait dans f(x + k) un terme tel que 


Mh—™, lequel équivaut à A en faisant nul, ce terme deve- 
4 
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nant infini, on ne retrouverait plus f(x). I} suit de K que 
f(x+h) doit se développer de cette manière. .....,...... 
f(x +b) = fx + une suite de termes dont h est factaur à dift- 
rentes puissances positives. 


695. Mais on peut voir qu’en général 


Seths foty heh... (0), 

savoir, outre le terme fx, dont on vient de prouver l'existence, 
1°, un terme y’A contenant la «°° puissance de A multipliée par 
une fonction de z seul, que nous désignons par y’, et 2°. un 
ensemble d’autres termes où 4 entre à des puissances supé- 
rieures à la 1“, et que nous désignons par ah ; æ étant fonetion 
de x et de h, et admettant encore le facteur k à quelque 
puissance positive. 

Pour prouver cette proposition, qui sert de base à tout le 
calcul différentiel, menons une tangente ZH au point M(x,y) 
de la eourbe BMW dont l’équ. est y = fæ. On sait que cette 
droite s'obtient en menant par ee point M une ligne quel- 
conque SMM’, appelée sécante, et la faisant tourner autour du 
point M jusqu’à ce que les points M et M' de section coïnci- 
dent ensemble. Faisons par analyse cette opération géomé- 
trique. En changeant x en æ+ h, et y en y-k, pour consi- 
dérer un second point W’ de la courbe, nous aurons. ....... 
y += f (x + h) pour l’ordonnée P°M'; on a 

MQ=h, PM=f(x+h), MQ=k, 
ou k=P M —PM=f (x+h) — f(x), 
d'où le triangle rectangle ÆM'Q donne 


tang M'MQ = TSI fath) 7 JG) 


Pour en déduire la direction de la tangente cherchée TM, it 
faut, dans eette expression , faire À nul, afin d'exprimer que 
M' se rapproche de M jusqu'à coïncidence. La valeur de 
tang HMQ est done ce que devient le dernier membre ci- 
dessus , lorsqu'on y pose À = o. Et puisque la direction cher- 
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chée de la tangente dépend du point M, il est clair qu’on doit 
trouver une fonction de x pour résultat ; nommons-la y’. 

De la résulte que la valeur de ce dernier membre doit être 
formée de deux parties; 1°. du terme y’, qui est indépendant 
de h; 2°. d’autres termes dont k est facteur à diverses puis- 
sances positives, et qui disparaissent lorsqu'on pose À =o. 
Désignons ces termes ensemble par æ, qui est une fonction de 
x et de h, et nous aurons 


TÉLÉC ERA 


équation qui revient à celle ci-dessus (1), en chassant le déno- 
ininateur A et transposant f(x). Pour que ce raisonnement ne 
fût pas exact, il faudrait que le point (x,y) que nous avons pris 
sur la courbe n’eût aucune tangente, ce qui ne saurait arriver 
que dans certains cas spéciaux , où en effet le calcul différentiel 
présente des résultats obscurs : mais tant qu’on se tient dans 
des généralités qui laissent x quelconque, on est assuré que 
l'équation (1) est toujours vraie. 


696. Quelle que soit la forme de la fonction f, on est se 
certain que l'expression f(x + A) est susceptible, par des cal- 
culs convenables , d’être développée en plusieurs termes , dont 
le 1“ est la fonction proposée f(x); le 2° un terme yh qui ne 
renferme & qu’à la 1°° puissance et est facteur d’une fonction 
de x; enfin d’autres termes compris dans la forme eh, qui tous 
contiennent le facteur À à quelque puissance plus élevée que 
un, c’est-à-dire h= o donnant #«=0. 

Le second terne yha pour coefficient y’ une fonction de z, 
qui est essentiellement résultante de la proposéer, ou fx; et 
de plus, comme elle est indépendante de h, elle est propre à 
exprimer que la fonction f est continue , puisqu’elle provient 
de ce qu’on considère à la fois deux points d’une courbe aussi 
voisins qu’on veut. Ce facteur y’ de la 1™ puissance de A est ce 
qu’on appelle Za dérivée ou Le coefficient différentiel de la fonc- 
tion y : on J'exprime aussi par f'(x). (77. p- 75.) 
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La fonction æ est elle-même susceptible , comme on va bien- 
tôt le dire, de se développer en plusieurs termes, procédant 
selon les puissances de h, et dont chaque coefficient peut, 
aussi bien que y”, exprimer la continuité dans y + mais comme 
on verra que ces coefliciens dépendent de y’, cette remarque 
n’affaibliten rien notre conséquence ; seulement, selon les pro- 
blèmes, on peut être conduit à préférer tel ou tel de ces coef- 
ficiens pour cet objet. 


697. On voit, dans l'équation (2), que plus A décroit, et plus 
a devient petit, jusqu’à être nul quand À devient zéro : on en 
tire cette conséquence, qui domne même souvent un excellent ' 
procédé de calcul pour déduire la fonction f'(x) de f(x), que 
la dérivée y” d’une fonction y est ce que devient le 1“ membre 
de l'équation (2) lorsqu'on rend A nul ; c’est-à-dire que La dé- 
rivée y’, ou le coefficient différentiel d'une fonction y, est la li- 
mite du rapport de l'accroissement de celte fonction y à celui de 
la variable x ; en effet , le numérateur f (x + h) —f{x) est l'ex- 
cès de la fonction variée sur la fonction primitive, et le déno- 
ininateur est l'accroissement À attribué à x. (for. ce qu'on a 
dit n° 113 sur les limites.) 


698. L'origine du mot différentiel est utile à connaître. Puis- 
que, dans l'équation (2), le terme æ est aussi petit qu'on veut 
avec h, tandis quey’, qui est indépendant de h, reste cons- 
tant, il est clair que plus 4 sera petit, plus le 2° membre ap- 
prahti dese réduire à y’; ainsi la différence f(x + h)— f(x) 
se réduit à y’h, pour dès valeurs de A très petites; et comme 
J'h est la différence entre la fonction variée et la fonction pri- 
mitiye, on a appelé y'h une petite différence, ou une différen- 
tielle, Et mème Leibnitz, inventeur de ce calcul, ayant dési- 
gné par le signe d un accroissement infiniment petit attribué 
à une variable , dy et dx ont été des symboles destinés à rem- 
placer les lettres 4 et A ci-dessus , et l'on a eu y'dzx (au lieu de 
J'h) pour la différentielle de y, savoir dy = y'dx. Cétte nota- 
tion est reçue dans le genre de calcul dont nous exposons les 
principes. La dérivée ou le coefficient différentiel de la fonc- 
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tion y=Í (x), est y', ou f (hou Ty ; c'est le coefficient du 2° 


terme, ou de la °° puissance de h dans le développement de 
la fonction variée f(x +h); ou la limite du rapport de l'ac- 
croissement de la fonction f(x) à celui de la variable x; ou en- 
fin Le coefficient de la différence infiniment petite dy= y'dx, 
qu'on trouve lorsque x croît de dx. 

En attachant au mot dérivée l’acception précédente, nous 
pouvons définir le calcul différentiel, une branche de haute 
analysé, dans laquelle on recherche les dérivées de toutes Les 
Jonctions proposées, on assigne leurs propriétés particulières, 
et l'on applique ces dérivées aux problèmes dans lesquels la 
continuité des fonctions est une des conditions essentielles. 

Regardons l'expression y’ comme connue, lorsque fx est 
donné; puisque y” est une fonction de x, elle est susceptible 
de varier, et d’avoir à son tour une dérivée, que nous désigne- 
rons par y”; de même, la dérivée de y” sera y”, celle de y” 
Sera y"... On conçoit done ce qu’on entend par Zes dérivées 
de premier, de second, de troisième ordre... 


699. Nous ne savons pas encore comment zx et A entrent dans 
a (équ. 2) ; voyons à développer cette fonction. Représentons 
J'+aæpar P; cette équ. deviendra 

Sæ+h)=fz + Ph=y +Ph..... (3). 

Posons x + h=z, d'oùh=z—x, fi=7+P(z— 2). 

Or P, qui était fonction de xet de h, l’est actuellement de 
x et z; ces variables sont indépendantes, puisque leur diff, # 
est arbitraire. On peut donc regarder z comme un nombre cons- 
tant donné, et faire varier x seul (avec y et P qui contiennent 
x). Changeons done x en x + À dans la dernière équ. 1°. fz ne 
changera pas; 2°. y deviendra y + y'i+ Bi; 3°. P(z — x) se 
changera en (P+P'i+yi) (z —x— i). Ne conservons dans 
toute l'équ. que les coefficiens des termes où č est au 1° degré, 
savoir 

o=ÿi—Pi4P'i(s—z)+...., 

d’où P=y + P'(a—x) +... (4). 
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Traïtons cette équ. comme la précédente. Le changement de x 
eu x + à donne P' =y" — P' +4" (2—2)... , d'où 


2P” =y" + P'(G—x).. EO); 
de même 3P" =y" 4 P" — z)... | 
4P"=y "4+ P“(z— x)... 
Éliminons P,P’,P”,... des équ. (3), (4), (5)... puis rétablis- 


sons k au lieu de z — x, et nous aurons 


hè w}4 
fees ty E+? Er sut RAS VA (4): 


c'est la formule appelée Théorème de Taylor, du nom du cé- 
lèbre géomètre qui l’a découverte. 

Par le théorème (1), toute fonction fx était décomposée en 
Y Æ yh ah, la 3° partie ah renfermant tous les termes où À 
a une puissance supérieure à la première : maintenant nous 
connaissons la composition de ces derniers termes. 

Tout cela est conforme à ce qu’on a exposé n° 527; mais ici 
JE» qui désignait alors un polynome rationnel et entier , re- 
présente une fonction quelconque de x. 

Il est donc démontré que lorsqu’on attribue à x un acerois- 
sement Å dans une fonction quelconque fx, la série (4), dé- 
veloppement de f(x+h), n'a que des puissances entières et 
positives de h, du moins quand x conserve une valeur indéter- 
minée (n° 695). Cette série (4) sert à trouver ce développe- 
ment, toutes les fois qu’on sait tirer de fx les dérivées succes- 
sives f Oy f Eose Où FT... 

Par ex., soit y= x", on en tire y =mx"™', puisque tel est 
le coefficient de 4’ dans le développement de (x+4-h)". De même 
J'= mm — 1)", y" = m{m— 1) (m—2)xr"3, etc. Donc en 
substituant dans l’équ. (4), f (x+h) devient (1+h)”, et l'on 
retrouve la série de Newton (p. 11). Il suflit donc de savoir que 
le 2° terme de (x + h)” est mx"—'h, pour en avoir le dévelop- 
pement total, quel que soit l’exposant m. 


Nous avons appris, page 233 et suiv., à développer diverses 
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fonctions en séries : comme la recherche de ces expressions est 
une application simple des principes du calcul des dérivations, 
nous les tirerons de la formule de Taylor, en suivant les règles 
de ce calcul: nous ne ferons donc aucun usage de ces séries 
avant de les avoir démontrées de nouveau, 


Règles de la différentiation des Fonctions algébriques. 


700. La manière dont la dérivée y est composée en x, dé- 
pend de la fonction primitive y, et en porte l'empreinte. Il 
faut, pour chaque fonction proposée, savoir former cette déri- 
vée : c’est ce qu’on obtient par deux procédés. Le 1° résulte de 
la définition même, exprimée par l’équ. (1). 

On changera x en x+h dans la fonction proposée fx, et 
l'on exécutera les calculs nécessaires pour mettre en évidence le 
terme affecté de la.1™ puissance deh: le coefficient de ce terme 
est la dérivée cherchée y', ou f'x. 

Sr. Le second procédé est fondé sur la propriété deslimites, 

° 697. Après avoir changé x eux +h, on retranchera la 
ph proposée et l'on divisera par h, afin de composer le 
rapport y" + æ, de l'accroissement de Mon à celui de Ja 
variable : puis faisant décroître À indéfiniment , on cherchera 
la grandeur vers laquelle ce rapport tend sans cesse, c.—à-d. 
qu’on en cherchera la valeur dans le cas de h = o : cette limite 
sera y’. 

Mais il convient de composer des règles pour chaque espèce 
de fonction, afin d’être dispensé d’appliquer directement ces 
procédés, dans les divers exemples qu’on rencontre ; ces règles 
donnent la dérivée pour chaque cas, sans qu’il soit nécessaire 
de faire desraisounemens spéciaux ; on opère alors comme lors- 
qu’on fait une multiplication, une extraction de racines, ou 
tout autre caleul algébrique. 


Joz. Soit y = A + Bu — Ct... ; A,B,C..... étant des 
constantes; u, t... des fonctions de x. Pour obtenir la dérivée, 
appliquons la première règle. En mettant x + h pour x, Æ ne 
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change pas, Bı devient BQu+uh+ah), Ct est changé en 
C(t+ «h 6h; ainsi la fonction variée f (x -+ h) est ici 
F=(4 PBu— Cr...) + (Bu = Cl... jh + Bah — Chh... 
Donc, y'= B'— Cf... La dérivée d'un polynome est la 


somme des dérivées de tous Les termes, en conservant les signes 
et les coefficiers : les termes constans ont zéro pour dérivée. 


Ainsi, y= ê — z’ donne y! = — 2x. 
T=1+/x— 5r — 3r’ donne y'= 8r —5— 97. 
703. Pour y=u Xt, u et t étant fonctions de x: mettant 
£ + hpourz, il vient f (14-A) ou 
F= (u4 wh Lis x Hih Bh, 
g =u ul. 
De même , 7=u.t.v, em faisant t.v =z, devient y= u.z; 
d'où y'= u'z +4 us : mais mussi z = fv+tv ; donc 


F= tvni + tuv -4 uvt. 


- Ainsi la dérivée d'un produit est la somme des dérivées prises 


en regardant successivement chaque facteur comme seul va- 
riable. Notre démonstration s'étend à 4,5... facteurs, 
=(a +x) (a— x) domne y'=—=(a—x) 1—(a+ x)1, puis- 
que- 1 et — 1 sont les défivées des facteurs; ou y = — 2x. 
y= (a + bx)’ donne y =b 4 3x°(a + br). 

704 . z et u étant des fonctions identiques de x, changeons x 

en x +} dans z= u; nous aurons 
z+z'h4 ah =u +uh 46h. 

Donc z =u’ (n° 616) ; de même, on a z” =u", "= u"..... 
Donc, deux fonctions identiques ont aussi leurs dérivées iden- 
tiques pour tous les ordres. 


' nob: Sity ==; on en tire {y = u; d'où yiyi =, 


u— yi ut—ut 


Fr) ouy = 


puis J= 
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La dérivée d'une fraction est égale à celle du numérateur, 
moins le produit de la fraction proposée par la dérivée de son 
dénominateur , cette, différence divisée par ce dénominateur. 
706. Ou bien , est égale au dénominateur multiplié par la 
dérivée du numérateur, moins le numérateur multiplié par la 
dérivée du dénominateur, cette différence divisée par Le carré 
du dénominateur. 
On peut encore tirer ces règles en effectuant la division de 


u+uh+ah u eiu 


Y= TEET D hi 
d’où y =etc. 
she à =Z 1  (2—zx)x 
A - —-—>, d =- — 
ins)" + = — onne y = HUE N 


nati br PSS DE Te _(3—2)bx +4 


LE ET (3— 2x)" idl E PET T N 
707. Si le numérateur u est constant, on fera =o, et l’on 
aura y =———=--"— : la dérivée d'une fraction dont le nu- 


méraleur est nN a est moins le produit du numérateur par 
la dérivée du dénominatcur, divisé par le carré de ce dénomi- 
naicur. 


Par ex., 7 =É dome y Hetati, 
di 1e 453 
rte P dipan = eh: 


708. Cherchons maintenant la dérivée des puissances, 

1°. Simestentier et positif dansy=x",comme 2"=x.2"T?, 
la dérivée relative au 1°" facteur est 1,2" ; d’après la règle 
des produits, il en faut dire autant de chacun des m facteurs ; 
dont la dérivée est y =mzx""", 

Et s'il s’agit de y=z", z étant une fonction de +, comme 
zm = 2.27 Ja dérivée relative au 1“ facteur est =’ ,2"-"; cha- 
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cun des m facteurs z donne ‘cette même quantité. Donc la dé- 
rivée est y = m2" !,2". 
Par ex., y == (a + br +cx')" =z", eu faisant ij 
z = a + bx + cx* 3 
et lom a i 
z =b 42er, y =m i= ma + br + ex)" X (b + 2cx). 
Pour y= z(a + bz’), en faisant a + br’=z, ona 2'=2bx : 
et par la règle n° 903, y'=32"2+x'2= x2"(3a + bax’). 


Enfin, 7=(a+bzx); on a y=z en posant a+ br =z, 


d'où £ =b, y = 22: =2b(a + br). 
P 
2°, Quand m est enticret négatif, m =—n, et y= wm=, 
nat, i 
on ay = B d’où y = 3 en vertu de la règle n°507, 
m4 


et de ce qu'on vient de démontrer , 1°. 


Ainsi ! = — ni = m,a. 
a 5 pa 
Pour y Sp May nee TE 


y R 
3°. Quand m est fractionnaire, m = z, onay =z 4 d'où 


= 2, en élevant à la puissance g : prenons les dérivées des 
deux membres qui sont des fonctions identiques de x (n° 704) ; 
p et q sont ici des entiers positifs ou négatifs ; il suit des deux 
cas précédens que gy7.y'=pz"".z"; comme p = qm, et 
Y =z", on a (voy. n° 710) 

ga ny eSa Tas LORS = mas", 

Quel que soit Vexposant m, z étant une fonction de x, la 
dérivée de 1" est donc mz™—'.z', z' étant une dérivée qu’on tire 
de z = fx. Nous ne disons rien des exposans irrationnels ou 
imaginaires, qui rentrent dans les précédens. (Voy. p. 16 ) Au 
reste voici une démonstration qui embrasse tous les cas. 
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709. Changeons x en + h dans y = 2", 
Y=(z+h}"=y +yh+etc.; 


h 
d'où (ZE. y =(: + y = (+= 1 F LE h ete, 
en divisant tout par x”, et faisant À = xz. Or, (1 Hz)" est 
indépendant de x, puisque, À étant arbitraire, zest quelconque, 
même quand on détermine x: il faut donc que notre dernier 
membre soit aussi sans x, et par conséquent le second terme 


en particulier ; d'où = PE: — constante ; c.-à-d. que y’ doit être 


composé en T, de manière que divisé par x"—1, le quotient 
soit une fonction de m, telle que fm, ou y = x", fm. 
Déterminons fm, Nous avons 
(x +h)" =a” 4 her, fm +ete. 
Donc (+= a" + har. fn pete. 

(m hrt anta y henta, f(m n) +, 
en changeant m en n et en m pn. Mais en multipliant les 
deux 1" équ., on trouve pour produit la 3° équ., excepté 
qu'il y afm + fn, au lieu de f(m + n) : donc ( note, p. 299) 

| -f(m+n)= fm + fn. 
En considérant n comme un accroissement de m, on a 


fim+n)=fm+nfm+ete.; partant, fn — nf’ mt etc. ; 
et puisque le 1°“ membre est indépendant de m, le 2° doit atssi 
l'être, savoir, f’m= un nombre inconnu a d'où" = 0, 


et fn= an; d'où fm=am. 
Il s’agit de déterminer la constante numérique a. Or, on a 
(x + h)" =a" 4 har am + h’. na 
Faisant m=),x+h=x+ha;d'oùa=:, 
Ainsi, fm =m, ct la dérivée est y'= mr". 
Maintenant pour y = z", où z est fonction de £, on a 
Fe +h)=(2+2h4.. = 2m pme hp... et =m, x’. 
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1 vIn 


x m 
` m 
710. Pour y = yz=z", ona 


c'est la formule des dérivées des fonctions radicales. 
4 i ; ~ “ 
Pour y = V/(a+.bx’), on fait z= a + bx, et l’on a 


y 5, y 3 zi. 7 = V{a + bx*) .2bx. 

Dé même y= ya? donne =? $= EAEN 

; ' 5yr’ 
Comme les radicaux du 2° degré se rencontrent plus souvent, 
on forme une règle pour le cas de m= 2; y= yz donne 
"= a dérivée d'un. radical carré est le quotient de la 
dérivée de la fonction affectée de ce radical, divisée par le 

double de ce méme radical. 


b 
Par ex., y = a+ byz— $, dae AU T7 LT £ 


Pour J= (ax +0) +2 (x —0b)/(a— x), 


ona d =6ax* (ax3 + b)+ 2e izt E, e 
on vapi ren 
t a’ 


== 


Va + x). (ax +a—oxV a+ a) 
Si l’on eût multiplié haut et bas la fraction proposée par 
x -+ y (a° + x°), on aurait eu 
z° 22 ad +2x* 
= y ŽVw+z), J= + PCE 


a’ a’ ya 


711.Étant donnée une fonction compliquée y= fx, supposons 
TE: 22 
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qu’en représentant par z une partie de cette fonction, ou z=Fz, 
la proposée devienne plus simple et exprimée en z seul , y=—=ọz; 
on a ces trois équ., dont la 1* résulte de l'élimination des z 
entre les deux autres : 


(PR Ch): SRE) (3) y= es. 


Nous allons tirer la dérivée y’ de ces deux dernières, sans nous 

servir de la 1"°. Comme il y a deux variables x et z, notre no- 
tation ne suffit plus ; car y’ ne désigne pas plus la dérivée de 
la 1° équ. que celle de la 3° ; cependant x est variable dans 
l’une, z dans l’autre, et les fonctions f etọ sont très dilférentes. 

La dérivée de y s'exprime aussi bien par d y que par y” (n° 698); 
et ju la dérivée de x est x'—1, ou dx —1, nous écri- 
rons TZ, pour marquer que la dérivée de y est prise relative- 


ment à Za variable principale x, qui reçoit l’accroissement 
arbitraire h. On appelle dy, la différentielle de y, expression 
synonyme de dérivée, et qui n’en diffère.que par la notation 
qu'elle suppose. ( V. p. 329.) 

Changeant x en x+h dans (2), et désignant par k l’accrois- 
sement de z, Z — z= k, on a k= Hap. «.; dès-lors pour 


que y devieune, dans l’équ. (3), la même quantité Y, que si 
l’on eût changé x en z + h dans ( 1), il faut changer z en z+% , 


savoir, 


d 
Y= ath =y + TE... 


Le coefficient de # est ici la dérivée de y =@z, prise comme 
si z était seule variable et indépendante de x, ce qu’exprime 
notre notation. 


Substituant pour # sa valeur, on a 


=y +5 Z „Eht ete. 
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y ~ dy d. 
x 

Donc (*) =i 

Le 2° membre est le WT des dérivées des équ. (2) et (3), 
c'est-à-dire de @z par rapport à z, et de Fx par rapport à x. 
La dérivée d’une fonction de x, lorsque z est fonction de x, est 
le produit des dérivées de ces deux fonctions. 

Il est inutile de donner des exemples de ce théorème , qui a 
déjà été appliqué, n° 708, à la dérivée dez”; il nous sera 
d’ailleurs très utile par la suite. 


712. Il peut arriver que l’équ. y=fx soit assez composée 
pour qu'il soit nécessaire d'y introduire deux variables zet u, 
représentant des fonctions de z; alors l'équation proposée 

= fax... (1) résulte de ki taliontdé z et u entre ces trois 
“qu. données 


(2)... 2= Fr, (3)...u= 4x, (4)... =0(z,u). 


11 s’agit de tirer de celles-ci la dérivée de la première, comme 
si l’on eùt changé x en x + h dans l’équ. (1). Cette transfor- 
mation faite dans les équ. (2) et (3), donne pour les accroisse- 
mens Å et z qui reçoivent z et u, 


= Ér... i=in. 


Changeons donc zen z+%#,et u en u + ï dans l'équ. (4); et 
comme cette partie du calcul est la même, soit que À et ï aient 
une valeur déterminée, soient qu’ils restent arbitraires, z et u 
y sont traités comune des variables indépendantes. Il est donc 
permis de changer d’abord z en z + k sans altérer u; puis, 
dans le résultat, de mettre u + à pour w sans faire varier z. 


(*) Observez que les dz ne s'entre-détruisent pas, parce que le dz qui di- 
vise dy indique, non-seulement une division, mais aussi que la dérivée ou 
différentielle dy est tirée de l’équ. y = 42, comme si l'accroissement h était 
attribuéà z, et non pas à x ; alors dz est = 1 : d’un autre côté, le multipli- 
<ateur ds indique que la dérivée de g est tirée de Péqu. z = Fr, x ayant pris 
l'accroissement h, ou dx = 1, 

Z2.. 
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Ce double calcul conduira au même but que si l’on eût fait à 
la fois les deux changemens. 


Mettant z -+ k pour z dans y = (z,u), u est assimilé aux 
autres constantes de l’équ., et J.devient JT + né k+....Il 


reste à substituer ici u + i pour u. Le 1° terme y doit alors 
être considéré comme ne contenant qu’une seule variable w, et 
devient 


d 
THE it... 


d 3 
Le 2° terme A k est pareillement une fonction de la vá- 
riable 2; mettant u -+ à pour u , le développement commencera 


par ce même premier terme ( n° 694), en sorte que la somme 
est 


- Y=y +g it git 


Il n’a pas été besoin de considérer les termes subséquens, parce 
que le but du calcul étant de trouver le coefficient de h, les 
termes č, #*, ik.... donneraient des k’, k’... Substituons 
donc ici les valeurs ci-dessus de # et ï ; nous avons 

d LL dy dz 

Y=y+ (p t ot 
Le coefficient de k est la dérivée cherchée, comme si on l’eût 
tirée directement de l’équ. proposée y = fx, savoir, 


dy _ dy du 
dr — du dx + 


La remarque de la note précédente s'applique ici. 


w rA 


713. S'il y avait trois variables dans la fonction transformée 
y =Ọ (z,u,t), il suffirait d'ajouter au 2° membre un 3° terme 


dy dt D : 
de même forme SIs ERM et ainsi de suite. 


dt 
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Donc, la dérivée d’une fonction composée de différentes 
fonctions particulières, est la somme des dérivées relatives à 
chacune , considérée séparément et indépendamment lune de 
Tatune’, èn suivant la règle du n° 711. Il est visible que les dé- 
rivations des produits et des quotiens ne sont que des cas par- 
ticuliers de ce théorème (n° 703 et 707). 


G 


Soit = FE; on à JE “zen faisant 


1=a+ ör; u=i—z; d'où 7 =b, ŭ =— 1. 


: ; y z —22u! 
La dérivée de y, u étant constante, est ina pour la 


dérivée relative à u, par les règles n” 707 et 708, 2°. La somme 


Je b b 
est la dérivée cherchée : done y’ 71 T 5 ZE 


rs = (rene e PRE =- X, en faisant 


z=1 de th — 5r, "=r u =h 5, 


prenant les dérivées successivement , en ne considérant qu'une 
variable z,u, où £, et ajoutant, on a 


Eea 2280 u (au) 167 — 15xt— 7 
Abus 16 Bou e 
Lorsque les valeurs qu’on doit égaler à des variables z, u... 
ne sont pas très compliquées, on préfère opérer sans le secours 
de cette transformation , en la supposant tacitement. C’est ainsi 
qu'on tire de suite de 


ræ=(a—-2z+#), y =3(a— 27 + 2°) (32° — 2). 


114. Après avoir trouvé da dérivée y’, eu traitant cette fonc- 
tion de x selon les règles qui viennent d’être posées, on en 


tirera la dérivée du 2° ordre y": celle-ci donnera de même y”, 
puis y”, etc. 
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Par exemple, yæx' donne y = — 2x", y" = 2x1, 
=", 32 ete; y = 2,3... nr) à 


£ = 
De même y=1v/z=2" domne y ="x A à =l 


PR PET à 1.3.5 ét à .3.5...(an-3, 
le da i, J=— =") zx JO mg RES, 


Pour y = x", ona y = mi" ÿ"— hm = Duees., 

= m(m— 1) (m— 2)... (m= n -4+ r)en, 

715. Tl est facile maintenant d'appliquer le théorème de 
Taylor (4, n° 699) à toutes les fonctions algébriques, c.-à-d. 
d’en obtenir le développement en série, selon les puissances 
croissantes de À, lorsqu'on y a changé x en x + h. 


I. Soit y= zx7!; nous venons de trouver y, y"... Donc 
SRE AE VAR EST PSE a 
2LR x x = A Berre ai 
Ce développement est une progression par quotient (p. 234). 


IL. y = = Ter? donne de mème 


$ a na? a ahe 
fæ&+h =? =s +(: +y- 5 ANSA 

III. Pour y = yx; on trouve y’, y”..., et substituant dans 

la série de Taylor, on a | 
hi h r.h? 1.3.5...(2n-3) A" 

Aarin Vz a4 yat a3 

IV. En général, y= x" donne le développement de la for- 
mule de Newton, quel que soit l’exposant m. 


(æ + h)" = z” + ma" h4 mgm EN 
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Fonctions exponentielles et logarithmiques. 


716. Pour avoir la dérivée de y = fr = a7, suivons la règle 
du n° 700: il vient 


f(x + h) = at — a, ah = a" + y'h + etc. (n° 695) ; 
‘oi vi z h X 
d’où , en divisant par a”, a* = 1 + 2h + etc. 


Le 1° membre de cette équation étant indépendant de x, le 2°, 
et en particulier le coefficient de À, doit aussi l'être : donc, 
J’ doit être composé en x, de telle sorte que, divisé par a”, le 
quotient soit une constante #, fonction inconnue de la base a, 
y'= ka”. Ainsi, 


y- mhar lot, e a N kank at 

Pa ka kizt 4e 

2 2.30, 8 OX 

d’après la formule de Taylor. La constante k se détermine 
comme au n°625 : on pose æ=1; puis, dans a=1 4k +4 4... 
on fait k=1, et l'on désigne par e la base qui correspond, 
e = 2,71t281828... Enfin, on pose kz = 1 dans la 1"° série ; 


et až=r + kz + 


è S 
le 2° membre deviente,etl’onaak=e, a = e*; d’où 


1 — Log CAPES RACE D 

— Loge aa loge’ | 
selon que le système des log. est quelconque , ou a pour base e, 
ou enfin a. Les notations convenues p. 244, sont ici employées: 
la désigne que la base des log. est e, ou qu'il s’agit des log. 
népériens, etc. En un mot, le Calcul différentiel reproduit les 
séries démontrées n° 625, et par suite les conséquences qu’on 
en avait tirées. 


717. Soit y = a, z étant une fonction de x, z =fx : la 
règle n° 711 donne y = kat. z= at .z' la; z' se tire de z = fx. 
La dérivée d’une exponentielle est le produit de cette même 
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quantité par la dérivée de l'exposant, et par la constante k , 
qui est le log. népérien de Da base. 
J= emr donne... y'=e".mn2; 
REC EN CORRE T =A a; 
goa Eee, yl = MA On la 
Ver4 1) 


718. Pour y= Log x, la règle n° 700 conduit à 
= Log (x + h) = Logzx + y'h + etc. 


Log (x+h)—Log 2=Log( A —=Log (1 +z)=Yxz + etc. 


en posant A= xz. Observez , comme n° 709, que zest indéper- 
dant de x, puisqu’en changeant convenablement Varbitfaire x. 
z peut demeurer constant lorsque x varie. Le 2°-membre, ct 
en particulier le terme y'zz, doit donc ne pas contenir x ; y’ 
est composé enix de manière que le produit y'x soit une cons- 
tante W, x M. Ainsi, (n° 714), 


NPER c F1: M aMMa! ,_ 2.3M 
LED T = s L= N A ar 


BAS RE; 

Log += Loge + u(t TAGS + |. r al 6)» 

Log (1 +2) =M(—:?7 +i? i 2214...) 

Quant à la valeur inconnue de M, elle dépend de la base a 
du système. Soit ¿le log. de 144z, i= 1 + z= tekti ke.. 
d'où z= kt ( 1 +244.....). Substituant dans la série de 
Log (t: = z), nous avons , en supprimant le facteur commun £, 

1= Mkü- ki) m Mke Y. 
Cette relation doit subsister, quel que soit z, k et M conservant 
leurs valeurs constantes, Soitpris z=0, d’où t=0, puis I= Mk; 
Ka I 11 0 NL E 
ae j ant anen es TEA Tke m Ala 


Il estaisé de voir que M est ce que nous avons nommé le mo- 
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dule (p. 245), facteur constant dans un système de log.; qui sert 
à traduire ceux-ci en log. népérièns ,etréciproquement. On re- 
trouve done ici les mêmes séries et la même théorie que précé- 
demment. | | 


719. Soit y= Log z, zétant une fonction de x; ona%n° 711), 


Mz’ z 
4 =— = 


rai ig 

Z kz da 

La dérivée du log. d'une fonction est la dérivée de cette fonction, 
muliipliée par le module et divisée par cette méme Jonction. 
Le facteur M est 1, quand il sagit des log. népétiens (: 


, 


u i Î ou" 4, _ tu ut 
rA() = lu “tt er J'TE 


kd 


t>, ut 
2 = Lg 2 y a = me 
M. 

IPS VE VEF Eae Fotz! 
M 


| PERRET : E 


Vi+r+z Poz rg 

Ei 1 TATE e 

; 7 (VAI PE Vitr) 
aV a DE 
Vritz—Vi=z TæeVi-r 


720. Les log. servent souvent à faciliter la recherche des dé- 
rivées. vie 


I. Soit y = dz..:.; on en tire ly =lu + lt + lo +...; 


(*) On aurait pu tirer la dérivée de celle des exponentielles : y=a* donne 
z 
y =h. la=yz la; d'où # — le — +. Réciproquement, de cette der- 
nière équ. on peut déduire la précédente , c.-à-d, la dérivée y” de a”. 
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4 à 
puis J=; +-+ Jovu Multipliant par la proposée , 


onaj’, ce qui prouve que la règle n° 703 est vraie, quel que 
soit le nombre des facteurs. 


IL. y = z' donne ly = t. lz, Z=% — +. lz. 
ran fG 
donc y =2(© + riz). 
JMI: De Pen a , on tire y = b, la, y = F à b*. z’ la lb, 
‘IT d s” donne ly = “lz; donc 


Ze He (fe + “y =" "(€ pu le. ra LR =). 


Fonctions circulaires. 


721. Cherchons la dérivée de y = sin +, le rayon étant : ; 
on a sin œth)= = sin z cos À + cos x. sin pr het. ; 


d'où 2cosx.sin h= 2yh -+ etc., sin À = 7 ÉN + etc. 


Le 2° membre doit ne pas contenir z ; ainsi "i in rai de k 
est une constante inconnue À, y =A cos x, sin k=Ah +etc.; 


onen tire za = A + etc.; et faisant décroître h, on voit que 


A est la limite du rapport du sinus à l'arc A, limite (u° 362) 
qu’on sait être == 1 ; ainsi A = 1, y’ = COS x. 

De même pour z = cos z, 

cos (x + h)=cos x. cosh sin æ.sin h=ztzh + ete. 


En retranchant, on en tire 2 sin z. sin h =-#27h + etc.; 


puis sin A= Eh + etc.; mais on a trouvé sin h= h+ ete.; 


— Z ' : 
en comparant, on a eA = 1,7% =— SIn 7. 
sin 


Une fois connues les dérivées de sin x et cos x, il est aisé de 
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passer aux dérivées d’oydres supérieurs, et l’on trouve qu'elles 
se reproduisent périodiquement dans l’ordre” 


sin x, cos z, —sinz, —C0s T. 


Le théorème de Taylor donne par conséquent 


sin (x + h) = sin (12+ y 


eos e(r- t) 


Faisons ensuite successivement x = o et = 90°, nous trou- 
vons les mêmes sériesique page 249 ; d’où résultent la forma- 
tion des tables , le rapport x du diamètre à la circonférence et 
les formules des n” 628 à 635. 


722. Pour y = sinz, onay = 7 .cos z. 


Si y = cosz, on ei =—7.sin z. 
S t — o A. C 1m, 
oity=tang z= z» na(n J06) y'= pr z' .séc’z 


La dérivée de la tangente d'un arc est le carré de la sécante , 
multiplié par la dérivée de larc fonction de x, 
s » 
P == Paet 
our y =cotz, on Wi ré 
Puisque V $ (14 cosx)= cos À x, la dérivée de ce radical 
est — į sin 4 x; C’est en effet ce que le calcul donne. 


Soit y = cos mz ; on a y’ = — mz'.sin mz, 
J=sinmz...., y =  mz cos mz. 


sin (1x) 
r 


De y= cos(lx), on tire y’ = — * 


Pour y = cos gs on a ly = sin x. | cos x; puis 


sin 
cos xf 


y’ = COS æsin (cos x.l cos x — 
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r'tangz 


= v tang z.séC z: C’est la déri- 
cos z 


yY = donne y'= 
~ M cosz? A 


vée de y = séc z, 


(sinz) __ z% cos z 


Pour y = lsin z, on a y = 22 = z7 cot z 
Y i TT x sinz sin Z £7 
l cos z Pa ESS) ' ta 
= SZ.. a Y =E —— an n 7 tangz 
F SS cos z Tp 7, 
A Eae. 


=l tang 2...7 = — mm 
A 1 TT osz ng z sin 22° 


M. Legendre a donné dans la Conn. des Tems de 1819 des 
séries propres au caleul des log. de sin., cos. et tang. 


Soity = log. sin x; appliquant le théorème de ms et 
désignant par M le module, on a 


n M "2 2M cos x 
=, PET ne" 2 ame 
log sin (z4 2) = log sin x + Mh cot z — M Lu +. etc. 


Transposant 19Bin x, il vient, la dif, A entre ce log et celui 
de sin (x + A), 


i 
+ 


Mh! 


a= Mhcota(1— sin 2x tira- 4 sin? x 


(1=$ sin x). 


On trouve de même pour les diff. å, et 4, entre les log. des 
cos. ou des tang. de z + het de x; 


a= Mangez nart Jon ei al Rr5008 a); 


” 4 
(don cot'ax }+ LM ax ee): 


siní ax 


` h représente ici la longueur de l'arc différentiel. (X. t. 1, p. 366.) 
C’est ainsi que pour avoir log sin 27°33’, connaissant logarithme 
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sin 27°30, on fait k = arc de 3'=3 sin 1”. Voici le calcul : 

h.a... ss 4.94085 f.94085 — 1e terme — 0.00072€c3 

MU, 1.63778 .86215 2%.,..,., =—0 0000008 

cotæ.... 0.48352 sin2x...—1.91336 BOR GeT. = 0 

= à 
1erterme 4.86215 2°,.... 7:88964 — Aisee = 0.000727) 
Le 3° terme ne produit rien quand log'sin x... = T 6644056 


o nd quê décimales. 
ù ne prend que” décim log sin°270 33° — 1,665132) 


Cette méthode est surtout utile lorsqu'on veut tee les log. 
avec une grande approximation. 
723, Supposons que zx soit le sinus d’un arc y; ce qu’on 


écrit ainsi: | à 
y = art (sin = z), ow x =sin y. 

La variable z qui reçoit l'accroissement A, n’est plus Parc, 
mais bien le sinus. Or V’équ. x = sin y donne 

T 1 
sy VO) 
= z 
Pour y = arc (sin = z), on a donc y” E Ti T W 


1 =v cosy, Y =m 
' 


h nA: 
Pour y= arc (cos = 2), on aurait y = ————, 
v4 ( ) ra Va—z) 

ARTS Det 

Prenons y = arc ( tang = 2) ; d’où z= tang y , z mi 72 


àl 


J =. cos y ; et puisque cos’ y = MES pre a 
Ainsi, la dérivée d'un arc, exprimée par Son sinus , est1 di- 
visé par le cosinus ; celle d’un arc exprimée par son cosinus, 
est — 1 divisé par le sinus ; enfin, celle d'un arc exprimé par 
sa tangente , est 1 divisé par 1 +- Le carré de cette tangente. 
Si le rayon, au lieu d’être 1, était r, on aurait, en rendant 
les formules homogènes ( n° 347, 2°.), 


y=arc(sin=7z), y = arc (tang =z), y = tangs, 


rz PUIS À à rz 
Ta V2)’ Y A + 22? JT cos’ z 
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Dérivées des Équations. 


724. En résolvant l’équ. Perag) = = 0 sous la Done yee; 
il serait facilé d’en tirer y’, y”, y”. + mais cette résolution, 
qui est rarement possible, n’est nullement nécessaire ; car met- 
tons, pour y, sa valeur fx dans la proposée ; il en résultera une 
fonction de x identiquement nulle, que nous désignerons par 
z = F(x, fx) = o; les dérivées 7’, 3”, 3"... seront nulles 
(n° 704). Or, pour obtenir 7’, il convient, d'après ce qu’on a 
vu n° 712, de simplifier l'expression compliquée F(x, fr), 
en égalant à,y le groupe de termes fx, et d'appliquer la règle 
de ce n° à l’équ. z = F (£, y) =0, qui est la proposée même. 
Donc 

USE 02 put ds. 4 
z =E tI =0, y =- 7 

Ces deux termes sont des fonctions connues de vety, qu'on 
nomme Différentielles partielles. Par exemple, de l'équation 
J’ +r — rh = z = o0, on tire 


dz _ ds _, Spid FU PRE 
SP el alé d — Jo A na. AN di y 
r— x 


De même z*+ y’>—2rr =r donne y y'+x—r=0,7 = 


xi ary=ay’; (2ax*— 3ay)y +4x° + faxy = o. 


725. Il est vrai que y’ est exprimé en x et y, etnon en x 
seul, comme cela serait arrivé si l’on eût résolu l'équation 
F(x,.7)=0. Si l'on veut déduire y’ en x seul , il reste à éli- 
miner y entre l’équ. z= 0, et sa dérivée z = 0. 


C’est ainsi que, dans le premier exemple, on a z? + 7*=r*, 


s i £ 
x + y y'=0; où chassant y, =y (r — r), y =-— 

i VeeS ey 

Cette élimination , qui est rarement utile , élève y’ au degré 

même où se trouvait y dans la proposée z=0; car quand il y a 
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n valeurs de y=fx, comnie le calcul de la dérivation laisse dans 
y’ les inètñes radicaux qae dans fæ (n? 710), y'a aussi nva- 
leurs. Si Cái n’est qu'au 1“ degré dans =’ = 0, cela vient de ce 
que y s'y trouve aussi, et comporte les mêmes radicaux qpe 
l'élimination de y doit reproduire. 


726. L’équ. z = o renferme x, y’ et y, Fe song ‘des fonc- 
tions de z* Le raisonnement du n° 124 prouve qu’on peut en 
tirer l'équ, z" = o, en regardant y et y’ comine contenant z, et 


appliquant la règle n° 712. La notation dont on s’est servi de- 
d’ d'y 
vient alors plus étendue, Par ex., E Ti D signifieront 


que dans la-première, la dérivée- est prise d'abord en considé- 
rant æ comme variable, et qu’on a pris ensuite la dérivée du 
résultat relativement à y ; dans la deuxième, on prend les dé- 
rivées trois fois successives : deux fois par rapport à x, et une 
fois pour y. Du reste, il suit de ce qu’on a dit (n° 712), que ces 
dérivées peuvent être prises dans tel ordre qu’on veut : dans le 
2° cas, on pourrait, par ex., les prendre par rapport à y , puis 
deux fois pour æ, ou bien une fois pour x, une fois pour y, et 
enfin une pour z. (Por. n° à ) 
NÉ 
D’aprèscela, I’ équ. = a + po =0 dome 


d’z d’z Ara 2 M 
T2 2y. dx. à 2 er 9: 


Cette équ. du 1% degré en y” donnera y" exprimée en x, y et y's 
on pourra éliminer y” à l’aide de l'équ. z’ = o ; et si l’on veut 
chasser y par l’équ. z = o , alors le degré de y” s'élèvera. 

Le dernier ex. n° 724 (2ax* — 3ay*) y +42’ + fax y =0, 
en prenant les dérivées relativement à x, y et y’, comme va- 
riables indépendantes, doune 


(2az°— 34°)" + 1a2° + ay +8axr' — bay y” =o. 


727- Si la proposée z == o renferme un terme constant, il 
disparaît de la dérivée z — 0, comme on l’a vu n° 702. Ainsi, 
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ay sr? donne z + pr =o, qui est indépendant dër; et 
ex primé une propriété commune à tous les cercles dont le centre 
est à. l’origine, Il est même permis de chasser telle constante 
qu’on veut, en V'éliminang à laide deséqu. z = 0, 2 = 0, sauf 
à faire reparaître celle qu’on aurait chasido dabord, y= swat 
‘donne y'= a qui ne contient päs b {et chassant a, on a.. 

YEN ‘x b, qui est indépendante de a. LR 

La. dérivée du 2° ordre perd une 2° éonstan(é; “ete du 3° 
ordre, une 3° constante , etc., et le résultat exprime ainsi une 
propriété de l’équ. proposée, qüelles que soient ces constantes. 
LA =a— br’ donne yy =—bx, yy"+y— — b; et chas- 
sant b, il vient cette équ. dégagée de a et b, 17 = 0 A” )æ. 

On | peut encore chasser une constante c, en résolvant la pro- 
posée z= 0, sous la forme c =f (x, 24 et différentiant. 
Comme les deux procédés doivent conduire à des résu tats équi- 
valens, et que celui-ci introduit des radicaux dépendan: du de- 
gré de c, ilest visible que si l’on préfère éliminer € entre les 
équ.z=0, 7 = 0, le degré dey’ ‘doit s ‘élever. Par ex., 


J’ — Y +r=e, Le ORA Tamo 
donnent (x — 2°) 7" — 4er - = 2=0.. 
728. On voit donc que toute kivdi de Vordren, ide l’équ. 
z= F(x, y) = 0, ne doit contenir y(") qu au 1°" degré; quand 
il en est autrement, l’équ. ne provient pas d’une dérivation 


immédiate, mais de ce qu'on a éliminé quelque constante, 
ou g, ou, à l’aide de l’équ. proposée. 


. Changement de la Variable MAÉ 


729. Toute question générale, traitée par le Calcul différen- 
tiel, conduit à une expression en +, y, y, y” :., telle que 


de, y, (2), (Tr) se]. 
Lorsqu'on veut l'appliquer ensuite à un ex. proposé y =Fx, 
il faut tirer (2°), (>”)..…., substituer dans Y, et cette fonction 
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n’est plus exprimée qu’en z. Les crochets ( }sont mis pour in- 
diquer que x est variable Prpal , et reçoit l’accroisse— 
ment À. Mais il peut arriver qu’au lieu de y = Fr, on donne 
deux équ. qui lient y et x à une 3° variable £. 


J=êt, T= ft: (à). 

Il faudrait doncéliminer t entre ces deux équ. pour obtenir 
y= Fx, en tirer F), (>”),... et substituer dans 4. Ce calcul, 
ordinairement long, ou même impossible à effectuer, n’est pas 
nécessaire; il suffit d eiprimer la fonction 4 en 1, à l’aide des 
équ. (a) et de leurs dérivées g’, f”... : celles-ci ne sont plus 
prises par rapport à z, mais bien à £, devenue variable indé- 
pendante. Proposons-nous donc de modifiee la fonction dou- 
née, pour l’amenerärenfermer 1,0’, f”.., au lieu de LIANT): 
Soient h, k, į les accroissemens que prennent ensemble les va- 
riablesxz,y,t: 


= Ex donne k=(y)h+ 1: QE... 0), 
The... i kEi Hire Æ0.. (a), 
mets. md Hi D... (3): 
Ces dérivées se rapportent aux fonctions respectives F,@, f; 
(7^) est la dérivée de Fx relative à x; y” et x’ sont celles des 
équ. (a) par rapport à £, ou . 


d dy PP 217 
= == x= St 


> 


La fonction Ÿ est donnée en (7'), (7")..., et l’on veut la 
traduire enx’,7',2", 7", qui sont des fonctions connues de r. 

Égalant les valeurs de 4, puis mettant pour z la série (3), en 
se bornant aux deux premières puissances de À, on a , 


yeiga" EON r i AA 
et comme ï est quelconque (n° 616), 
G=, (FIL +0) =y" ete. 


Donc, pour exprimer + en + seul, il faut y substituer à 
EMI. 23 
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2, Y 35 (7) (y)... les valeurs r= fi, y =gt, 


=}, os E e (D). 


On peut tirer (y"), (7°)... de la valeur de (7°), qui est le quo- 
tient des dérivées relatives à ż, tirées des équations (a) ; 
d : 

(r= =% = J= Z: T, Car (7°) représente une fonction 
de x, k TEE" Z, bA on ia à son tour regärder comme une 
fonction de £, telle que (7) =9,t, puisque x = ft. 

Qu'on raisonne de même pour ces trois dernières équ., on en 
conclura que ( y”) doit être le quotient des dérivées de 9, tet ft 


relatives à £. Or, celle de p=% est Lt n a donc, en 


divisant par x’ dérivée de ft, on retrouve = DN D ci- 
dessus de ( y”). Parei llement, la dérivée de cette valeur de( y”) 
étant divisée par x’, donne GA 
LA 4 # 
= Er (5 7)... D, 

ctainsi des autres. On peut donc employer | de trois manières: 

1° En éliminant £ entre leséqu. (a), tirant (7°), (y)... 
de Péqu. résultante y = Fx; enfin , substituant dans 4; 

2°. En mettant dans + pour (y), (7”)-.., leurs valeurs (D), 
(E)... ce qui exprime{enx,y,7',7"…., nak par suite en 4, à 
Paide À équ. (a) et de leurs dérivées; 


3°. Enfin, en formant en fonction de £ la fraction =F À 
æ 


puis prenant les dérivées relatives à £, divisant chaque fois par 
x’ ou f'1,et enfin substituant dans 4 les valeurs ainsi obtenues 
pour (x), (y)... 

730. Soit r une fonction donnée dez, r= fi supposons que 
les équations (a) soient + = cos t, y= r sin 4 (*); d'où 


(") Ces équ. sont celles qui transforment les coordonnées de rectangulaires 
en polaires (n° 385} : lorsqu'une formule différentielle 4 aura été trouvée 
pour le 1*7 système, le éaloul suivant la réduira à être propre au 2°. C’est ce 
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t = r cost—rsint J' = t sin t- rcos t 
x"=r" cos t—27" sin t—r cos t, ÿ"=7" sin (427 cos t— rsin £, 
etC. ss.. 4 sci 

Substituant , dans |, d’abord les expressions (D) qui y intro- 


duiront y’, x’,7"..., au lieu de (y'), (y). +., puis celles que 
nous venons d'obtenir, il n’y entrera plus que tetr, r',r".. 


qui sont connues en 4, par l’équ. r= ft. Par ex., si 


_ æ(r)— Es DE man Er 

VS Z CE TETE TA 
d’après la valeur (D) de (y°) : et comme celles de x’ et x’ don- 
nent y'xz — T'Y =T’, JY’ 4+ xx= rr (cette équ, est la dérivée 


de ++ y? = 1°), on trouve enfin J=7. 


r 
LAUP E F, 
Pareillement, soit 4 = GA pas re 
ona 24 S= Ppr, dy pi = rar e; 
3 
| L +r? 
dc TT 


Ÿ est donc connu pour chaque valeur de t, puisque les for- 
mules seront exprimées eu 1 seul, lorsqu'on aùra r= ft. 


731. Quand + a été ainsi transformé, £ est variable indé- 
pendante; et si l’on vent que æ soit remis dans son état pri- 
mitif, il suffira de poser x — 1, d'oùo=zx"=2"=....; 
car y’ redevient (7°) , et par suite y” se change en (y), etc. 
C’est ce qu’on peut vérifiér sur nos exemples. 

Une fois que + est généralisé et convient à la variable princi- 


qui a lieu pour les valeurs suivantes de 4 : l’une exprime la tang. de l'angle £, 
que fait un rayon vecteuravec la tang. à une courbe quelconque, l’autre en est 
le rayon de courbure (n°% 724, 733). Ces expressions sont donc, par notre 
calcul, traduites en coordonnées polaires. 


20% 
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pale £, il est indifférent que x l'ait été originairement, et l’on 
peut supposer que c'était quelque autre variable u qui était in- 
dépendante. Or, en faisant z'=1, on exprime que la variable 
principale est x; donc / = 1 établit la même chose pour 1 : la 
condition qui exprime que t est variable principale, est t =1; 
d’où o= "=t"... on dit alors que la différentielle de t est cons- 
tante. Lorsque + a été généralisé pour convenir à toute variable 
principale , aucune différentielle n'y est constante. 


Puisque la série (3) p. 353, dérive de Vég. x=f1,2" Pie 
dx 
dt 
3° variable quelconque, est constante. De même , si l’on pose 
t =1 pour que t devienne variable principale, il faut entendre 
que Za dérivée det, relative à une autre variable u, est constante. 


,etz’ = 1 montre que la différentielle de x relative à üne 


Voici l’usage de cette proposition. 


732. S'il arrive que ne contienne pasz, {={r,(9),(7").], 
l'équ. x = ft n’est plus nécessaire, et il suflit d'en avoir la dé- 
rivée x'—f"1; car les relations (D) n "introduisent pas + dans 4, 
mais sculement x’, y’,..… , et les calculs précédens sont faciles. 
Or, si cette équ. dérivée donnée contenait £, au lieu de x, pour 
variable dépendante, qu’on ait, par ex., F(4f',x)= 0 o o; il fau- 
drait d’abord eipëralina cette équ., Px qu ‘aucune fféren- 


tielle n’y soit constante , en mettant + pour”; ; puis faire fE, 
pour bis t variable principale; ce dl revient à remplacer de 


: 1 
suite d par T 


Supposons, par ex., que les équ. (a) soient y== Qt, y= í, 
la dérivée étant ici relative à z; pour qu’elle le devienne à 4, 
on fera 


7 = 5; d'ou x = x '=-%, ete. 


Quand + aura été généralisé par les relations (D), on y intro- 


www.rcin.org.pl 


VARIABLES INDÉPENDANTES. 357 


duira ces valeurs, ey, se trouvera exprimé en £, et en dérivées 
relativ esà t, sizun’ y entre per C'est ainsi que 


3 
E HNT a+) QG +77") 
VE Ts "MEL Sad devient rfar puis TOSA Y 


On voit que Ņ sera exprimé en fonction de £, puisque y’, y” 
ont des dérivées relatives à 4, qu'on tire de 7 =@t; 4 sera donc 
connu pour chaque valeur de t. 

De’même, si les équ. (a) sonty = @t, t° = 1 + (7°)? les 
dérivéesétant relatives à x, on change celle-ci en {=2"*+#7"; 
posant { = 1, la variable indépendante est £, et l’on a..... 
Lpy =r; d'où x'x"+ y y'= 0. Notre valeur de 4 géné- 


ralisée devient donc, en éliminant z” ou y”, a La A 
Pour obtenir -L en fonction de £, il ne reste plus qu’à tirer de 
—=@t, les dérivées y’, y", relatives à t, puis = y (1—7) 
et substituer dans 4 = x : y". Si au lieu de y =@t, on eùt 
donné x = ft, on aurait opéré de même sur la 2° valeur de +. 
PER æ étant variable principale, et 
où l’on veut que 1 le soit à son tour, et que = 1 + (y')";les 
formules D, Æ donnent botaran multiplié baut et bas par x”, 


sa "at 3x'a y — L n Poren 
; xx DRE =y) 
© dez”Æy°=1,ontirez"z"+y y" =0,x'2" tx" y y" 4y =o. 


Éliminant, de cette dernière x“, puis y”, à l’aide des deux pré- 


Prenons encore Ÿ = 


m 
cédentes , on trouve z” = — L SI 24 Par là l'expression 
À devient enfin 
EVE LT 
vRay t T 


133. Quelques démonstrations peuvent être simplifiées par 
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ces principes. Si l’on a l’équ. 7=/r (*), et ses dérivées (y), (7), 
relatives à x, et qu’on veuille trouver les dérivées de s =@y 
relatives à y, sans résoudre la première équation, on fera 
J'=1,0o= y" = y"... dans les équ. (D), c.-à-d. qu'il suf- 
j t L x" ie 
fira de poser (2°) = 0) 
Par exemple, y —a* donne (y) = ka? : on en tire 
= katk y; d'où T = p’ lorsque y est variable indépen- 
dante. Il est visible qu’on a ainsi la dérivée de z — Log y. 
Pour y = sin z, on a (7°) = cos z; donc, on trouve 
L= cosg, r —— abaid 
PE 1? = osx ya—y) ige 
z = arc (sin = y) p. 349. 
Enfin, de y= tang x oa tire la dérivée de z=arc (tang= y) : 


dérivée de Féquation 


NC TR ET RS 
ATERT PRE TER 


734: Pour généraliser une fonction - du 1°" ordre, on change 
de pe HE à "a dy _ dr 
(y) en = Ro UT =, : ou 2 =, 


en supprimant le diviseur commun de dt; mais en conservant 
le souvenir que, dans le :* membre, dy et dx désignent des 
différentielles prises relatirement à. Donc, guand une fonction 
dérivée 4 est du 1" ordre, ct qu'on l'a exprimée par la notation 


(*) Ceci peut se démontrer directement ; car soient k et h les accroissemens 
que prennent ensemble y et x; 


y= fz donne à = yh + $ yha +..., 
z = ęy donne à = xk iae GSE 
d'où h = 2'yh + (9 + ps). 5 ka NLRI E 


puis tSr Yp 298 0, QU. esee 
Enfin, on ales valeurs de)” y”... 
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différentielle à, elle ne devra éprouver aucune altération Lors- 
qu'on voudra changer de variable indépendante ; seulement 
les dy, dx... qui y entrent désigneront les différentielles rela- 
tives à cette nouvelle variable. C’est ce qui rend la notation 
différentielle très commode dans le Calcul intégral, et dans 
toute opération où l’on est conduit à changer de variable prin- . 
cipale, pourvu qu'il n’y entre que des dérivées de 1° ordre. 


Soit y = sin z ; y'== 6082.2', revient à dy = cos z.dz; d'où 


ce calcul est préférable à celui du 


cos z T=” 
n° 733, pour obtenir la dérivée de l’équ. z =arc (sin = y). 
Au resté, l'avantage dont nous parlons n’a plus lieu pour le 
2* ordre, car la 2° formule (D) devient 
d'y _dr.dy—dy.d'z 
Tom dz’ > 
Ici les dérivées sont relatives à une troisième variable 4, dont 
on suppose que x et y sont des fonctions données. Il suit des 
principes d’où nous sommes partis, que le 1° membre n’est 


autre chose que la dérivée de y, qu’on divise ensuite par dr; 


et qu’en considérant ces d y et dx comme des fonctions de 4, on 
peut poser (n° 729, 3°.) 


dy dy 
ar GE), ay _ (E) 
dz dx  dx' dr: 


en sorte qu’il est bien facile de retrouver les équ. (D), (E)..., 
et même de les conserver dans la mémoire. 


Des cas où la Série de Taylor est en défaut. 
735. La formule (4, n° 699) peut ne pas être vraie, quand 


on mettra pour x un nombre a; car y= fx, devenant f (a +1) 
lorsqu'on change x en a + h, il se pourra que, x étant engagé 
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sous des radicaux , la valeur a + k, qu’on mettra pour x, laisse 
h sous quelque radical, parce que les constantes de la fonction 
faùraient détruit a : ainsi k aurait des puissances fraction- 
naires. On sent d’ailleurs que f(a + h) ne contenant d’autre 
variable que k, n’est pas toujours développable suivant les 
puissances entières et positives de A. C’est ainsi que cot}, logih... 
ont des exposans négatifs pour h, puisque À = o les rend in- 
finis. 
Soit r = yz + Vix— a); pour x=a+h on a 


Y= a+) +VH=Y a + Le mam AIPA 


a 
aT Vz, donne—+ V(a+h).. + ya. 


De upian 


h 
2Va 

Jusqu'ici nos wa ont été sans exception, parce que x a 
conservé sa valeur générale; mais quand nous voudrons appli- 
quer ces règles à des cas particuliers où æ sera un nombre 
donné, il se pourra qu’accidentellement on tombe sur une ex- 
ception du théorème de Taylor : il convient de trouver des ca- 
ractères qui annoncent cette circonstance, et d'apprendre ce 
qu’on doit faire alors pour trouver la vraie série de f(a + h). 

736. Ordonnons, suivant h, le développement de fla + h); 
m étant la ticiudée puissance fractionnaire de k, comprise 
entre les entiers Z et/+ 1;0n a 

fath A+ Bh+ Ch + Dh. 4 Lh+ Mhm... 
Si m est négatif, HA" est le 1“ terme de la série. 4,B,C.. 
sont en général , des constantes finies et inconnues. 

Puisque cette équ. a lieu , quel que soit k, prenons les déri- 
vées relatives à cette variable : 
J'(a+h)=8B+oCh+3Dh... HIL EE mMRT 
J'(a4h)=2C+2.3Dh.. HUE )Lh mm 1) MR", 4: 
Sa Hh)=23D... 4 (La (l-2) Lh 4mm-1)(m-2) Mh"... 


etc... 


Enfin, Pr +yz devient i? pi v a ticz 
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En faisant h= 0, on trouve | dl 
4=jfa,tBre fa, CS: fa; D=+f'a.:. 
Les coefliciens #,B... L sont donc les valeurs que prend fr 
et ses dérivées , lorsqu'on y fait x =a, précisément comme 
dans la série de Taylor. Mais à chaque dérivation , le 1° terme 
disparaît, parce qu’il est constant ; à la Z“ dérivation, on ob- 
tient L; à la(/H1},ona 

HD (a+-h) = mm — 1)... MR +... 


et comme m est une fraction < Z +4, ce 1° terme a un expo- 
sant négatif, et À — o donne f (+9 a=00. A partir de (+1), 
toutes les dérivées sont de mêine infinies, parce que cet expo- 
sant reste sans cesse négatif (n° 708, 2°.). 

Donc, 1°. sila valeur x =a ne rend infinie aucune des fonc- 
tions Y, y’, '..., le développement de Taylor n’est pas fau- 
tif (n° 699). | 

2°, Si l’une des fonctions y, y’, y"... devient infinie pour 
x = a, toutes Les suivantes Le sont aussi; le théorème de Taylor 
nest fautif qu'à partir du terme qui contient la première dé- 
rivée infinie ; h reçoit en ce lieu un exposant fractionnaire’ 

3, Si y est infini, y’, y”... le sont aussi, etha des puis- 
sances négatives. À. 

&. Pour y= x", comme la dérivée de l'ordre n est de la 
forme Ax"—#, qu'aucune valeur de x ne rend infinie, si ce 
n'est x = 0, quand m n’est pas entier et positif, on reconnaît 
que la formule du binome (x + A)" n’est jamais fautive (ce cas 
excepté). On en dira autant des séries de af, Log (1+x), sin x 
et cos z. 


737. Il reste à trouver le développement qui doit remplacer 
la partie fautive , quand ce cas existe : à cet effet, changez z 
en a+ h dans fx, et faites le développement de f(a + k) à 
l’aide des séries connues. Par ex., 


yY=c + (x — b) y(x — u) donne TE rt 
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æ=arend y' infini; dlonc y", y”... le sont aussi, et A doit 
avoir un exposant entre o et 1 dans le développement de 
Y = f(a +h): le 1% terme est y =e. Qu'on change en effet 
x en a + h dans la proposée, on a Y=c -+ (a — DITES Ka, 
Soit encore y = c -+ r -+ (x — b) (x — az 
À à 3 
d'où J'= 1 4 (x—a)s + $ (x —b) (x — a), 
= 3y (z — ——— ; 

ES 7) 
x=a donne y=c+a, y/=1 ; les autres dérivées sont infinies, 
Le développement de f(a + k) commence par: (c + a) + h, 
les autres termes ne procèdent plus selon A‘, h3... En effet, 
mettons a -+ À pour x, y devient 


Yz (e + a) 4 h h (ambi +. 

138. Lorsqu’on a trouvé les divers termes non fautifs de la 
série Y, pour obtenir les suivans, retranchez de f(a 4A) la 
partie connue, le reste étant réduit, sera une fonction S de h, 
qu’il s’agira de développer en une série qui ne procède plus se- 
lon les puissances entières de À. 


Soit À la valeur de $ pour À=0; on a$ = A + Mh", 
m étant la plus haute puissance de A qui divise S— À, afin 


que le quotient M = s Ta AWR nul, ni infini, pour ħ=o. 


Cette condition fera connaître le nombre m , et la fonetion M 
de h. De même on fera À =o dans M; et B étant la valeur que 
prend alors M, on posera M = B + Nh", et l’on trouvera n 
et N; et ainsi de suite. Donc, 

=A + Bh" + Cht + Dhet"tr,.. 
sera le développement demandé. Si $ doit avoir des puis- 
sances négatives de k, on fera h= k~, et Pon développera 


selon k'; on changera ensuite les signes des exposans de %’. 
( Payez les fonct, analyt., n° 11 et 120.) 
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739. Examinons ee qui arrive, lorsque æ = a chasse un 
terme P de la fonction fx; P a pour facteur quelque puissance 
m de x — a (n° 520), où P= Q(æ—a)". 

1°. Si mest entier et positif, la dérivée m“ contient un terme 
dégagé du facteur x — a, puisque l’exposant s'abaisse succes- 
sivement jusqu'à. . . 2, 1,0 ; ainsi le facteur Q, qui a disparu de 
toutesles dérivées , reparaît dans la m“ et les suivantes : le théo- 
rème de Taylor n’est pas fautif , et il ne se présente ici rien de 
particulier. Soit y =(x—a).(x — b) — ax; on a 


FY=— 0 —92a.h— bh +R. 


2°. Quand m est une fraction comprise entre Z et 24 1, 1=4 
fait disparaître Q de tontes les dérivées ; celle de l’ordre Z4 1 
prenant le facteur (x — a)"—!—', l’exposant est négatif , la dé- 
rivée infinie, et la série de Taylor fautive à partir de ce terme; 
et en effet, puisque le radical indiqué par (x — a)" disparaît 
de toute la série, et reste cependant dans f(a -+ h), les deux 
membres w’auraient pas autant de valeurs l’un que l’autre, si 
h ne prenait ce même radical. 


Ainsi y = x’ e} (x — b) (x — a) 
donne Y = a+ 3a°h + 3 ah°+ (a— b) h +7 + h, 
Voyez aussi les exemples, n” 735 ét 737. 


3°. Si m est négatif, P et toutes ses dérivées, ayant x — a 
au dénominateur, sont infinis pour z= a, et le développe> 
ment de Taylor étant fautif dès le 1°" terme, A a des puissances 
négatives. C’est ce qui arrive pour 


3 
y= z5: d'où Y=ah"+2a+h, 


AE vaan! =: y RE AN 


740. Supposons que x = a fasse disparaître de y un radical 
qui subsiste dans y’, c.-à-d. que la 1™° puissance de x — a soit 
facteur de ce radical : pourx = a, y’ se trouve avoir plus de 
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valeurs que y, à cause du radical, qui n'existe que dans y. 
En élevantl'équ. y = fx à à Ja puissance convenable, on pourra 
détruire ce radical, quin re pias dans léqu. z=F(x,y)=0. 


Prenons la dérivée (n° Hp de pE D Y’ = 0, et substituons 


a pour x, et pour y la valeur unique d dont il s’agit ; les coeffi- 
ciens deviendront desnombres 4 et B, savoir, A -+ By = 0. 
Mais par supposition, y'a au moins deux valeurs correspon- 
dantes « et 8, savoir, A -++ Bae =0, A+ BB—0o; donc 
B(a — b) =0, ou B = o et 4 =0, puisque «æ est différent 
de 8. Donc notre équ. dérivée de z — o est satisfaite d’elle- 
même et indépendante de toute valéur de y’ : 


Passons à l’équ. dérivée du 2° ordre (n° 726), qui a la forme 


Er + My” +2Ny + L=0; 

le 1% terme disparaît ; et comme M,N et L sont des fonctions 
de xet y sans radicaux, l’équ. My” +2 Ny’ +L = 0 fera con- 
naître les deux valeurs de y’, atteudu que M,N et L sont des 
constantes connues : à moins qu’il ne dût y avoir plus de deux 
valeurs de y’, contre une de y, pour x =a; car M,N et L de- 
vraient se trouver nuls ensemble, et il faudrait recourir à ’équ. 
du 3° ordre, y" et y” s’en iraient, parce que leurs coefliciens 


étant 3(My°.+ IV) et E qui sont nuls, y'.entrerait alors au 
cube. 


En général, on doit remonter à une dérivée de l’ordre du ra- 
dical que x = a chasse de y. 


Soit, parex., Y=z+(x—a)/(x—b), 
y'= +y (1 — RDA Er =b); 
æ= a donne y = a, et y'=1 + y(a—b). Mais la proposée 
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revient à sl UE À 
(y = x)= (x — a). (x — b); 
doù (y =z) J=? (Ra (z—a) (Bz— 20— a). 
Chaque membre devient Lai + "04 = y=d La dérivée du 
2° ordre est 


(y — 2) y" +. — 1) =3x — 2a — D, 
qui donne (y —1)* = a — b, et la même valeur de J' que ci- 
dessus. 
De même y=(x—a). (x—0}, donne y=o, y =V(a—0) f 
quand x= a. Mais si l’on chasse le radical , et qu’on prenne 
les dérivées des trois premiers ordres 


y= (ad 20), 
WI = (x—a)(4x—30—a), 
KT ay '= (2x—a)(x— a—b), 
"+ II Ta +27 = 8x — ba — 2b. 


mr satisfont aux trois premières équ:, et la 4° donne 


J'=Va ct, comme ci-devant. 

Si le radical disparaît de y et y’, mais reste dans y", (x—a)’° 
est facteur de y et y’, qui ont un égal nombre de valeurs, tan- 
dis quey” en a davantage, pour æ=a. Si donc on fait évanouir 
le radical de la proposée y =fx, ét qu’on cherche y” à l’aide 
de la dérivée du 2° ordre de l’équ. implicite z= 0, elle devra 
donner y”= ?, comme se trouvant satisfaite d'elle-même. 
On panara aux dérivées 3°, 4°..., qui seules peuvent faire con- 

naître y: 

On raisonne de même quand (x — a)? est facteur d’un radi- 
cal dans y= fx, etc. 

Par exemple, y= x+ (x—a) yx, quand x—a, donne 
y=a, y'=!1, J" =+2y a: mais la proposée revient à 

6 (y—2) = (x—a)x; 
d’où 271) (y —x) = (x —a)(5z—a), 
(y 1} +7" (gx) =2(x—a) (5x —2a), 
377 —1) +7" (7 —x) =6(x—a) (5x —3a), 
37" +47" 9 —2) Hr "(y —2) =12(5x—/a). 
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Quand x— a, on trouve y =a; tout se détruit dans l’équ. du 


1 ordre; celle du 2° donne y'= 1; la suivante est o—0, et 
enfin la dernière donne 7" =Æ+2y/a. 


Limites de la Série de Taybr. 


741. Prenons un terme 4h* de-la série fla} h), æ étant 
positif; ce terme et tous ceux qui suivent ont une somme de la 
forme h*( A+- Bhe) (n° 738). Or, A -+ BhÊ se réduit à A lors- 
que h est nul, et croît par degrés insensibles avec le facteur À : 
si h est très petit, Æ l'emporte donc sur BAË, Ainsi , on peut 
prendre h assez petit pour qu'un terme quelconque de la série 
f(a +h) surpasse la somme de tous ceux qui le suivent. 

742. Quand a croît et devient a+h, fa peut être de 
nature à augmenter ou à diminuer, À étant positif. Dans la 
série f(a + h)=fa+hf'a... comme on peut prendre A très 
petit, le signe de f'a détermine celui du développement de 
fla + h)— fa; si f'a est positif, fu est donc croissant; le 
contraire arrive quand f'a a le signe —. C’est ainsi que sin a 
croit jusqu’à 90°, pour décroître ensuite, parce que la dérivée 
cos a est positive,dans le 1*° quadrans, négative dans le 2°. 
Donc, si fx reste positif depuis x=a jusqu’à x=a4-b, sans 
devenir infini, fx va croissant dans toute cette étendue. 

Que dans f’(a + A) on fasse croître h de zéro à b, et que 
a+h=p et a +h=g soient les valeurs qui donnent le 
moindre et le plus grand résultat : 


fath)—fp, f—fe+h) 


seront positifs : or, ce sont les dérivées, relatives à k, de (*) 


fa+h)—fa—hf p, fa+hf g—fa+h). 


(*) F(z +h) devient Fs, quand on pose z+h=—z; prenons la dérivée ré- 
lative soit à x, soit à h, comme z/—1, elle sera également F's (n° 912). On 
peut donc supposer F(x-+h) provenue indifféremment de la variation de 
x ou de h dans Fix 4h), Aiusi, quoique nous considérions ici des dérivées 
relatives à k, elles se trouvent être lés mêmes que si on les eût prises pour x, 
et fait ensuite x=—a, 
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Ces fonctions doivent donc croître depuis h=o jusqu’à k=b ; 


et comme k—0 les rend nulles, elles sont positives dans cette 
étendue, ou 


fa+h)>fa+hfp et <fa+hfg; 
ce serait le contraire si À était négatif : donc f (a+ h) = fa + 
unnombre compris entre 4f” pet hf'q, c’est-à-d. que si l'on borne 
la série {(a+h)au seul premier terme fa, l'erreur est >> hf’ p 
et hf'g. 

Admettons maintenant que la série de Taylor ne soit pas fau- 
tive dans ses trois 1°" termes f (a+ k)= fa+ hf a+:hf'a…. 
Soient p et g les valeurs moindre et plus grande que reçoit 
J'{(a+h), depuis h= o jusqu’à 4 = b; dans cette étendue, les 
quantités 

f'(a+h)—Jj'p, f'a-f'@+}) 
sont positives, ainsi que leurs primitives 


S'a+h=fahfp, fa+hfa-fa+h), 


puisque h= o les rend nulles, Il faut en dire autant des primi- 
tives de ces dernières, qui sont 


Sa+h)—fa—hfa—:;hf" P; Ja+hfak: on) 
done Je+h)=fa+hfa+sh4, 
A étant un nombre compris entre f"p et f'q. En bornant la 


série de T'aylor aux deux Premiers termes, l'erreur est donc 
comprise entre les limites 4h°f"p et : h'f"q. 


En général, si l’on arrête la série de f(a+k) au terme 
qui précède h*, l'erreur sera comprise entre les produits de 


hs 
12.3.) par Sp et S'®q, ou par des nombres, l’un plus 


grand que la 1”, l’autre inférieur à la 2° de ces quantités : p et g 
sont les valeurs de x+ h, qui rendent f(x + h) le plus petit 
et le plus grand dans l’étendue comprise de h= o à h quelcon- 
que. Mais il faut qu'aucune des fonctions fx, f'x,...fl")x ne 
devienne infinie depuis x = a jusqu’à z= a + h. 
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Et puisque pet A sont des valeurs intermédiaires coui et 


Me ED 


LE 
a+h, l'erreur est — , j étant un nombre convena- 


blement choisi et inconnu. bOn peut donc poser exactement, 
„pourvu qu'aucune des dérivées ne soit infinie, 


fr piwka pm fede fO 
CS pE, 
Nous avons ainsi une pS ts MES EE AOT série de 
Taylor, et nous savons mesurer l'erreur qu’on commet en l'ar- 
rêtant à un terme désigné, ou obtenir une expression finie qui 
en soit la valeur. 

Pañex., 7 =a" donné y™M=k".a? ; fx + h)= Am.as+t :, 
la plus petite et la plus grande valeur répondent à k= o et h 
k"h” 

2.3...n 


quelconque. Les limites de l’erreur sont les produits de 


par a7 et a" +}, Pour a, ces derniers facteurs sont 1 etai. 
Pour log (+h), les limites sont + RRE ai i) 


Enfin, y =x" donne y™) = a 5) : l'erreur 
est donc ams ces limites N 


RP. ygan et (r41), ou [mChat 


Développement des fonctions de plusieurs Variables. 


743. Soit z une fonction de deux variables indépendantes 
xet y, z=f( £, 7) ;proposons-nous de changer x en x -+ h, 
yen y-k, et de développer selon les puissances de ces ac- 
croissemens arbitraires 4 et k. Opérons comme nous l'avons 
fait n° 712; au lieu de faire à la fois ces deux changemens, 
mettons d'abord x +h pour z, sans faire varier y; z, considérée 
comme fonction d’une seule variable +, deviendra 

3 
Sethy) =+ + Se FE. + ete. 
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Dans ce résiltat, mettons partout y+-# pour y, sans changer 
x. D'abord k 1°° terme z deviendra 


; dz dEr d'z k 
MEN = TT: a rt Eae 7" ERE uire 
De même, représentons par v , la fonction de x ety désignée 


par É; en nettant + k pour y, u se changera en..... 


u + d k+ wi Š LA + etc. Ainsi, remettant pour u ŝa valeur 


dz d’z kh h 
ŠE h deviendra E A + ger À p EEE pe a 2 Ur 
dz hê di h? d'z XX 


"+ — deviendra da F. dredy FT e.. 


ainsi Fe hte: En réunissant ces diverses parties, on a 


dz k? dìs K3, 
Reth y+i=t € FA Re T r ai RaT +. 
+ h kh rig 
t Ia i E ar va ND 
d’z h* dz x 
de dædy: 2 ë 
d's: K 
+ Fee PTE DÉBUT 
d+ az km. h" 


Le terme général est PTE rm 3...m) (2.3...n) 


IL est visible qu’on aurait pu changer d’abord y eny -} k, 
puis dans le résultat x en x + h. Mais par là on aurait obtenu 
une série de forme différente de la première, qui aurait dû lui 
être identique : toutes les dérivées relatives à x auraient précédé 
celles de y. 11 suffit, pour y parvenir, de changer ci-dessus 


renx,etk en, et réciproquement. L'identité de ce nou~ 
T: H. 24 
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veau résultat avec le précédent, donne, en comparant terme 
à terme, 
d'z _ d'z dz _ dz ds _ d°% 
dydz  dædy’ dy'dxr  drdy”’ dyd ` ddy’ 


è éné l dm+nz PP dur; 
et en genera dy”dz"` derdy™ 


Concluons de là que lorsqu'on doit prendre les dérivées succes- 
sives d'une fonction z relativement à deux variables, il est in- 
différent dans quel ordre on fera ceite double opération. 

3 


Par ex se donne  — 37° dz 2. 
M ARE AE QUE dE 


la dérivée de la 1"°, par rapport à y, ainsi que celle de la 2°, 


3 
relativement å æ, sont également — = 


Les dérivées du 2° ordre sont 


donc — i est à la fois la dérivée de la 1™, relativement à y, 


z 
5 


3 
et la dérivée du 2° ordre de — relativement à x ; Le la dé- 
dy vad 


s d’z » à dz 
rivée deg: par rapport à x, et aussi celle du 2' ordre de NS 


par rapport à y ; et ainsi des autres. 


744. Puisque x et y sont indépendans dans l’éqa. z=f (x,y), 
on peut en prendre la dérivée relativement à x seul, ou à y ; dé- 
signons par p et g les fonctions connues de x et y, qu’on trouve 
pour ces dérivées respectives ae ? RUE Mais s'il 

"dr lg TT sil 
avait une dépendance établie entre y et x, telle quc y =ex, 
ces différences partielles ne pourraient plus être prises ME 
puisque la variation de x entraînerait celle de y. Poar de 
ces deux cas en un seul, on a coutume de suppoter que ce 
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relation y = gx existe, et la dérivée se met sous la forme 
dz=pdæx + gdy (n° 724) ; mais comme on laisse cette fonc- 
tion @ arbitraire, il faudra y avoir égard dans les usages aux- 
quels cette équ. sera réservée. Si la question exige que la dé- 
pendance soit établie, de y=ọx on tivera dy = y dx, et 
substituant on aura dz == (p+gr')dzx. Si la dépendance 
n’exisite pas, l’équ. différentielle se partagera d'elle-même en 
deux autres : car dz représente la différentielle de z prise rela- 


s dz dz 
tivement à x et y ensemble, ou Œ dr + T dy; et, comme 


l’équ. subsiste quel que soit 9x, ou sa dérivée y’, on aura 


M dr | ET OP TA 
DGA PTT) d'où die 


PRIE CHANT aae a aE uv] 
V (x +7) + y) 
équ. qu’on partage en deux autres 
dz axy Jdxz—zrdy dz AN 
der Linus dns NPA (RL y?\2? 
dx (a+) Fyr d — (x*47°) 
z2= arc (tang as 2) donne PR A A 
Y BAS ri 


LRN dz =r, 
de ypz? dy PF 
Soit en général u= 0, une équ. entre les trois variables 
x, y etz; si l’on a en outre une autre relation z= F(z, F), 
on ne doit plus considérer dans la proposée qu’une seule va- 
riable indépendante ; ainsi l’on a (n° 713) , 
du 


d'où l’on tire 


de + dy r+ dz=o... (1), 
FE d 
d’où (+ cree p e +E t tgi are, 
parce que z= F (x, y) donne dz= pdx -qd y. On tirera donc 


24. 
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pe d r ga 
aisémeņùt la valeur de T » qui est la dérivée qu'on aurait ob- 


tenue en éliminant z de l’équ. u = o. 

Mais s’il n’y a aucune autre relation que u—o, on en pourra 
supposer une, pourvu qu'elle demeure arbitraire ; en sorte que 
notre équ. se partagera en deux autres, à cause que y’ est 
quelconque, 

du du du du y 

TPE = AE =" 
où p et g sont les dérivées ou différentielles partielles de z rela- 
tivesàz et y. C’est, en effet, ce qu'aurait donné l'équ. u = o, 
si l’on y eùt regardé tour à tour y et x comme constäns, ainsi 
qu’au n° 724; l’équ. (1) est donc la dérivée de u — 0, qu'il y 
ait ou nou un autre dépendance entre les variables x, y et z. 

Il est inutile d’insister sur les dérivées des ordres supérieurs, 
et il est évident qu’on pourra différentier chaque équ. du 1°" 
ordre, soit par rapport à x, soit relativement à y, ce qui en 
donnera trois du 2° ordre : et ainsi des autres ordres. 

On pourra aisément trouver le développement des fonctions 
de 3,4. .., variables suivant les puissances de leurs accroisse- 
mens, puisqu'il ne s'agira que de répéter les mêmes opérations 
séparément pour chaque variable. 


745. Nous avons dit que la dérivée d'une équ. entre deux 
variables peut servir à l'élimination d’une constante. Il se pré- 
sente quelque chose de plus étendu dans le cas de trois va- 
riables : c’est ici le germe du calcul aux différences partielles, 
devenu si célèbre par ses applications à la Mécanique, à l'As- 
tronomie, etc. 

Soit z=—=/ft, t désignant ici une fonction connue de deux va- 
riables, t= F(x,7). Les dérivées relatives à x et y séparément 
sont (n° 711) 


dz dt dz dt 
Jz" PAIX FEU do de GE Y 


la fonction ft est la même de part et d'autre, et les dérivées 
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Si To sont supposées connues en x et y. En divisant, ft dis- 


> z dt dt ; . ; 
parait, et l’on trouve p. d = r relation qui exprime 


que z est une fonction de t, z= ft, quelle que soit d’ailleurs la 
forme de cette fonction f. 
Par exemple, z= f(x +7") donne 
p=f@"+r)x2r, =f (E Ar) x 27; 
d’où PY — qxr =o. 
Or, de quelque manière que x°+7* entre dans la valeur de z, 
cette dernière équ. demeurera la même; elle s’accordera avec 
w Dr), 2=V( +7 RE I a 
les Loue A Dah AAD A EEE E 
D’où il suit que toute fonction de x° + y* doit être un cas par- 
ticulier de l'équation aux différentielles partielles py—qx=0. 
De même y — bz = f(x— az), lorsqu'on différentie séparé 
ment par rapport à z et x, puis à z et y, donne 
—bp=(i-ap)Xf, (i—-bg)=-aqxf. 
Éliminant f”, on a ap + bg = 1 pour l’équ. aux différentielles 


partielles de la proposée, quelque forme qu'’ait d’ailleurs la 
fonction f. 


5 CC... 


En traitant de même 7 


—<), on trouve 


AE FRE 
Nous aurons parla suite occasion de faire sentir l'importance 
de cette théorie ; nous nous bornerons ici à dire que les trois 
équ. du 2° ordre peuvent servir à éliminer deux fonctions ar- 
bitraires ft, gt, qui existeraient dans l’équ. proposée, etc. 


‘» 
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IÍ. APPLICATIONS DU CALCUL DIFFÉRENTIEL. 


Développement en séries des fonctions d'une seule 
Variable. 


746. Faisons r= o dans la série de Taylor (page 331), et 
désignons par f, f” f”... les valeurs constantes que premnent 
J£, f'E, f'x,.... lorsqu'on y met zéro pour z, on a 


PhS HIP HENS A p. 
Il est vrai que cette formule n’a lieu qu’autant que x = o ne 
rend infinie aucune des quantités fr, fx... (p. 361). Oban- 
geant ici hen x, f’, f”... sont indépendans de h, il vient 


2 3 
SRE SH SES le 


Telle est la formule, due à Maclaurin , qui sert à développer 
toute fonction de x en série suivant les puissances entières et 
positives de z, lorsqu'elle en est susceptible. 


Par exemple, y = (a -+ x)" donne 
J'=m(a+z)"", j'=m(m—i)(a+z)"...; 
d'où f—=a", f ma, f'=m(m—i)a"—..., 

ce qui reproduit la série de Newton (p. 11). 

De y=sin z, on tire y'= cos z, y "=—siņz, J'=— cos T; 
d’où o, 1, o et—1 pour les valeurs alternatives de f, f“, f"... 
jusqu’à l'infini. En substituant ci-dessus , on trouve la série de 
sin x (p. 249). 

On appliquera aisément les mêmes calculs à cos x, a7, 
log (1 + x). , ., et, en général, à toute fonction de x. Si l’on 
prend y = arc (tang = x), on retrouvera la série N (p. 254). 
(Foy. n° 840.) 


747. Si une des fonctions f, f", f”... est infinie , la formule 


aa 
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de Maclaurin ne peut plus être employée, parce que la fonction 
proposée ne procède pas suivant les puissances entières et posi 
tives dle la variable. Il faut alors, ou la soumettre aux procédés 
du n° 738, ou plutôt lui faire subir une transformation qui la 
rende propre à notre calcul : la supposition de y — z*z remplit 
souvent ce but, en déterminant Ja constante k, de sorte que 
x =ò ne rende infinie aucune des fonctions z, z,2"... 

Par ex., la série de cot x ne peut procéder suivant lés puis- 


cie 4 z 
sances positives de X£, puisque cot o—00. Faisons y= Š =cot T; 


T COS T 
in æ 


d’où z= 


, Ou, à cause des formules G et H, p.249 Ê 


1— 52 #5 xt— 
ES CE NUE PaE Z 


120 


z= 


fonction dont on aura aisément les dérivées successives, qui ne 
sont pas infinies lorsque x est nul. On trouve f=1, f'=0, 
f'=— 3, J S 0.. d’où 

2 æ? xi i 

: a a aT : 5. aA b 

PP CE > 22 a 
et ou cot z= z — 37 910 AEFT TE" . 
Ce procédé a d’ailleurs l'inconvénient de ne pas faire connaître 
la loi de la série, quoiqu’elle soit mise ici en évidence. 

Nous enseignerons bientôt les moyens d’employer le Calcul 
différentiel au développément de y en une fraction continue 
fonction de x. (Foy. n° 875.) On en tire même y sous la forme 
de série, d’après le procédé de la note p. 180. 


748. On peut appliquer aussi le théorème ds Maclaurin aux 
équ. à deux variables. Ainsi, pour mz’ — zz= m , on prendra 
2°, 2"... (n° 724), on fera x=o, et l’on aura 


—2 
Si LG D T PE s.. t3 
d’où 2 = ds E a 
fr EE Ge Em 
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On peut même développer suivant les puissances descen- 
dantes de x. On mettra -! pour x; et après avoir obtenu la 
série selon les exposans croissans de £, on remettra z7! pour 
t, et l’on aura celle qu'on demande. Par exemple, pour... 
my?’— xy — mr? =o, on fera x°— 10; d'où my Ë— y =m; 
on prendra les dérivées y’, y”... , relatives à 4, puis-on fera 
partout ¿= 0; enfin, on mettra les résultats pour f, f“, f"... 
dans la série de Maclaurin, où ż tiendra lieu de x. Ce calcul 
donnera, en remettant z* pour 4, 


J=—m— mia? 3mx$— 12m "xs + 55mx 


749. On propose de développer u — fy suivant les puissances 
de x, y étant lié à x par l'équation 


y=t4+ xr... (x), 


les fonctions fy et ọy sont données. Observons que si, à l’aide 
de l’équ. (1), onéliminait y, u ne contiendrait plus que z, et 
la formule.de Maclaurin deviendrait applicable. On cherche- 
rait alors u, u', u“... ; puis f, f’, f".., en faisant z—o. Or, le 
calcul différentiel se sert à trouver les dérivées w’, u”... sans ré- 
courir à l’élimination. En effet, les dérivées (n° 711) relatives 
à x et t de l’équ. u= fy, sont 


du dy du __ dy 
= m=d/7.. 0) 


. dy _ du dy 


a ‘dr — dz’ di’ 
en éliminant S'Y. Or les dérivées de l’équ. (x) relatives à t et à 
æ sont D = = gi = Qy, et l'équ. précédente devient 

du du 

Le —— à Pr... (3) 


Nous pouvons tirer de là toutes les dérivées successives de u par 
rapport à x; car prenons-en les dérivées relativement à æ et à 
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{, nous aurons 
= d'u d'u du dr , 
de dd + à ‘da? 


. du _ d'u ar 

dedi — de +I A 
ji d'u _d'u, re dr. 
d’où = dt 2+ a \a © Fax) tT: 
mais y =r et y = gr; donc la parenthèse se réduit à 207, 


et le produit par 97 à 297.9 7 = dérivée de g°r relative à £; 
ainsi 


du , 
d'u lu au, Linden _ Ur?) N 
Fe li — = PE 1 ce .. ); 
Donc, en multipliant une dérivée r par #7, et prenant de 
nouveau la dérivée de ce produit par rapport à ż, on passe à 


Der: , vd, : £ u 
la dérivée de l’ordre suivant. Maintenant représentons— .@° 7 


dt 
par v, nous avons S =% » et d’après la règle qu'on vient 
de trouver 
3 
de 2.1 (re) .… du d’v 
dr de Pod dedi 
2 du 3 
do Ex AL Ti 7) 5); 
ne Er a T de re LOU 


de même wa r oea (6); 


et ainsi de suite; la loi est manifeste. 


Faisons maintenant x = 0 dans la fonction fy qu'on veut 


e 
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développer, et dans ses dérivées successives, pour obtenir les 
expressions qui ont été désignées par f, f’, f"... dans la série 
de Maclaurin (n° 746) ; l’équ. (1) se réduit à y=t, d'où fy=fi» 
= (équ. 2) devient f'y ou ft; ainsi z z S Lot (équ. azie 
d(ft.@° De Tyry d'u __ d’ ni go 

de ‘di dr 

a enfin, les accens CUS des dérivées prises par rap- 
port à t, 


Jyry = fi+ zet.f'i + Z pef + E OSY + etc. 


Telle est la formule de Lagrange. (Voy. Mée. cél., t. I, p. 177.) 
Si fy est= y, d'où pre 1= f't, ön a simplement 


devient (équ. 4); etc.,eton 


LR pe 
=t + a+ — E e Y + = (P0 + ete. 

Soit demandée la valeur développée de u = y™, en suppo- 

sant y = t + xy”. Comparant à l'équation (1), on a 

fat f pE me; 

pt f't = mta, ptf: = mi™t3a— ,; 
mon — 
2 


d’où PA = i" + maxit + m. PT paimtais +... 


On aurait aussi la valeur de y", dans le cas où l’équ. (1) se- 
rait remplacée par a + 87 + yy” =0; il suffirait de faire ici 
1=— Z >, TZ F: . 


750. En faisant ci-devant z = 1, on trouve le développe- 
ment de fy, lorsque y =t+@r, 
SI =Sfi + ft + oS + S +... 
On tirede là la puissance n de la moindre racine ý de l'équation 
J=t+@7, en faisant fr = 7", fi=t", f tEn; | 
J” = t p n [QT AE (on) A à (eT)... 


Les traits indiquent des dérivées relatives à /; on ne met pour 


g 


www.rcin.org.pl 


TIR 
u 
: 


RÉSOLUTION DES ÉQUATIONS. 379 


t sa valeur numérique, qu'après les calculs ( voyez Résol. 
numér, , note XI). 
Par ex., l’équ. y7°—/{y+4= 0 est ramenée à la forme 
y =t + Qy en posant 
Y att opam = L pa i 
t= Dar or = gts qe =% ets, r 


prenant les dérivées convenables, on trouve enfin 


r= Li+n(2)+ n2t? 2) A An, PA 2): LA 
terme général (5): -3X [(2i -+ n — 1) C (i—1)] X (2). 


Pour avoir la puissance n de là plus grande racine y, il faudrait 
changer y ei y", c.-à-d. rémplacer, dans le résultat, æ par y, 
7 par a, et y" par". 

751. Lorsqu'on veut la 1° puissance de y, l'équation étant 
J=t+07, on fait ci-dessus n = 1, 


r=t+er =t ot + 5 (00) + à (#4) +... 


Cette suite s’applique surtout à la méthode inverse des séries 
qui consiste à tirer la valeur de y de VENTRE Lo, 
qu’on réduit à la forme y = t497, en posant 

yè + di, yi + 2yd... 


— 21 


8 + &° 


w dy aò ali 24y  Satyð Saty? 


y=- ne m _—.— nt 


ANT Re RTS 7 GAT 
Sur la Résolution des Équations. 


752. Démontrons de nouveau plusieurs théorèmes sur les 
équations. 
I. Soit y une fonction de +, qui admet les facteurs (x—4)", 
(@—b)":.., en sorte qu’on ait 
= (x — a)". (x D XP, 
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P ne contenant que des facteurs du 1° degré inégaux ; prenant: 
les log. des deux membres et leurs dérivées, on trouye 
Y'= (x—a)" "(xd)". [mP(x—b)... +nP(x—a)…. etc.] 
Ainsi, la fonction de x proposée a (x —a)™—' (x — b)... 
pour plus grand commun diviseur, avec sa dérivée, ce qui re- 
produit le théorème des racines égales (p. 61). 

II. La dérivée de 1 (cos x Æ sin x.W/—1), est (n° 719) 
— sin x + cos x. y —1 
cosrEsmne.y—i 
aussi la dérivée de x4/—-1 donc (n° 808) 


, qui se réduit à & W/—1. Or, W/—1 est 


l (cos x£ sin s.y = 1) = £ ry — 1. 


Comme cetteéqu. doit avoir lieu quel que soit x, on m’ajoute 
pas de constante arbitraire 4, puisque x==0 donnerait 4=0. 
On en conclut le théorème (I, p. 252), d’où il sera aisé de 
tirer les formules K, L, M, et par suite les facteurs de x"+a" 
(p. 143). : 

II. L’équ. x° + pr™— +... +u=o, étant décomposée 
en ses facteurs simples (x —a) (x—b (x —c)..., les log. de ces 
deux fonctions de x sont identiques ; d’où 

Lx" pr -p ...) =l (x —a) +l (x — b) +; 
et prenant les dérivées de part et d’autre , on retrouve l’équ. 
de la page 164, et par suite le théorème de Newton sur les 
sommes des puissances des racines, qui forment une série ré- 
currente dont l'échelle de relation est — p, — q... , — u. 

IV. Fx désignant une fonction rationnelle et entière de +, 
soit k la partie approchée d’une des racines de l’équ. Fr=o, 
et y la correction qu’elle doit subir; d'où x =k -+ y, et 


F (k4 yr) = Fk 4 yF kA LIRE +... = 0. 
Lorsqu'on néglige y*, y°..., attendu que y est une petite 
quantité, on trouve la méthode de Newton (p. 86). 


En ne négligeant aucun terme , on peut tirer la valeur de y 
de cette équ., à l’aide de la série n° 751. On y fera 2 = Fk, 
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B= F" k... , et posant, pour abréger, z= FẸ li est la pre- 
mière correction en signe contraire, il vient 
2° F'k z 
AE) À TRE PE 
La racine de: ou ee est à 4 


3" ER s 
EAA E ETA E A a aga (Po J+- 

C'est ainsi que de l’équ. 2°—2x=5, on tire k =2,1 pour 
valeur approchée de l’une de ses racines (p. 87); or 
Fk=k’—2k—5=0,061, F'k=3k—2=11,28, F"k=6k—12,6; 

PER FE 1.67 F'k _ 1260 
ER 11030? FA — 1123? 
et x—=2,1—0,00543188—0,00001655—2,09455157. 


donc 


Sur les Valeurs o, $, o X © , etc. 


753. Nous avons dit '( p- 43, 2°.) que quand z =a change une 
fraction proposée en $, x —a est facteur commun des deux 
termes, et qu’il faut la dégager de ce facteur, qui peut y entrer 
à des puissances différentes. Le calcul différentiel donne un 
moyen facile d'atteindre ce but, et d’avoir la valeur de cette 
fraction, dans le cas de r=a , valeur qui est nulle, ou finie, 
ou infinie. Changeons x en x + h; la fraction proposée 

Piti P +hP' +: ip +.. 

Q deviendra OFI: HS + (2) H 
faisons ensuite z = a: P et Q sont nuls; on divise ensuite haut 
et bas par h, et lon a 

PRRP G e a P 
T FEAF © 


quand =o; les suppositions de z= a et k:=0 reviennent 


à avoir changé x en a. Ainsi , lorsque x =a, £ = 5, S'il ar- 


QKI 
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rive que P” ou Q’ soit encore — o, la faction est done nulle ou 
infinie; et si P’ et Q” disparaissent ensemble des développe- 
mens (4), il faudra les diviser par + A* et faire k =o ; on aura, 
pour r= a, q = F et ainsi de smite. 

Donc, pour avoir la valeur d'une fraction qui devient 2? lors- 
que x=a, on dif}érentiera le numérateur et le dénominateur 
un même nombre de fois, jusqu'à ce que l'ur ou l'autre ne 
devienne plus zéro lorsqu'on mettra a pour x. Il ne faut pas 
craindre que toutes les dérivées P’, Q', P", Q"... soient nulles, 
car alors, quel que soit À, on aurait fla + 4) — 0, ce qui est 
impossible. 


754. Voici quelques exemples de cette théorie. 


I. La somme des n premiers termes de la progression... .. 


2 0 3 x" 
HE ST ITR. est 
d 


~f r 
- (m 144); si x= 1, cette 


fraction devient $ ; prenant les dérivées des deux termes, qui 
sont ax"! et 1, puis faisant x—1, il vient n pour la somme 
cherchée, ce qui est évident. 
ax’ +ac—24acx 
bx*—2bcx+ bc? 

az—ac 


rivées du 1‘* ordre donnent encore =?; il faut pro- 
bx—bc 


II. Soit , qui devient $ pourz=c; les dé- 


céder à une nouvelle dérivation, et l’on a F Il a fallu deux 


opérations successives, parce que (x—c) était facteur commun, 


z ax° — ax + a° 
DE rar aa à 


2 — 1: 
Se donne $ pour z = a; les 


III. De même 


dérivées des deux termes sont 3x°— 2ax — a’, et 27; la 1™ est 
nulle quand x =a; zéro est donc la valeur cherchée, ce qui 
vient de ce que le facteur du numérateur est (x — a)’, et que 
celui du dénominateur est (x—a). Pour la même fraction ren- 
versée, on aurait trouvé l'infini, par une raison semblable. C’est 
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ce qui arrive pour r= a dans | 
no a= 


azar 4 anma 


1V. x= o rend Re = 2; les dérivées donnent 


pt ne EREET (6) 


1 —sin < + cosx 


: ; dans le cas où l'are x est 
SIN T -+ COST —1 


V.Pour 7 = 


le quadrans, on a 
— COST — sin x 
à TT cosz—snz — 


VI. Quai s =a, Voter) —aV/(a" z) devient © o, Jes 


a— yý (ax’) ; 
dérivées des denx termes donnent v 
a — or? a 3a 16a 


Vaaz—z) zar Ve 9 


VII, On verra de même que x= 1 donne ? pour e 


1—=z+lr i xz?— x 
Ver) Er 


755. La méthode que nous venons d’exposer cessera d’être 
applicable si le théorème de Taylor est fautif dans l'ordre des 
termes qu’on est obligé de conserver : ce qu’on reconnaitra ai- 

| sément, puisque l’une des dérivées auxquelles on sera conduit 
à deviendra infinie. Alors il faudra changer x en a + h dans P 
et Q, et effectuer les développemens (n° Le Que en se bornant au 


= 2. 


1°" terme de chapa: On sun g= = fp = A =, moun étant 


fractionnaire ou négatif. On divisera les dwi termes par læ 
puissance la plus basse de k, et l’on fera h—0. Sim=n, on æ 
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A 
la valeur finie 5 ; la proposée est nulle ou infinie, suivant qüé 


m est >> ou ps ni 
3 
1. Soit (%°— 4°)"; x — a donne £, et il est inutile de re- 
3 
(x —a): 
courir aux dérivées des deux termes, puisqu’elles deviennent in- 
finies (n° 939, 2°.). Faisantxz=a+h, on trouve pour h=0, 


Kick LOLE _ (a). 
i hi 1 
II. Vz—vi+y E devient $ pour z= a; faisons 


Vea) 
x=a +h; nous avons 
TE T S a 1 
o = EE V 
(2ah + h) Ri(2a +2)’ 
en développant par la formule du binome, divisant haut et bas 
par hè, et faisaiissnite h=o. Ex 
II. Pour x =c dans -oV eb tva 
Vac =E ROT vVæ—o)? 
mettra c+h pour z; on pourra même employer la formule de 
Taylor à la less des termes provenus de (x— <c)4/(x—b) 
et y(x +c), pour A elle n’est pas fautive (n° 739); on 
Vhthve—b+... 
Vh— (ac) + 
suite Å= 0, on trouve 1 jour la valeur cherchée. 
IV. (apra _ h+(aah).« 
Gaza) s 3h4+3h°.. 
en a + h, et développant; divisant ile nadi et bas par h, 
et faisant hk=o, on a 4 pour valeur de la proposée quand x=a. 


ag à ; divisant par yhet faisant en- 


, en changeant x 


756. Lorsque æ— a donne à un NU P X Q la forme 


oX %, on met pour Q une valeur À , telle que R soit nul 
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ON SCT : 
pour x =a; alors on a la fraction g" devient 2. Par ex., 


y= (1—7). tang (47x), est dans ce cas quand z= 1; comme 
1 12 
open Sr AS cot Car) 


par les hor me 


Zen traitant cette fraction 


Quand — re P devient © —, P et Q ont la forme = P R devenant 


nul pour z = 4; ainsi ila proposée rentre dans le cas de 2. 


Soit par ex., P= tang (55) ,& Q= = ; la frac- 


a*) 
tion 6 devient ž lorsque v= a; mais elle se change en 
5= HE: ; d’où Pres — é. 


ET) f 


Enfin, si l’on a oo — œ pour x=a,on transformera l’expres- 


sionen PQ? et Q étant nuls,ou ET qui rentre dans 


ce qu’on vient de dire. C’est ainsi que x tang r—2À# séc x, 
dans le cas où æ=90°, devient 
xsin T—isr x cos x sin s 


=$, d'où — = i. 


cos T — sinz 


Des Maxima et Minima. 


757. Lorsqu’en attribuant à x différentes valeurs successives 
dans une fonction y = fx, elle croît d’abord pour diminuer 
ensuite, on donne le nom de maximum à l’état de la fonction 
qui sépare les accroissemens des décroissemens ; et si fr di- 
minue d’abord pour croître ensuite , le minimum est la valeur 
qui sépare ces deux états, On dit donc qu’une fonction fx est 
rendue un maximum ou un minimum par la supposition dex-=a, 


lorsqu'elle cst plus grande dans le 1™ cas, et plus petite dans le 
T. TI. 25 
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2°, que les valeurs qu’elle aurait en prenant pour x deux nom- 
bres, Pun > a, l’autre < a, IMMÉDIATEMENT. 

Ainsi, pour juger si fà est un maximum où un minimum, 
il faut que f (a+ h )et /(a—h) soient tous deux >> fa , ou tous 
deux «<< fa, quelque petit que soit A, Mais 


fa +) = fa +hf'a + Eprat ete: 


Dans ces développemens , on pourra toujours prendre k assez 
petit pour que le terme 2 fa l'emporte sur la somme de ceux 
qui le suivent (n° 741), en sorte que le signe de Af'a sera 
celui de toute la suite à partir de ce terme. On aura donc 
J(a+th)=fatA2h; fa ne pouvant pas être compris entre ces 
deux valeurs, n’est nimazimum ni minimum : ainsi, il faut que 
f'a= o. Pour trouver les valeurs de x , qui sont seules capables 
de rendre fx un maximum ou un minimum, ül faut donc ré~ 
soudre l'équation yý =fx:=0. 
Alors nos développemens sont 
f{ath)=fa+!hf'a+t;ihf'a+... 

Si f'a est positif, on voit que f (a + h) = fa +eh’° ; d'où il suit 
qu'il y a minimum; on a un maximum quand f”a est négatif. 


ginis sif'a=o0, 

fa+h)=fat fra pih f "ad. yi 
et l'on retombe sur un développement semblable à celui du 
1-cas, d’où il résulte qu'il wy a ni Maximum, ni minimum, 
quand f”a nest pas nul : et si fa 0, f "a est négatif pour le 
1% de ces états, et positif pour le 2°; et ainsi de suites 

Après avoir trouvé Les racines de l'équation fx = 0, on 
substituera chacune dans f'x,{"x..., jusqu'à la première 
dérivée qui west pas nulle : la racine à correspondra à un 
maximum si cétte dérivée est de signe contraire à celui de 
fa, et à un minimum si les signes sont les mémes j: mais 
il Pont que cette dérivée soit d'ordre pair, car sans cela la 
racine a ne répondraît ni à un maximum, ni à un minimum. 
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758. Présentons quelques exemples. 


I. Pour y= y (2px), ona y = AET, ; cette quantité ne 
pouvant être rendue nulle, la fonction y (2px) n’est suscep- 
tible, ni de maximum, ni đe minimum. 

II. y=b— (x—a) donne y =— 2 (x —a)=0, doù r=a, 

"=— 2; ainsi z—a donne le maximum y=ù , puisque y” 
est négatif; c'est ce qui est d’ailleurs visible. 


y =b + (x—a)}’ a au contraire un minimum. 
~ En général y =X (z—a)"= o donne r=a, 
J'=[X'(z—a)+nX] (r— a), y" =etc. 
Il sera facile de voir que z—4 donne-un maximum ou un 


minimum, suivant que X devient par là négatif ou positif, 
pourvu que n soit impair. 


HI. Soit y = z N on en tire ( n“ 706 et 705), 
1— 2° x +2 G-r’) 
HA T r tre En 
y =ò donne æ= nt; mais alors y=+# 2 et = Ft; 
donc æ=1 répond au maximum !; et x=—1 au mini- 


mum— +; ou plutôtau maximum négatif, puisquenous sommes 
convenus de regarder les quantités comme plus petites quand 
elles sont plus avancées vers l'infini négatif. 

IV, Pour 3°—2mzxy + 2° — a", on trouve (n° 724 et 705) 


_My x _ 2m y 
it FT aor ymi 


y'= o donne my = x ; éliminant z et y à l’aide de la proposée, 
on trouve 7 
+ ma 17 +a aLe FI ; 
=e- m? vom) 7 S ayam 
on a donc un maximum et un minimum., 
253 
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V. Parcillenent x°— 3axy +7°—0o donne 
TES AT TE) | à 
j — ax — pa ‘‘‘"? 
on voit que x = o répond au minimum y=0 et v= a V2 au 
maximum y = ay4. (Foy. p. 461 et fig. 47.) 
. VI. Partager un nombre a en deux parties, de sorte que le 
produit de la puissance m de l’une, par la puissance n de 
l’autre, soit le plus grand possible. En prenant x pour l’une des 
parties, il faudra rendre un maximum la quantité 
J=z"(a—x}; 
d’où y =" (a—x)}-'[ma—x(m4n)], 
J'=x"? (a—x)[(m4n—:1) (m+n)xt etc]. 


; cette dernière 


g'=0 donne x=0, t=a et t= QE = 

ine cont ient á maximum qui est m"n" Š ‘a l 
raci q (= En ; les 
deux autres répondent à des minima quand m et n sont pairs. 

Pour partager un nombre a en deux parties dont le pro- 
duit soit le plus grand possible, il faut en prendre la moitié 
(n° 97, 3°.). C’est ce qu'on voit quand m=n=1. 

VII. Quel est le nombre x dont la racine d@est un maximum? 
On a (n° 720) ve JR 


Ab 
£ Le, 
=oetlr—1; r 


JSV, S =J: 7 
le nombre cherché est donc la base des logarithmes népériens, 
ou z—e—2,71828... \ 3 

VIII. De toutes les fractions quelle est celle qui surpasse sa 


puissance m‘ du plus grand nombre possible? Soit x cette frac- 
tion; onay=x—2", 


ml 
s 1 
y = =m 0, d'où x = V 
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IX. De toutes les cordes supplémentaires d’une ellipse, 
quelles sont celles qui forment le plus grand angle? En dési- 
gnant par a etb les demi-axes, « la tangente de l'angle que l’une 
de ces cordes fait avec les x, langle des cordes (n° 409) a pour 


B? 


b> | 7 2 A 
tangente da by’ c'est cette quantité qu'il s’agit de rendre 


un maximum par une Valeur convenable de a , ou plutôt (en 
négligeant le diviseur constant a*— b?) 
b’? 

Saat”, d’où y =a — — =o 


axt 
a” Fe 


donc les cordes dont il s’agit sont dirigées à l’une des extrémités 
du petit axe : leurs parallèles , menées par le centre, sont les 
diamètres conjugués qui forment le plus grand angle possible : 
ces diamètres sont égaux. ( Foy. p. 452 du 1“ vol.) 

X. De tous les triangles construits sur une même base a, et 
Tsopérimètres, c.-à-d. de même contour 2p, quel est celui dont 
l’aire est la plus grande? On a (n° 318, III) 


J'=P(p— a) (p—x) (a+xz—p), 
en désignant l’aire par y, et l’un des côtés inconnus par x ; car 


le 3° côté est 2p—a— x, Pour rendre y* un maximum, pre- 
nons les log. et lardérivée, nous aurons 


—1 I v 
ara PT EAR aT ri d’où 2r=2p— 4; 


ainsi le triangle cherché est isoscèle. 


En général, de tous les polygones isopérimètres, celui dont 
laire est laplus grande estéquilatéral ; car soit 4ABCDE (fig. 41) 
le polynome maximum, si AB n’est pas= BC, faisons le trian- 
gle isoscèle AIC, tel que 414 1C= AB + BC; nous aurons le 
triangle AIC > ABC, d'où AICDE > ABCDE, ce qui est 
contraire à l’hypothèse. i 

XI, Sur une base donnée 4C= a (fig. 42), quel est le plus 
petit des triangles circonserits au cercle OF? Soit le rayon 
OF=r, AF=AD=x, le périmètre 2p,CF sera=CE=a—x ;. 
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BE=— BD sera—p—a. Les trois côtés étant à, p—x et 
P—a+x,on a pour l'aire y du triangle (n° 318, I ) 


Y*=pz(p— a) (a— x), 
d'où ` J= zx(y—ar) (a— x); 
à cause de y =pr (n° 318, IV) : prenant la dérivée, et faisant 
J =o; on trouvera (y — ar) (a—2x)=0; d’où x=;a; 
F est le milieu de AC ; les deux autres côtés sont égaux, et le 
triangle est isoscèle. 


XII. Sur les côtés d'un carré ABCD (fig. ans les 
parties égales quelconques 4a, Bb, Cè, Dd; la figure abcd sera 
un carré; car, 1°, aB=bC. .., le wisngle dAa=aBb=..., 
d'où ab=bc—cd=ad; 2°. a est le sommet de deux angles 
complémens, et de l'angle dab; donc celui-ci est droit; de même 
pour l'angle abc, etc... í 

Cela posé, de tous les carrés inscrits dans un carré donné, 
on demande quel est le plus petit? Soit 4B =a, Aa==x, 
d’où aB=a— x ; puis le triangle Aad donne 


ad'=922—9ax+a, 4x —9a=0; 


donc x= : a; ainsi le point a est au milieu de 4B. 


XIII. De tous les parallélépipèdes rectangles égaux à un cube 
donné a°, et dont la ligne D est une arète, quel est celui dont la 
surface est la plus petite? Soient x et z les autres arètes ,bxz sera 
le Jar donc, les dimensions du pérallélépipède sont 


à 
b,x et £, ; S , bx et z sont donc les aires des faces ; le dou- 
ble de leur somme est alee totale, 

3 a 
r= +obr+ E, y= ab 0e = * re a 
donc les deux autres dimensions z et z doivent être égales. 


Si le côté b n’est pas donné, x étant toujours l’un d'eux, les 


” 3 3 : 
autres doivent être V F ; n +4 V/aïx est donc l'aire totale, 
2 
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ae E, ee. 


d’où 


le cube proposé i donc lepar: allélépipède Eee" de moindre 
surface. 


759. Lorsqu’on veut appliquer cette théorie aux courbes, on. 
forme (n° 724) la dérivée de leur équ. : les racines réelles de x 
et y, qui satisfont à la proposée et à sa dérivée, s’obtiennent 
par l'élimination ; elles peuvent seules répondre à des maxima 
ou minima d’ordonnéés. On prendra la dérivée du 2° ordre, 
et faisant y’ = 0, puis mettant pour x et y l’une des couples de 
racines obtenues,si x = 4p et y=pO (fig. 1) rendent y"né- 
gatif, le point O sera un maximum : si les coordonnées 4p", 
po" rendent y” positif, o” sera au contraire un minimum. 

Quand les développemens de f(a + k) sont fautifs dans les 
termes auxquels on est forcé de recourir pour reconnaître les. 
maxima où minima, il faut chercher ces développemens tels 
qu'ils doivent être (n° 738),et voir s’ils sont en effet l’un et 


l'autre > ou < fa. Ainsi y= b+ (x — a) donne 
r'=i@—a), y'=} (r>a), 
y'=o donne xr=a, qui rend y”= o; ainsi la formule de 
Taylor est fautive. Mais f (a + +h)=b+ h?, donc il n’y a ni 
maximum ni minimum. Au contraire de r=b+(x— a) , on 
tire 
4 
fa+h)=b+h=f(a— h); 
donc x =a et y =b répondent à un minimum. On aurait un 
maximum pour r=b—(x— ah. 
760. Quant aux fonctions de deux variables, z= f (x,y), 


imitons les raisonnemens du n° 757. Changeons x en æ+ h, et 


yen y+#k et développons comme n° 743; en faisant Kosaki i 
nous aurons 


` 


dz h° fd’z d 
z=: tE + (+2 DE +s D FA 
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Or, pour qu'on ait toujours Z < z,ou Z > z, quelque petits 
que soient h etk, il faut que le second terme soit nul indé- 
pendamment de æ, d’où 

dz " 7 dz * () 

— = — = 0.., 1)3 

dy d dr 
mais en outre, le terme suivant doit être positif dans le cas du 
minimum, et négatif pour le maximum. On éliminera done x et 
y entre les équ. (1), et leurs racines pourront seules convenir au 
but proposé : il faudra substituer ces racines dans le terme sui- 


d°z ; : i à 
vant — ( a") qi devra être perpétuellement de même 


signe quelque valeur qu’on attribue à #,et quel qu’en soit le 
signe. Or, une quantité 4 + 24B + C«* ne peut conserver son 
signe quel que soit #,à moins que ses facteurs ne soient ima- 
ginaires (n° 1899 ), ce qui exige que 4C — B’ soit >o. Il 
faut donc qu on ait 


Ez dz d’z 

de: d (Tedy >... 0). 
d’z + 4 k k : 
at a devront donc être de même signe : s’il est négatif, 


A d’z ; 
pour k= 0, ou a= 0, notre trinome devenant Tere: à-d. 


négatif, le trinome conserve pu ce signe ; il y a donc maxi- 
d’z az 
de * ds 
la condition (2) n’est pas remplie, il n’y a ni maximum, ni 
minumum. 
Quand les racines des équ. (1) rendent nuls les termes de 
notre trinome, il faut recourir au 4° terme du développement 
qui doit aussi être nul, puis au 5°, et ainsi de suite, 


mum; il y a minimum quand — sont positifs. Et si 


761. Quelle est, par ex. , la plus courte distance entre deux 
droites données? Nous prendrons l’une de ces lignes pour axe 
des x ,et l’autre aura pour équation 


z=mat+a, y=bg+ 6: 
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Prenons sur la 1"° un point, dont x’ soit l’abscisse : sa distance 
à un point quelconque de la seconde sera À, savoir (n° 654) 


R= yty +, 
ou Rx x +(bx +8) +H lara). 
Désignons ce 2° membre par ż,nous aurons 


ta (z—x)+2(bx+8)b+2(az+a)a=o, 


cp f aa + LB 

; {o =—2 (r) =o; où z = 7' = — Peyer oi 
Puisque x=7", la ligne cherchée est perpend. à l’axe des z, 
et par conséquent elle l’est aussi à la 2° droite qu’on aurait pu 


prendre pour cet axe : c’est ce qu'on sait déjà (n° 274). Du 
reste 

d’: Hs dE: MAN SA 
de Do EE TEST 
la condition (2) est satisfaite, puisque 4 (a° +4) >o;ilya 

ag — ba 

Va +0) 
L’équ. de sa projection sur le plan yz étant y = 42, comme 
elle passe par un point (x,y,z) de la 2° droite, 


minimum. La longueur de la ligne cherchéeest R= 


= = — 


donc ces lignes satisfont à la condition (n°673,6°.), et sont per- 
peud. entre elles ; ce qu’on avait déjà prouvé. 


Méthode des Tangentes. 


762. Soit proposé de mener une tangente T'M (fig. o) au 
point M (x, y) de la courbe BMM', dont l'équation est donnée 
J fx : celle de la droite TMH est 


Yi yamg (X— x), 
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X et Y étant les coordonnées variables de la droite, x et y 
celles du point de contact M, « l'angle 7”. Il a été prouvé, 
n° 695, que la dérivée y'=f x est la tangente de l'angle 7, 
la limite du rapport des accroissemens MQ et M'Q des coor- 
données xet y. C’est même sur ce principe que nous avons établi 
l'existence des dérivées pour toute fonction de z; et par suite 
le Calcul différentiel entier. Donc (n° 346) 


, PEUR Ale 

tang a= , RFT +77) sın ACETI) 
Y— y= (X—z). 

1°. La normale MN fait avec l’axe des x un angle (n° 370) 


I : 
dont la tangente est — — ; son équation est donc 


y 
y (Y—yr)+X—r=o. 
2°. En faisant F=0,on a les abscisses 477, AN, des pieds 
de la tangente et de la normale ; d'où l’on tire x—X,ou 


sous-tangente T'P = 5 , sous-normale PN = y y. 


Lorsque ces valeurs ont un signe négatif, cela indique que ces 
lignes tombent en sens opposé à celui de notre figure ; il suffit 


alors d'examiner si c’est y ou y’ qui estnégatif, pour reconnaître 
la situation de ces lignes. (oy. n° 339.) 


3°. Les hypoténuses TM et MN donnent les longueurs 
tangente TM = 5 vVar”) 


` normale MN = TVA+r"). 
4°. En appliquant le raisonnement ci-dessus (voyez n° 420) 
au cas où l'angle des coordonnées est quelconque ,on trouvera 


que l’équation de la tangente et la ed de la sous-tangente 
restent les mêmes. 


763. Voici quelques exemples de ces formules : 
I. Dans la parabole y°= 2px, d'où yy’ =p% = 27; la 
normale MN= y (2px +p*) (n° 404). 
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IL. Pour l’ellipse et l'hyperbole ayr t brm abt; d’où 


S 
et 414.) Par ex., on trouve pour la longueur de la normale, 
en faisant «= a’ $b’, 
y _6VÆE (a Ex) 
= Enr RE 


"= na on tire de là les sous-tangentes, etc. (Yoy. n” {08 


HI. Pour l’équ. y™=zx"a™-", on trouve = TE. La pa- 
rabole en est un cas particulier : c’est ce qui a fait donner aux 
courbes renfermées dans cette équ. le nom de paraboles, m 
et n étant positifs. y*=a°x s'appelle la première parabole cu- 
bique; y'=ax? est la seconde. 

De même, on donne le nom d’Ayperboles aux courbes dont 
l’équ. est z'y"—amtr; leur sous-tangente est 7 =— LE ; 
elle est la même, prise en signe contraire, que dans le cas pré- 
cédent. 

IV. Pour la courbe dont l’équ. est z? — 3axy + 7°=0, 


on a 


y DE re _J—arr 
LE TE" sous-tangente = (ser À etc. 
V. Dans la logarithmique (n° 469), y = a donne. ....... 
PL 


7 ia’ la sous-tangente est égale au module (n° 625). 

VI. Soient AP=x, PM=y, MQ =z=Ẹ\ (2r — 7") 
(fig. 43), l’équ. de la cycloïde AMF est r=arc (sin—z)—2, 
(n° 472); l'arc est ici pris dans le cercle générateur MGD , dont 
le rayon =r. La dérivée est donc (n° 723) 

TAIE, ÊTRE M: 
V(r — 2) Verr) 
Done, chassant z et z’, la cycloïde a pour équation dérivée 


IY =V arr =y’), ż où y = VE 


l'origine étant au point de rebrousseñent À. 


1 — 7, équ. où 7 = 


i 
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Pour mener une tangente TM, on remarquera que 


sous-normale= yy'= y ( 2ry— y’) =z =MQ. 

Ainsi, la ligne MD menée au point de contact D du cercle gé- 
nérateur avec laxe AE , est la normale. La corde MD en est la 
longueur; on obtient, en effet, yy(1+y°)=#y{(2ry7). La 
corde supplémentaire MG est la tangente, On voit donc que 
pour mener une tang. en M, on décrira MN parallèle à l’axe 
AE ,puis la corde XF,et enfin MG parallèle à XF. 

Si l’origine est située au point le plus élevé F, en sorte qu'on 
prenne FS=x, SM= y, l'équation de la cycloïde est, ..... 
æ=arc (sin—z) + z (n° 472) ; la dérivée est 


TV GE} 


On aurait aussi trouvé cette équ. en transportant l'origine en 7” 
(changeant x en #r—x,et y en 2r— y). 

764. On peut résoudre un grand nombre de problèmes rela- 
tifs aux tangentes, tels que de les tracer par un point extérieur» 
ou parallèlement à une droite donnée ,ou ete, (7. n° {oget 413.) 
Cherchons, par ex. , l’angle 8 formé par la tang. T'M (fig. 44), 
et le rayon vecteur AM mené de l’origine au point de contact 
M(x,y). L'angle 0 que ce rayon vecteur fait avec les x est donné 


par tang 0 =? ; d’ailleurs tang « =7"; donc 


REZ 
tang(æ—0) ou tang£—= Pr 
Dans les applications, il faut avoir attention au signe que prend 
cette fraction. 

Pour l’équ. y° +x°=71", qui appartient au cercle ,on trouve 
tang 8— 00, ce qui est d’ailleurs évident. 

765. Lorsqu'une courbe BM (fig. 44) est rapportée à des 
coordonnées polaires AM = r, MAP —6, les formules pré- 
cédentes ne peuvent servir qu’autant qu’on traduit préalable- 
ment l’équ. r= fo de la courbe,en x et y ,à l’aide des relations 
(n° 385) 

ææ=rcos0, y=rsin6, 2x+y'= 
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Transformons, au contraire, en r et 0 les formules de tang. etc. 
Prenons donc @ pour variable indépendante au lieu de x; et ce 
calcul, qu’on à déjà fait page 355, donne 


tang 8 = 5 


766. On pourrait de même traduire en r, 7’ et 8 les valeurs 
IY, La , etc. ; mais, à cause de leur complication, on préfère 


le procédé suivant. On nomme sous-tangente la longueur de la 
partie AT, prise sur la perpend. à AM ; le point T'étant ainsi 
déterminé, la tangente T'M s'ensuit. Or, le triangle TAM 
donne AT= AM tang. £; ou 


sous-tang = 4A T= D. 

Pour la spirale d’Archimède {n° 473, fig. 45), on a 

í ag r* r 

= 32 7=e0r, dore: #4. 

Ainsi la sous-tangente 47” est égale en longueur à l’arc de cercle 
décrit du rayon AM =r, et qui mesure l’angle M 4x—48. Quant 
à langle 8, il croît sans cesse avec l’arc 8; et comme ce n’est 
qu'après une infinité de révolutions du rayon vecteur que 
6 devient infini, l’angle droit est la limite de 8. 


Dans la spirale Lyperbolique (n° 474) 
a 
r= g> Sous-tang=— a, tangßê = —8; 


la sous-tangente est constante ; l’asymptote est la limite de 
toutes les tangentes; enfin, l'angle du rayon vecteur avec la 
tangente est obtus et décroît à mesure que 9 augmente. (Voyez 
dans le 1° volume la figure 287.) 
Pour la spirale logarithmique (n° 474) 
I 


r=a, tang8= tang = —. * 
=a, tangß= īp sous-tang = y 
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La courbe coupe tous ses rayrons vecteurs sous le même angle, 
qui est de 45°, quand a est la base des log, népériens : la sous- 
tang. croît proportionnellemient au rayon vecteur, 


Des Rectifications et Quadratures. 


67. Lorsque l’équ. y= fx d’une courbe BMM' (fig. 4o) est 
donnée, la longueur BM = s d’un arc développé est déter- 
minge quand ses extrémités B et M sont connues : cherchons 
cette longueur. Pour cela, remarquons que B restant fixe, s 
varie avec le point M; ainsi s est une fonction de x = 4P, 
qu’il s’agit de trouver, s—Fz. Si x croît de k=PP", y croîtra 
de M'Q =k, et s de MM' =l; donc 

y=fr donne f(x +hyj=y ty heir" hp.. .; 
$ SFs, F(x 4 hj=s 4 sh 4 s" h pa. n; 
d'où k =y heir hp... L= sh -pish h... 
corde MW = y (h+k) =h VEHY 4y rh +...). 
D'un autre côté, la tangente MH donne (n° 762) 

QH=yh, MH=hkVQ+r"), MH=—-Erh...; 
corde MM VOAY Hry h+...) 
MHUMHA ya4y Amir e | 
Plus À décroît, plus ce rapport approche de l’unité ; 1 est donc 
aussi la limite du 1°° membre; et puisque lare MM’ est compris 
entre sa corde et la ligne brisée MH-+ M'H ,1 est aussi la li- 
imite du rapport de la corde à l’arc,ou de 
corde 2 VG+r"+ rss .) d'où _VG+r") 

Lee; d'où 1=——-—, 
“are s+ s'h.. s 
s#=y(i+r") ou ds=y(dz" + dy’). 

Cette formule sert à rectifier tous les arcs de courbe, On y 
met pour y’ sa valeur f'r, tirée de l’équ. donnée 7 =fx de 
la courbe , et l’on obtient la dérivée s’ de l'équ. s = Fz; il faut 
ensuite ëntégrer F'x,c.-à-d. remonter de cette dérivée à sa 


donc 
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fonction primitive Fr. Nous donnerons bientôt (n° 849) es 
moyens de faire ce calcul. 


L'équ. du cercle dont le centre est à l’origine, est 
J'+rer, d'où yy Æz—=o; 


, =y HS)=+ = Sp! 


Cest la dérivée de l'arc de cercle s, exprimée en fonction de 
Son sinus ou cosinus (qui est x, voyez n° 723). Pour rectifier 
l'arc de cercle, il faudrait done intégrer cette fonction (n° 
849, III). 

D’après notre valeur de s’, on peut simplifier les formules de 
la page 394; qui deviennent 


de | dy 

woga=y = Ÿ, cos a =5= net T, 
LR y Tds 
tangente sn LE normale = ys = STN 


768. Pour obtenir l'aire BCPM =t (fig. 40), imitons les 
raisonnemens précédens; nous verrons que Lest fonction de x, 
ou 1—=@x; que les accroissemens k et i de l’ordonnée et de 
Yaire pour l’abscisse x + A,sont s 

kK=MQ=yh+..., i=MPPM'=th+... 
On a rectangle CAS arh LPP'M'=(y+k)h; l'unité est la 


limite de leur rapport —*— , 1 est donc aussi la lite du 


us wi 
rapport entre le At ai MP P’ Q=yh et l'accroissement. . , 
MPP'M'= i de Yaire t. Ce rapport est 


rh : re 
T =ryahp ner, où (=. 


Il faudrà mettre ici fx pour y, et intégrer l'équation ‘=—fx. 
Si les coordonnées faisaient l'angle æ, on trouverait 


t =y sin a. 
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169. Cherchons laire AKM =e (fig. 44), comprise entre 
deux rayons vecteurs 4M, AK, dont le dernier demeure fixe, 
l’autre variant avec M. On a laire AKM ou 


t= ABMK — ABM; 
mais 
ABM=ABCD + DCMP — AMP = ABCD 4+t—:zy; 
donc t= ABMK — ABCD —1 4 }zy. 


Or, la variation du point M ne change pas les points B, Cet 
K: prenant la dérivée, en regardant ABMK et ABCD comme 
constans, 


di En =), 


Traduisons les valeurs de s’, T et 7' en coordonnées polaires: r 


etb; en mettant Ÿ, LE ~A RA y etr (n° 729), 


a i A + "= Hay =r) 
la variable principale est devenue quelconques pour qu’elle 
soit #, il suffit de mettre ici, pour +, y, x’ et J- Jes valeurs 
du n° 730, etil onde 
=y) sir", 

qui ‘sont les fürmules des rectifications et des quadratures de 
courbes rapportées à des coordonnées polaires, l’équ. étant 
r=f 8 : on aurait d’ailleurs pu les obtenir directement par la. 
méthode des limites. 


t 


Des Osculations. 


770. Si l'on prend un point M (fig. 46) sur une courbe BM Z, 
et qu’on mène uné tangente TM et une normale MN; puis, 
des différens centres a, b... pris sur la normale, si l'on décrit 
des cercles qui passent en M, T'M sera leur tangente commune. 
Or, il est clair que, par la disposition de ces cercles, les uns 
sont en dedans, les autres en dehors de la courbe; en sorte 
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qu'il en est un qui approche plus que tout autre de la courbe 
BMZ , de part èt d'autre du point M. C’est ce qu’on nomme 
le Cercle osculateur ; son centre D et son rayon DM sont 
appelés Centre et Rayon de courbure ; et comme en changeant 
le point M, le cercle change aussi de centre et de rayon, on 
nomme Développée la courbe JOD, qui passe par tous les 
_ centres de courbure : la ligne donnée BMZ est la Dévelop- 
*pante de 10D. 

Pour trouver le cercle osculateur d’une courbe, en un point 
donné M, il faudra exprimer en analyse les conditions qui le 
déterminent : généralisons ces considérations. Concevons deux 
courbes qui se coupent; leurs équ. y = fx, Ÿ=FX donnent 
Y =Y pour la même abscisse x—X, qui est celle du point 
commun : jusqu'ici il n’y a qu’une simple intersection. Com- 
parons le cours des deux lignes de part et d'autre de ce point, 
et pour cela, mettons x + h pour x et X, dans y et Y; les 
ordonnées correspondantes sont 

JEI hir" hs, YAYRA"... 

d'où =h gy Y) FY"... 

pour la distance entre les deux points de nos courbes dont 
l’abscisse est x + h: il faut dans Y’, Y”. .., remplacer X par 
x. Plus à sera petit pour une valeur donnée de 4, plus les 
points correspondans seront voisins , de sorte que le degré de 
rapprochement de nos courbes dé de la petitesse de à, dans 
une étendue déterminée h. 

Or, s’il arrive que la valeur de x, pour laquelle y=Y, rend 

aussi y'= Y’, on a 
=t h (y"— Y") Hi POY) 
et nos deux courbes approchent plus l’une de l’autre que ne le 
ferait une troisième qui, passant par le même point (x, y), ne 
remplirait pas cette même condition. Car, soit y =ọś l'équ. de 
celle-ci, la distance A, entre les points de cette courbe et de 
la première, qui ont pour abscisse x + h, est 
A Aa aa a AS Aa A a 
autre 26 
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en supposant gx=fx, pour qu'elles aient le point commun 
(x,y). Or, les valeurs de ò et 4 ont la forme 


d= bh tch + .., 4=Ah+Bk+4Ch.…..; 
d'où a—d— Ah + (B —b) h 4+ (C—c) k? + 


Si donc on prend h assez petit (n° 741) pour que le terme Ahy 
donne son signe à cette série, A—d ayant le signe de A, on 
aura A > à pour cette valeur de k , et pour toutes celles qui 
sont moindres, quel que soit le signe de h. Ainsi la courbe y=Fx 
approche de celle 7 =/fx, dans toute cette étendue À , et de 
part et d’autre du point commun , plus que ne le fait la 3° 
courbe 7 —%#, quelle qu’en soit la nature. 


Si, outre y'=Ÿ", on a aussi y" =Y”, on verra de même que 
nos deux courbes approchent l’une de l’autre, dans les points 
voisins de celui qui est commun , plus qu’une troisième qui ne 
remplirait pas ces deux conditions , et ainsi de suite. Nous di- 
rons de deux lignes qu’elles ont un Contact ou une Osculation 
du 1° ordre, lorsqu'elles satisfont aux conditions ÿ=Ÿ,7"—Y"'; 
pour la même abscisse x De même y= Y, y'= Y’, y'= Y’ se- 
ront les conditions du contact du 2° ordre, etc; et il est dé- 
montré que ces deux courbes sont plus proches l’une de l’autre 
vers le point commun , qu’une 3° courbe, à moins que celle-ci 
ne forme une semblable osculation. 


771. Ces principes posés , si quelques-unes des constantes 
a,b,c.... que renferment les équ. y= fr, Y= FX des 
daiis. RESP sont arbitraires, la nature de ces lignes est fixée, 
mais leur position et certaines dimensions ne le sont pas. On 
peut donc déterminer n+ 1 de ces constantes par un nombre égal 
de conditions y= Y, y = Y’, y" =Y"... . , et les courbes au- 
ront ainsi un contact du n“ ordre : elles approcheront plus près 
lune de l'autre que toute autre courbe qui ne formerait pas une 
osculation du même ordre. 


772- Appliquons ceci à la ligne droite : soit y=fx l'équ. don- 
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née d’une courbe. Prenons une droite dont la situation soit in- 
déterminée; nos équ. sont 

J=ft, Y=aX+b, 
a et b étant quelconques. Si l’on pose y=Y¥ et y'=Ÿ", ou 

y= arto 07 a; 
il y aura osculation du 1°" ordre ; la droite sera tangente : en 
effet, pour qu’une autre droite approchât plus qu’élle de la 
courbe, de part et d’autre du point commun , il faudrait que 
celle-ci remplit les mêmes conditions , c.-à-d, qu’elle eût les 
mêmes valeurs pour ses constantes. Ainsi, y’ est la tangente 
de l’apgle que fait notre droite avec les axes; éliminant a et b, 
l’équ. de la tangente est 

Yyy (X— x), 

comme n° 762. On tire aisément de là l’équ. de la normale, la 


valeur de la sous-tangente, etc. 


773. Raïsonnons de même pour le cercle : les équ. de la 
courbe donnée, et d'un cercle considéré dans une situation 
quelconque, sont g 


2%, "ME | 
JESE, (Y—by H(X a) SR; 
a et b sont les coordonnées du centre, R est le rayon. Nous 


établirons un contact du 2° ordre pour déterminer ces trois 
constantes. Les dérivées de cette dernière équ. sont 


(FY—Db)V+X—a=0o, (Y—b) Y" +Y” +i=o; 
donc (r — b+ (e—a HR RER (1), 
(y —b) j'+x—a—=o...... (2), 
(y —b) y" +y+1=0...... (3). 
Tirant y —b et x—a des deux dernières, 


HE. 4 MP PA dl Le 2 19 7 
1ga L T a—= é dé » 


26.. 


y—b= 
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ła 1°° donne R=—+ SP (*): 


ar in à by +" E, 


On a donc ainsi le rayon et le centre de ra Tout autrë 
cercle approchera moins de notre courbe que celui-ci, parce 
qu'il devrait remplit les mêmes conditions, c.-à-d. coincider 
avec lui. 


774. On voit que, 1°. la tangente à la courbe l’est aussi au 
cercle osculateur, puisque y” a la même valeur pour l'une ct 
Pautre. 

2°. L’équ. de la normale est y’ (Y¥—y) iNi Piho} si l’on 
y met aet à pour X et Y, elle est satisfaite, pnisqu’on retrouve 
la relation (2), qui ne suppose qu’un contact du 1°" ordre entre 
la courbe et le cercle : donc Ze centre de courbure est sur la 
normale ; ainsi que le centre de tout cercle qui a la même tan- 
gente TM (fig. 46). 

3°. Si l’on élimine z et y entre l’équ. y= fx de la courbe, et 
celles 2 et 3 qui déterminent a et b, on aura une relation entre 
les coordonnées du centre de courbure, quel que soit le point M; 
ce sera donc l’équ. de la développée. 

4°. Puisque R, aet b sont des fonctions de x, que le calcul 
détermine aisément , si on les substituait dans les équ. i et z, 
elles seraient identiques : on peut donc les différentier en regar- 
dant R, a et b comme variables. Opérons d’abord sur l’équ. (2); 
il vient 

(=b) y" +" l'y — a +10; 
d’où i by +a =o; 


(*) La valeur de R doit comporter le signe + ; mais comme cette expressiom 
n’a de sens que lorsqu'elle est positive (n° 336), on devra préférer celui de 
ees deux signes qui donnera à la valeur de R le signe +. Si y” est positif, ce 
qui arrive lorsque la courbe tourne sa convéxité vers l'axe des z, on prendra 
łe signe +; il faudra préférer le signe — dans le cas contraire. (Voy. n° 783.) 


| 
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en retranchant de (3) : c’est, comme on devait s’y attendre, la 

dérivée de l’équ. (2) par rapport à a et à seuls. On a donc 
1 b , k 

Bi Aa dur la tangente de l'angle que fait la normale avec 

l'axe des +. Soit b= ga l’équ. de la développée; sa tangente au 

point (a, à) fait avec l’axe des x un angle dont la tang: trigo- 


t 


nométrique est — = z =— (n° 729), puisque, dans notre 
q da a y , L 


calcul, nous avons regardé à et a comme dés fonctions où x est 
variable principale. Donc Za normale à la NN UN est tan~ 
genie à la développée. 

5°. Faisons la même chose pour l’équ. (1), c’est-à-dire pre- 
nons-en la dérivée en faisant tout varier, et ôtons le résultat de 
l’équ. (2); ou plutôt prenons la dérivée de (1) relativement à 
a, b et R seuls. Il vient 


= (y — Lb) b — (x — a) a =RR. 


Pour en tirer une relation qui appartienne à tous les points de 
la développée, il faut éliminer x et y. Mettons donc pour 
æ—aet 7 —b leurs valeurs tirées de (1) et (2); après y avoir 


ot ont | 
substitué — zz pour J, on trouve 


PAS ET: : COS AL : Sais 
VaFIA VEF 
«gr UE EURE LT 
VAFA Va +0) 
s RE = AR" ouR'= y (a° + b"). 


Si l’on prend a pour variable principale, R' = y (1. + b”) 
est la dérivée du rayon de courbure relativement à a. Mais celle 
de l'arc s de la développée est aussi s = y (1+ b”) (n° 767); 
donc R' = $", équ. quiest la dérivée de R =s + 4, A étant 
une constante arbitraire (u° 808). 

Pour un antre arc S de développée, le rayon de courbure est 
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$ + À, l'origine fixe de cet arg étant la même; ainsi s= S est 
la différence dés deux rayons. Ill suit de là que si O et D (6g.46) 
sont les centres de courbure des points B et M, l'arc QD de la 
développée est la différence des rayons de courbure BO, MD. 
Donc, si l’on courbe un fil sur la développée OD, et si on le 
tend suivant BO, en le déroulant de dessus O D, l'extrémité Z 
décrira la développante BM : c’est sur cette propriété qu'est 
fondée la dénomination de ces courbes. 

6°. Les expressions du rayon de courbure et des coordonnées 
du centre se présentent sous diverses formes, suivant qu’on y 
prend telle ou telle variable pour indépendante. C’est ainsi qu’on 
a vu (n° 732) que 


suivant que la variable principale est arbitraire, ou bien est 
Parcs : si cette variable est l’abscisse x, on peut écrire ainsi les 
valeurs de R, a etù EE 
+. Rs + 7: y's Fyi FN s 
SF >, =T — Ea , =y F° 

7°. Si les coordonnées sont polaires, on exprimera Fet F 
en fonction de ces nouvelles coordonnées AM =r, MAP =ù 
(fig. 44); puis on substituera pour x, z'.... leurs valeurs 
dans celle de R où aucune variable n’est principale. (oy: les 
formules, n° 730.) On a, toutes réductions faites, 


ERREI. RNRET PRE X 
Tor or + 


775. Appliquons ue théorie à quelques exemples. 
1. Pour la parabole 7°=2px, = Ca + eu mhe, 
tituant dans nos formules, on trouve í 
=) »= ope+p} =N 
Æ p pP? 
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N étant la longueur de la normale (n° 763, I). Donc le rayon 
de courbure de la parabole est égal au cube de la normale, di~ 
visé par le carré du demi-paramètre. Au sommet A ( fig. 46), 
où æ—o,on a R= p; ainsi, la distance AI du sommet à 
son centre de courbure est le double de celle du foyer, Plus 
x croît, plus la courbure diminue , et cela indéfiniment. Les 
coordonnées du centre de courbure sont 


a=3z+p, b=— #5 


Eliminat x ety de y’=2px, on a, pour équ. de la développée, 
b = — S atp, d'où b= ri en transportant l’origine 


en pe : c’est la seconde parabole cubique. Nous apprendrons 
bientôt à la discuter (p. 418). 
IL. Pour l'ellipse on a m y’ +n’ = mn’, 
MYY +nx=0, Myy "+miy no, 
AA AET E rs Sann: mi— z’ 
N pa mT my JS = my)? IHY m* pe , 
c étant la distance du foyer au centre, c= m?’ — n’. 


> rte 5 
= (mt— cr): LAr OES: La 
re min ’ L'or ni ° 


z ii 
Telles Sont les valeurs du rayon et des coordonnées du centre 
de courbure pour l’ellipse. Ên comparant les valeurs de R, de 
la re (p- 395) et du paramètre p, on reconnaît que 


= . q p l Ci iaai 
R= gare à, € ’est le même théor ème ue pour ara 
d Cp t p 


bole. Puisqu’un arc de la développée est la différence entre les 
rayons de courbure qui partent de ses extrémités ( p. 406), et 
que ces rayons sont des quantités finies, cet arc est rectifiable: 
La mème chose arrive pour toutes les courbes algébriques; on 
peut trouver une droite de même longueur qu’un arc donné 
de la développée. : 

Comme R décroît quand x augmente , c’est aux quatre cR- 
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trémités des axes que R est maximum où minimum : aux som- 
mets O, O’ de Vellipse (fig. 73) la courbure est la plus grande, 


R=7., a=+T, b—=0o; en D et D’, elle y est la moins 
c° ir 
grande , R=™, b=+t-—,a=o; les points k, k’, i, à, 


ainsi déterminés , sont les centres de courbure des extrémités 
des axes. Pour avoir l’équ. de la développée, tirons les valeurs 
de x et y de celles de aet b, et substituons sony l’équ. de 
D nous avons 


VE VED eV + VO = 


en faisant Ch= qg, Ci=p. D'après ce qui sera dit ( p. 419), 
on trouve que la courbe a des rebroussemens aux quatre points 
h, k,i, č, etqu "elle est formée de quatre arcs convexes vers les 
dur axes, à l'égard | desquels elle est symétrique : la développée 
est dessinée au ponctué dans la figure 73. 


Pour l’hyperbole (n° 397), changez n en ny/— 1. 
HI. La cycloïde (fig. 43) donne (p. 395) NOR 


re VEVE- ) = € 


d’où pre Fi et R = 2V(2rr) =N.. 


Le rayon de courbure étant double de la normale, prolon- 
geons MD, et prenons M'D= MD, M’ sera le centre de cour- 
bure ; il serait aisé d’en déduire la figure dela développée, mais 
nous préférerons suivre la méthode générale , qui donne 


„a=z+ayey =h b= 1 
pour éliminer x et y. Comme l’équ. de la cycloïde est une dé— 


aivée, nous prendrons celle de a etb, a = = y. 


e 
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Divisant ces valeurs, ona 
v I Spt VALA 
B rai ar + b’ 


en mettant — b pour y. Or, si l’on Lg dé les ordonnées posi- 


tives à en sens contraire, il vient t= Tg qui est préci= 


sément l’équ. de la même eycloïde, lorsque Vorigine esten F. 
Donc la développée LA de la cycloïde est une cycloïde égale ; 
Parc AL est identique avec F4", le sommet F est porté en 4. 


IV. Dans la spirale logarithmique (fig. 45), r= a, 
r 


d’où R = ry (1 + Va) =r séc Tee, 
la tangente de l'angle AMN = » du rayon vecteur avec la nor- 
male étant = l a (n° 766). La projection du rayon de courbure 
MN sur lerayon vecteur est= r ; ainsi, la perpend. AN, élevée 
sur ce rayon au pôle, rencontre la normale au centre N de cour- 
bure. 4M est donc la sous-tangente de la développée, et ÆN son 
rayon vecteur; ÆM formeavec la courbe M7, en chaque point, 
le même angle 8 que 4N fait avec la développée. Donc, la dé- 
veloppée est cette même courbe placée en sens différent. 

On appliquerait de même la théorie des osculations à des cour- 
bes d’un ordre plus élevé (voy. Fonct. anal., n° 117); etil est 
visible que deux courbes qui ont un contact du 2°, 3°, 4°.. 
ordre, ont même tangente et même cercle osculateur Fr? ce 
point. 


776 La différence entre les ordonnéesdes deux courbes étant 
ò= Mh"+ Nh"—'4. ..., suivant que Mh” est positif ou né- 
gatif, comme le signe de à est celui de ce terme quand A est 
très petit, l’ordonnée de la courbe est plus grande ou moindre ` 
que celle de son osculatrice : ce qui fait juger si la 1°* est en-dessus 
ou en-dessous de l’autre. Mettant— h pour h, le signe de MA" 
changera lorsque m sera impair, et la courbe sera coupée par son 
osculatrice au point commun. On voit donc qu’une courbe est 
toujours coupée par son cercle osculateur. 
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777- Si le développement de f(x + h) est fautif,alors on ne 
peut établir une osculation qu'autant que la série de F(x +h) 
procède suivant la même loi, du moins dans l’ordre des premiers 
termes qu’on doit comparer : cette condition dépend de la 
nature des fonctions fx et Fx; et ne peut avoir lieu qu'acci- 
dentellement ,c.-à-d. pour de certaines valeurs de x ; le même 
raisonnement exige alors qu’on égale les premiers coefliciens 
pour qu’il y ait osculation. (Voy. Fonct. analyt., n° 120.) 

Soient y= fx, y= Fz les équ. de deux courbes : supposons 
qu’on ait développé fx et Fx en séries, suivant les puissances 
descendantes de x (voy. p. 376), en sorte que chacune de ces 
fonctions soit mise sous la forme 

Ax + Bas... Ma Nam LE, nn 

Si les exposans de ces deux développemens sont les mêmes jus- 
qu’à un certain terme Mr", et qu’on puisse disposer de quel- 
ques constantes pour rendre aussi les 1° coefliciens égaux sans 
introduire d’imaginaires, la différence entre deux ordonnées 
quelconques sera M'x-" +... T suit de là que l’une de nos 
courbes ira en s’approchant continuellement de l’autre, à me- 
sure que v croîtra, mais sans jamais l'atteindre : et il y aura 
un terme, passé lequel aucune autre courbe ,qui ne reimplirait 
pas ces conditions, ne pourra en approcher davantage. Nos 
courbes seront donc des Asymptotes l’une de l’autre. 

Ainsi, quand une courbe s'étend indéfiniment, elle a une in- 
finité d'asymptotes, qu’on trouve en développant y =/fx en 
série descendante ,et prenant pour ordonnée de la ligne cher- 
chée lasomme des premiers termes jusqu’à un rang quelconque 
dont l’exposant soit négatif; ou bien en composant une fonc- 
tion Fx, dont le développement commence par ces mêmes 
premiers termes. 

I. Par exemple, pour l hyperbole (n° 416) 
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Donc les droites qui ont pour équ. y= + = sont les asymp- 


totes rectilignes, et jouissent seules de cette FRA 

Il en est de même de x=0 e yo, pour zy = m’. 

II. La courbe dont l’équ. est y= De) est formée 
de quatre branches symétriques par rapport aux axes,et dont 
nous pourrons bientôt trouver la figure. On a (n° 135) 


J=ka pew, mets y. 


selon qu’on forme le développement suivant les puissances de 
x ou de y. Les droites qui ont pour équ. y= o et x=a, 
sont donc des asymptotes. L’hyperbole qui a pour asymptotes 
les axes des x et des y ,et À pour puissance, l’est aussi ; mais le 
rapprochement est ici beaucoup plus grand. 


III. Soit y°—3axy+z'=0,fig. 47 (n° 748) ; un a 
J=—T—-a+i ar" — jar"... 


La droite y——x—a est donc une asymptote ; elle se cons- 
truit en prenant 4B= AC= a, et tirant BC, 


IV. Soit enfin y— 22° 7° — xt + 2axy*—5ar° == 0; 
y=+pr et Aar pAr. 
4 LE” ` 8p + j 
p désignant W{1# y2). Donc, en construisant les droites 
GF, GH (fig. 48), qui ont pour ordonnées ces deux premiers 
termes , on aura les asymptotes rectilignes de la courbe pro- 
posée. 


Des Points multiples et conjugués. 


778. Lorsque les branches d’une courbe passent par un mème 
point, soit en se coupant, soit en se touchant, ce point est ap- 
pelé double, triple. ..., multiple, suivant qu’il est commun à 
deux, trois... ., ou plusieurs branches. Étant donnée l’équ. 
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d’une courbe, proposons-nous de déterminer ces points, si elle 
en a, et leur nature. 

Soient F=o, Mr +N=o 
l'équ. en x et y de la courbe, et sa dérivée : on suppose F 
délivré de radicaux. 

1%“ cas. Si les branches de la courbe se coupent au point 
cherché, il y a plusieurs tangentes en ce point : ainsi, pour une 
valeur de x et celle de y qui y répond, y’ doit avoir autant de 
valeurs qu’il y a de branches. Or, on a vu (n° 740) que cette 
condition rend M et N nuls. 

2° cas. Si les branches de la courbe se touchent, il n’y a 
qu’une valeur de y’; et même quand le contact est du (n— 1)° 
ordre, il n’y a (n° 771) qu’une valeur de y’, y”... y("1); mais 
on doit en trouver plusieurs pour y"). Or, l'équation dérivée 
de l’ordre n a la forme My™ +4-...==0, M étant ici le même 
coeflicient (n° 726) que pour y’, 7"..., dans les dérivées suc- 
cessives ; et comme cette équation est du 1° degré,et exempte 
de radicaux ; elle ne peut donner plusieurs valeurs de y") pour 
une seule de x et de y : on a donc encore W=0;et par consé- 
quent V= 0, par la méme raison qu’au n° 740. 

Concluons de là que, pour trouver Les points multiples d'une 
courbe, on égalera à zéro les dérivées M et N de son équ. V=o, 
prises tour à tou? par rapport à y et à x. Puis, éliminant x et y 
entre deux de ces équ. 


Maso, N=0o; WP 0.1) : 


les valeurs réelles qui satisferont à la 3°, pourront seules ap- 
partenir aux points multiples. 

Je dis pourront appartenir, parce que ces points peuvent aussi 
ne pas exister avec ces équ. ,ainsi qu’on va le voir. On passera 
à la dérivée du 2° ordre (n° 726), My" +Py'*+etc.=0; et 
prenant l’une des couples de valeurs de x et y qu’on vient de 
trouver, on les substituera ici : y” disparaîtra, et y’ sera donné 
par une équ. du 2° degré. Si les racines sont réelles, il y aura un 
point double; les deux tangentes à ces branches seront d$termi- 
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nées par ces valeurs dé”, et donneront la direction des courbes 
en ce lieu, i 


779- Mais si les racines sont imaginaires, il y aura un point 
sans tangente,et par conséquent tout-à-fait isolé des branches 
de la courbe; c’est ce qu’on nomme un Point conjugué. En effet, 
s’il y a un tél point pour l'abscisse a, les ordonnées voisines 
doivent être imaginaires ; en supposant l’équ. 7 = 0, mise sous 
la forme y = fr, si l'on y met a + h pour x, la valeur corres- 
pondante de y, ou f(a+h), sera imaginaire pour A très 
petit. Soit y™ le 1°" coefficient qui sera imaginaire dans cette 
série ; comme l’équ. Hy("+etc.=0 ne peut présenter y") sous 
cette forme attendu qu’elle ne contient pas de radicaux ,même 
après en avoir éliminé y’, y”... y“, il faut donc que l’on 
ait M—0,et par suite N = o. 

Ainsi, les points conjugués sont compris parmi ceux que 
donnent les équ. (1); mais on les distingue en ce que la courbe 
n’y peut avoir de tangente : y“ doit être imaginaire , x et y 
étant réels. 


780. Il pourrait arriver que tous les termes de la dérivée du 
2° ordre disparussent : alors il faudrait recourir à celle du 3°, 
d’où y" et y” s'en iraient, et qui contiendrait y’ au 3° degré. Il 
y aurait un point triple, si les trois racines étaient réelles, et 
il n’y aurait pas de‘foint multiple dans le cas contraire. 

Quand. on est forcé de recourir à l’équ. du 4° ordre, où y’ est 
au 4° degré, la courbe a un point quadruple, double ou con- 
jugué, suivant que les quatre racines sont réelles ,ou que deux 
sont imaginaires , ou qu'enfin aucune n’est réelle ; et ainsi de 
suite. 


781. Voici quelques exemples. 
I. Soit ay*— zy — br’ = 0; d’où 
1°... (3ax—2)y —3x (y +b)=0, 


2°... Gayy—6xy —6x (y +b)=0, 
3°... Gay — 1817 — 67 — 6b = 0. 
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Nous avons omis les termes en y”, "...., qui disparaïtraient 
par la suite du calcul. De 

# 3ay*—x$—=0, x(y+b)—=0o, 


on tie y=— b, x= y C3ab° ), qui ne satisfont pas à la 
proposée ; ;etr=0,7y—=o: l'origine peut donc être un point 
multiple. Mais tous les termes de la dérivée du 2° ordre dispa- 
raissent; celle du 3° devient ay =b, qui ne donne pour y’ 
qu’une seule racine réelle ; donc notre courbe n’a pas de point 


multiple. 
IL Prenons ras +zxi+3r 7 =0, 


d'où 2yy (27° 3x) + 4x°—5xt + 6y'r=o 


En posant y (27°+3z2*)=0, x(4x'—5x + 6y*)—0, 
on trouve que =o et y=—o peuvent seules remplir ces 
conditions et satisfaire à la proposée. Les dérivées des 2° et 3° 
ordres sont par là nulles d’elles-mêmes ; celle du 4° devient 


F'4+3y%+1=0, dont les racines sont imaginaires ; ainsi, 
T'origine est un point conjugué. 


III. Pour zf—24y" — 3a'y*— 2a°x° + ai=o (fig. 49), 

ona s— 6a (y Fary + 4x (x —a')= 0 < 
—6ba (ay +a) y + i2x — {far o. 
. 
Voici comment on trouvera la figure de la courbe , qui d’ailleurs 
est symétrique par rapport à l'axe des y, puisque x mentre 
dans la proposée qu'avec des puissances paires. On fèra 
(Y+a)r=0, zx(x—a)—=0o; 

et combinant ces équ. avec la proposée, on trouvera qu’il ne 
peut y avoir que trois points multiples, savoir, 


en Det D’, où y=o et r=+a, 
eten E, oùx—=0o et y——a. 


Ces points sont doubles; les tangentes Æc, Ef, Da, Db..... 
font, avec Ax, des angles qui ont pour tangentes y =£ y ; 
pour le point Æ, et y = + y $ pour D et D’. 
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Pour les points où la tangente est parailèle aux x, on fera y’ 
nul, ou o = 2 (x° — a), 1°. x =0 répond à y = — a, ce qui re- 
donne le point Æ, pour lequel y est $,et non pas— o; on trouve 
aussi le maximum en F,y=!a. 2°. x —=+a donne outre les 
points D et D’, les minima O et H pour lesquels y = — a. 

Enfin, y —o, ou y(y +a)=0o fait connaître les points 
I et G, où la courbe a sa tangente parallèle aux y : on trouve 
AB ZAC = DE. 

IV. Soit encore x4+2axy — ay’ =o (fig. 50); 
d’où ay (2x°— 37") + 4x(x°+ay)=0. 

Après avoir trouvé que l’origine peut seule être un point mul- 
tiple, on est conduit à la dérivée du 3° ordre, qui donne 
y =o et y =+ y2. Ainsi, en Æ il y a un point triple : la 
courbe a pour tangentes l’axe des x, et les lignes AB , 4c à 45°. 

On ales minima H et O en faisant y'=0 ; où x(x°+ay)=0, 
d'où J=-aetrx= ta. 

Enfin les limitesG et Fse trouvent en posant y'—00,ou 27°=—3y"; 
d'où =+ tayô, et y=— $a. 

V. L'équ. yi — azy’ + xt=o (fig. 51) donne 


1°... 2y (27° —ax)+ 4x — ay =o, 

2°... 2(6Y°—ax)y®—{ayy +122 =0, 

3°... 2477 *—6ay’+24r=0. 
On trouve que l’origine est un point triple; et comme l’on a 
J =0 et Y =, les axes sont tangens à la courbe. 

VI. On pourra s'exercer (fig. 52) sur l’équation......... 

t+ xt 3a’ + 2bx°y =o ; la courbe a aussi un point triple 
à l’origine. (or. encore l'ex. IV, p. 411, fig. 48.) 


782. Lorsque l’éq. est explicite, la recherche des points 
multiples est bien plus aisée. On a vu (p. 363) que l’abscisse 
correspondante doit chasser un radical de la valeur de y, en 
rendant nul son coefficient. Le degré de ce radical dépend du 
nombre des branches, et l’exposant du coeficicnt détermine 
s’il y a simple intersection ou osculation. 
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L'équ. J= (1—2) y (2 — x) donne y'= De 


y perd un radical pour x:=1, qui ne disparaît pas de y’, Ainsi, 
l'origine étant en 7 (fig. 53), JC —1 donne un point double 
en ‘C, pour lequel les branches se cpopant sous un angle droit, 
puisque y'= +21. D'ailleurs, =$ donne les maxima vers D 
et D'; IA =2 fixe la limite À de a courbe. 

Paár l'équ. y= (2 — x) (1—7), la courbe a un point 
conjugué dont l’abscisse est z = 2, parce que y est imaginaire 
dans les points voisins. L'origine est de même un point conju- 
gué pour la courbe dont l’équ. est y=xy/ (x— b). 

Enfin, y =(x— a) V (x—b) +c, où ab, est l’équ. de la 
courbe EDFG (fig. 54) formée de deux branches qui ont en D 
la même tangente ED. Si x— a eût été au cube, les deux 
branches auraient eu même cercle osculateur, etc... 

Du reste, un point triple, quadruple... est annoncé par un 
radical du 3°, 4° degré... 

On a décrit un cercle du diamètre 4/=2r (fig. 53); une 
droite AF tourne en À ; tandis que PN,perpend. à AJ ,glisse 
parallèlement. On demande quelle est la courbe 4M C des points 
M de section de ces deux droites mobiles, le point V étant sans 
cesse au milieu de l’arc ANF sous-entendu par AF. L'origine 
étanten C, les équ. des droites mobiles PN, 4F sont r—«, 
y=ßb(x—r); les coordonnées du point M sont CP—4, 
PM =ßb(a—r): comme PN est une ordonnée au cercle, 
PN= P — W. Or, N étant le milieu de l'arc ANF, le rayon 
CN est perpend. sur AF, et les triangles APM, CPN sont 
semblables : d'où 

AP. PN re _W(r—#)_—1 
PH. PL! Maxr). €. LE 
telle est l’équ. de condition entre les constantes a et £ (n° 462); 
en les éliminant, à Paide de x=«, y= (x — r), il vient, 
pour l’équ. de la courbe proposée, 
r? — T’ — rr 


r=+: (= d’où y'= CEET 
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Ìl est aisé de reconnaître la fig, 53: L'origine Ca un point 
double, pour lequel y’ = 1 : les tangentes y sont inclinées à 
45 degrés sur AI. La feuille AC a un maximum vers D , et 
ne s'étend pas au-delà du sommet 4, qui est une limite. De 
même que le point M est donné par le milieu de Parc ANF, 
le milieu 3V’ de Parc AN'F donne M’ : on a ainsi deux branches 
infinies CO, CO'; les points O et O’ de section avec le cercle 
ont pour abscisse — ir. Ces branches ont pour asymptotes, la 
tangente du cercle au point T. 


Concavité, convexité et points singuliers des 
Courbes. 


783. On peut employer les situations diverses de la tangente 
à la recherche de la figure des courbes (n° 406,411). Étant don- 
née l’équ. y= fxr, et sa tang. au point (x, y), comparons 
les ordonnées pour la même abscisse x + h (n° 922), fig. 22. 
JPH=y+gh, fe +h=PM=)+rh+ 37" h +. 

Comme on peut prendre h assez petit pour que le signe de 

1 y"h?° soit celui du reste de la série, lordonnée de la courbe est 
pias grande ou plus petite que celle de la tangente suivant que 
y" est positif ou négatif; en sorte que la courbe tourne vers 
laxe des x sa convexité dans le 1°° cas, et sa concavité dans 
le 2°. Si les ordonnées étaient négatives, ce serait visiblement 
le contraire : donc une courbe tourne vers l'axe des x sa con- 
vexité ou sa concavilé, suivant que y et y" sont de mémes signes 
ou de signes contraires, (V. p- 96.) 

Il est aisé de voir qu’au point d'inflexion M (fig. 59 et 60), 
où la courbe change sa concavité en convexité, y” doit aussi 
changer de signe, ce qui exige qu’en ce point y” soit nul ou 
infini : à moins cependant que y ne change de signe en même 
temps que y", le point qu’on considère se trouvant dans ce cas 
sur laxe des +. C’est au reste ce qui va être développé. 


784. Après avoir pris un point (#,8) sur notre courbe, pour 
AA i 2 27 
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juger s’il présente quelque particularité, c’est-à-dire s’ilest 
Singulier, il faut comparer les parties de la courbe de part et 
d’autre de ce point, pour les ordonnées f FR )- Distinguons 
deux cas. 

1* cas. Le développement de Ê (a -+h ) ne ‘éontenant pourh 
aucun exposant fractionnaire dont le dénominateur soit pair, 


on a fe+h)=8+ Al + Bh +... 
Les coefliciens sont réels, puisque, s’ils étaient imaginaires, le 
point (4, 8) serait conjugué (n° 779). De plus (quel que soit 
le signe de h) h°, hè... sont réels, en sorte que la courbe s'é- 
tend de part et d'autre du point (æ, £). 

1°. Si le développement de f (+h) est fautif dès le deuxième 
terme Ah , ou si a est une fraction >> o et < 1, 7” est infini 
(n° 736), et au point (æ, 8) la tang. est Ne aux v, En 
prenant les dérivées relatives à À, on a 
Sf'a+h)=aAk +..., f'e+h)= pcs DA. ` 
La valeur de f” (a-+h) est destinée à donner la direction de la 
tang. au point de la courbe dont l’abscisse est 4 +}, puisqu'il 
est indifférent que x ou A ait varié dans f(x +h). (Voyez 
la note, p. 366.) 

Cela posé, le signe de 4° et de ses dérivées décide de celui 
des séries entières, lorsque À est très petit. Que a soit une frac- 


tion = , Où n est impair : si 7 l'est aussi, l’ordonnée fi (a +h) 
croît d’un côté et décroît de l’autre côté de l’ordonnée tangente, 
parce que AY h™ change de signe avec h. Il y a donc une in- 
flexion, disposée comme le-montrent les fig. 55 et 56, suivant 
que À est positif ou négatif. 

En effet, f” («+ h) change aussi de signe avec A, parce que 
a—2 donne à h, dans le 1° terme, un exposant impair m—2n : 


ainsi, la courbe présente d’un côté sa concavité, et de l’autre sa 
convexité à l'axe des x (n° 783). Nous avons construit les équ. 


DET :. (fig. 55), 
y= p(z ajs.. (fig. 56). 


Www.rcin.org.pl 


POINTS SINGULIERS. 419 
On en dira autant pour y =ax, et ( y — 1) = 1 — T. 


Mais si m est pair, Ayh" a toujọurs le même signe que 4, 
quel que soit celui de k, en sorte que les ordonnées, voisines de 
notre tangente de part et d’autre, croissent lorsque 4 est posi- 
tif, et décroiïssent dans le cas contraire, à peu près comme pour 
les maxima. La courbe prend la forme indiquée fig. 57 et 58, 
que nous appellerons Cératoïde (*). Le signe de f” (« + h) est 
visiblement négatif pour l’un et positif pour l'autre, en sorte 
que la courbe doit présenter à l'axe des x, des deux côtés de 
l’ordonnée tangente, sa concavité ou sa convexité, suivant que 
A a le signe + ou le signe —. 

Les équ. y =£ + (x—a) et Y=8—(xz — a) donnent les 
fig. 57 et 58. On en trouve un autre exemple dans la Cycloïde. 

2° Mais si le développement n’est pas fautif dans les deux 
premiers termes, a—1, b > 1, y n’est plus infini, et l’on a 
A pour la tang. de l'angle que fait avec l’axe des x la droite qui 
touche la courbe au point (+, 8) : elle est parallèle aux x, si 
A= ; inclinée à 45°, si A = 1, etc. 


flath = gy Ah + BR +4... 
Se+h)=A+bBR gp... 
f'e 4 h= b (bi) Bh +. 

D'après cela, si Vexposant & est un nombre pair, ou une 
fraction dont le numérateur soit pair, la courbe ne présente au 
point (æ, 8) rien de particulier, puisqu’elle s'étend, de part et 
d'autre; au-dessus de la tangente si B est positif, et au-des- 
sous si B est négatif; la différence entre les ordonnées de ces 
deux lignes étant BA? + etc. On voit d’ailleurs qu’alors le signe 
de f" (x + h) est le même que celui de B. 


C'est ce qui a lieu pour l'équ. y = 842 + (£ — a)". 


(*) Nous avons préféré les dénominations de Cératoïde et Ramphoïde à 
celles de rebroussement de la 1"° et de la-2° espèce sous lesquelles ces points 
sont connus. Ces mots sont dérivés de Kipac, cor në, 7 Péage , bec d'oiseäu , 
Eïdie, forme. 

270 


Www.rcin.org.pl 


420 CALCUL DIFFÉRENTIEL. 

Cependant, si 4 =o, il y a maximun où minimum. (Voy, 
p: 391.) Gela arrive pour y = =R+k(x— a), 

QRand b est un nombre i gar ou une fraction dont le nu- 
mérateur m est impair, ; ; Dh, ou B V k™, change de 


signe avec T, eib nuées obani d’un cóté et décroissent 
de lautre : de plus, f p (a Lx) est dans le même cas, puisque 
‘terme est aussi un nombre impair b—», 


l'ékposant de soh 
Ps fraction. vw nümératenr m—on est impair : donc 


` À aa la tangente, et du signe de B. 
' ke acı EA 
BiA 1%, z'a); n. yia He) (fig. 59); 
o8. g aena 4 Ce S g- 60); 
5e. = De + (md) : (fg. 63) SENNIN 3 


la tangente est inclinée à à 45° dans les exe es re et $r; à 135° 
dans le Be; est parallèle aux x : dans le 

Si b'ès r'(c-àd., 3,5, 7.1), A HAL Pois pourra rap- 
procherno | de celui des marima (n°557). Chacune 
des racines dé" æoïe peut répondre à une inflexion, qu’au- 
tant que la 17° des dérivées 7”, Lo sixga elle ne rend pas 
nulle, est d'ordre impair, Si b n "est pas. entier, comme il est 
“A r 7" est nul ou infini, suivant que à est > ou < 2. 


- #4985. 2° cas. Le ‘développement de f(æ+h) contenant un 
~ radical. pair, l’une des ordonnées f(e-} 4) ou f(a—h) est 
imaginaire ; ; l’autre est double, à cause du radical pair qui y in. 
troduit le signe + +. Ainsi, la courbe ne s'étend que d’un côté 
"de l'ordonnée £, et elle a deux branches. 

1°, Si le développement est fautif dès le 2° terme, a est 
entre o et 1; d'ordounée B est ue Supposons que 


a—=7,n étant a, le terme + AVR" montre que. le 
n ? 


point (a, £) est une Limite de la courbe dans le sens des x ; elle 


www.rcin.org.pl 


votant = R 
; “POINTS sitouuurnl. 7 > 2 JR 
la forme NMQ ‘où NMQ" (f%. 6r ), suivant que % doit 
ètre pris en + où en — ; l’une des ordonnées est > £, l’autre 
est < ou PM : d’ai eurs, põùr les points voisins de M, l’une 
des valeurs de. f” (æ 4 h)'est positive, l’autre est négative ; ce 
qui prouve querli e des branchés NM est convexe, et y, 
Pautre QM ee g M Au š. 


Les équ. y = E RTS et y =k trt (e— 2) 
donnent, l'une CN Nous en ayons trouvé 
plusieurs exemples ee ds à 

Mais si le radical pair ue un des termes qui suivent Ahs, 
pour les ordonnées voisines de celle qui est tangente, 8 est 
<f (« + h) quand A est positif ; le contraire a lieu lorsque 4 
est négatif; ên sorte que les branches de courbe ont (fig. 62) 
la forme QMN dans un cas, Q'MN' dans l’autre. On voit d'ail- 
leurs qu’alors f” (4-4) étant de signe contraire à À, la courbe 
doit affecter cette figure, que nous nommerons une Ramphütde. 


C’est ce qui a lieu pour y = 6 +4 (&— a)i + I(x—a)s. 
Quand x doit être négatif, pour que f(e + A) soit réel, la 
courbe est à gauche de l’ordonnée tangente PM. 


2°, Lorsque le développ ement n’est fautif qu’au-delà du 2° 
terme, a=1, et la tangente à la courbe au point (a, £) sera fa- 
cile à construire. Si le terme B}? porte le radical pair, il a la 


forme + BY h"; Pune des branches est au-dessus de la tang., 
l'autres’abaisse au-dessous, puisquecetté droite a pour ordonnée 
F=8+ Ah: il y a donc une Cératoide. On a y” nul ou h 


suivant que à est ou 2. Pour l'équ. y=8 + x + (x), 
(fig. 65) la tangente est inclinée à 45°, quand x — à. 


Pour 2y =—1—2-4e 2 ( 12), on a la fig. 64. 


Mais si l’exposant, dont le dénominateur est pair, est au-delà 
de Bh’, le signe de B suffit pour décider quelle est la plus 
grande, de l’ordonnée de la courbe, ou de celle 8 + 4h de la 
tangente. On voit donc qu’il y a une Ramphoïde. On a (fig. 66) 
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pour l'équation 
x =8 +z+ar + 6/5... la courbe QMN, 
y=ß+r— art byr’... la courbe Q' MN. 
786. Concluons de là que, 1° aux limites, dans le sens des # 
où dans le sens des y, y' est nul ou infini, 
2°. Aux inflexions et aux cératoïdes, y“ est nul ou infini. 
3°. Pour trouver les points singuliers, il faut prendre la dé- 
rivée My' + N=o de l’équ. ọ (x, 7) = 0 de la courbe ; faire 
M=0o ou N—0; en tirer, à l’aide de ọ (x, y) = 0, les racines: 


qui peuvent seules appartenir aux limites. 
4°: On prendra de même la dérivée du 2° ordre, ou telle: 


de y = — A qui donne y” = g (on suivra la 1™ règle du, 


n° 705), puis on posera Q—0, ou N= o : ces équ. feront con- 
naître l’x et l’y des points qui sont des inflexions ou des céra- 
toïdes. 

5°. 11 faudra ensuite chercher le développement de, f (x +- A) 
pour chacune des valeurs de x ainsi obtenues, ou plutôt recon- 
naître le cours de la courbe de part et d’autre du point qu’elles 
déterminent. 

6°. Les ramphoïdes et les cératoïdes peuvent être considérées 
comme des points multiples et soumis à la même analyse : elles 
ont une tangente commune à leurs deux branches au point de 
rebroussement. 

7°. On peut encore, dans la discussion des équations, s’aider 
du développement de y en série ascendante ou descendante 
(n° 747) suivant les puissances de x ; on aura aisément les limites 
de la courbe, si elle en comporte ; et pour les branches infinies, 
on obtiendra leurs asymptotes courbes ou droites, etc. 

Voici encore quelques exemples : on en trouvera beaucoup 
d’autres dans le Traité de Cramer. 


F=x+ Vœ— 1), y= + 4/(x — 2) (fig. 61), 
y=x 4+ yV (x— 1)’, aE a E VA ad (fig. 65), 
J=+V@æ—-:), J=at+ Ver (fig; 66), 
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y =Va+ar, r= Ve) 4e (ig. 44), 
3 5 
ræV(—:1} (fig. 57), r=6—Vr , (fig. 58), 
jé 5 
TS = + Vœ— 1} (fig. 59), y = 2 + x — yv (fig 60). 


Des Surfaces et des Courbes dans l'espace. 


v 
k 


J87. Soient z= fx, y), Z= F (X, Y) les équations de 
deux surfaces cour ur qu’elles aient un point commun 
(x,7, 2), il faut que Pour les mêmes ordonnées Z= z, on ait 
£= X, y =Y. Prenons sur chacune un autre point répon- 
dant aux abscisses x + A et y -+ k; nous représenterons, pour 
abréger, les z correspondans (n° 743) par 

s pheitean ZARR RM +... 
+ qgk + shk +... + k+ Shk +... 
+: +... HiT... 

` La distance entre les deux points dont il s’agit est 
(P—p)h+(Q—q)k +i (R=r) h+... 

Si P =p et Q =4, c.-à-d. si les différentielles partielles du 
1“ ordre de nos fonctions f et F sont respectivement égales, les 
raisonnemens du n° 770 feront voir qu’une 3° surface ne pourra 

+ approcher des premières autant qu’elles approchent l’une de 
“Vautre, à moins que celle-là ne remplisse les mêmes conditions 
à leur égard : il ya alors contact du 1°* ordre, Pour le contact 
du 2“,ordre, il faudrait en outre que les différences partielles 
du 2f ordre fussent aussi égales entre elles, ou 
Baarn Sama T =, 

Par ex., tout plan a pour équ. (n° 659) Z= 4X + BY +C; 
sa position dépend des constantes 4, B, C, qu’on peut déter- 
miner en établissant une osculation du 1° ordre. æ; y etz 
étant les coordonnées du point de contact, il vient 


3—=Ax+ By+l, p=4, q=8, 
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p et q désignant toujours les fonctions de A D üréesde l’équ, 
2=f(x, y) de la surface courbe ; cette équ. ayant par conséquent 
pour dérivée dz = pdx + gdy. 

Si l'on élimine 4, B, C, on trouve, pour le plan tangent, 

Z—2=p(X-x) +qg(Y=y)..… (4) 

Une fois l’équ. du plan tangent obtenue, il sera facile de 

trouver tout ce qui se rapporte à sa pasi Par ex., le cos: de 
” » : Hg Li u 
l angleọ qu’il fait avecle plan gy, Me res 

La normale qui passe par le point (x, y, z) est de plus per 
pendiculaire an plan tangent ; ces conditions, exprimées en 
analyse (n° 668), donnent, pour les équ. de la normale, 
X-zHp(Z—:)=0, Y—y+g(Z—:)=0...(B). 

788. Voici plusieurs exemples de l’usage qu’on peut faire des 
équations À et B. 

F. Tous les cylindres ont cette propriété distinctive, que le 
p an qui les touche en un point, touche selon une génératrice ; 
cette droite est parallèle à une autre (n° 680) dont on donne les 
éq. v= az, y —=bz. Énonçons ce fait en analyse, et nous aurons 
exprimé que la surface touchée est un cylindre, sans avoir par- 
ticularisé la courbe directrice; nous aurons donc l'équation de 
toute espèce de cylindre. On a donné (n° 667) la conditiondu : 
parallélisme d’un plan avec une droite : elle devient ici (où 
A=p, B=q), ap+bq=1, équ. cherchée. (Joy. p.373.) 

IT. Le plan tangent au cône passe par le sommet. Mettons 
pour X, Y et Z, dans l’équ. (4), les coordonnées a, b, c de 
ce point, et l'équ. z—e=p(x—a)+q{(x—%b), exprimant 
la propriété qui caractérise toute surface conique, quelle qu’en 
soit la base, sera l’équ. de cette surface (n° 745). 

III. Imaginons qu’une droite coupe sans cesse l'axe des z et 
demeure horizontale, tandis qu’elle glisse le long d’une courbe: 
elle engendre une surface nommée Conoïde , à cause de sa res- 
semblance avec un cône dont le sommet aurait une arète. Ce. 
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qui caractérise ces surfaces, c’est qu’un plan les touche selon 
une génératrice horizontale : exprimons analytiquement cette 
propriété. En faisant Z =z, dans l'équation (4), nous avons 
(X—z)p + (Y — y) g=0; ce sont les équ. d’une Horizon- 
tale tracée dans le plan tangent. Pour que cette droite coupe 
l'axe des z, il faut que sa projection sur le plan xy passe par 
l'origine, ou bien que pegy = 0: telle est l’équ. de tous les 
conoïdes, 

IV. Toute normale d'une surface quelconque de révolution 
va couper l'axe; donc, si l’on élimine X, Y, Z, entre les équa- 
tions (8) de la normale et celles de l’axe de révolution, l’équ. 
résultante en x, y, Z, exprimant la propriété énoncée, sera celle 
de la surface de révolution, quel qu’en soit le méridien. Par ex. -> 
si l’axe est celui des z, dont les équations sont X= 0, Y = 0, 
Pélimination donne pr=qzx,équ. de toutesurface de révolution 
autour de l’axe des z (n° 745). 

Lorsqu'on veut particulariser une espèce de surface cylin- 
drique, conique... , il faut introduire, pour p et g, des fonc- 
tions de xet y, qui sont déterminées par la nature de la courbe 
directrice donnée. C’est ce qui sera examiné par la suite (n° got). 


789. Nous avons traité (n° 760) des maxima des fonctions 
de deux variables. Il en résulte que si Von veut trouver les z 
men ou minima d’une surface courbe, dont on a l'équation 

=f(x, y), il faudra poser p =o, q =o (le plan tangent pa- 
rallèle aux æy), et éliminer x, y et z entre ces trois équ.; mais 
les coordonnées ainsi obtenues n’appartiendront à des points 
doués de la propriété dont il s’agit, qu’autant qu’elles satisfe- 
ront à la condition (2) (p. 392), qui apprendra à distinguer le 
maximum du minimum. 


790. Pour que le plan tangent soit perpend. au plan yz, il 
faut que son équ. soit réduite à la forme Z —z = q ( Y — 7) 
(n° 655) ; ainsi p= ò. Plus généralement, soit 


Pdz + Qdy + Rdz —0, 
la différentielle de l'équ. d’une surface (n° 744); P =o est la 
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condition qui exprime que le plan tangent est perpend. au plan 
Jz. 1l faut donc que les coordonnées x, y, zdu point de contact 
satisfassent à l’équ. P = 0, et à celle @ (x, y. z) = o de la sur- 
face. Telles sont donc les équ. de la courbe qui jouit de la pro- 
priété que le plan tangent soit perpend. au plan yz; cette courbe 
est la limite de la surface dans le sens des yz. Ainsi, en élimi- 
nant x, on a la projection de la surface sur le plan des yz. De 
même, cellesurle plan zy setrouveen éliminant zentreġ= 0, 
et R=o. Les deux équ. P =o, Q =o se rapportent au maxi- 
mum de z, etc. 
Pour la sphère , par exemple (n° 654 ); 

(z —a} + (y— b)+ (ze) =r, 

la dérivée relative à z seul est z—c= o; éliminant z, on a 


(x—a)’ + (y —b) =, pour l’équ. du cercle de projection 
sur lé plan æy; ce qui est d’ailleurs visible. 


{ 


791: Projetons sur le plan zy Pares de courbe dans l’espace, 
puis développons (n° 287, 4°.) le cylindre formé par le système 
des perpend. à ce plan : la base estun arc à, projection de Parc s. 
Or, on peut concevoir cet arc s rapporté aux coordonnées rec 
tangles à et z, puisque à est étendu en ligne droite ; l'aire g du 
cylindre et la longueur de l’arc s seront données (n° 767 et 768) 
par les relations “ =z, s*= 1 +z”, dans lesquelles les déri- 
vées se rapportent à à. Si l’on veut qu elles soient relatives à +, 
on aura (n° 734) 

dt=zda, ds = da + dz. 


Mais larc À est rapporté aux variables du plan ay, en sorte que 
da? = + dy"; donc 
dt=24/(dr°+dy:), 
ds=dz? + dy? +dz'. 
Une courbe dans l’espace est donnée par les équ. de deux sur- 
facés dont elle est l'intersection, telles que M=0, N—0: 
qu’on en tire les différentielles dy et dz en fonction de x, et 
qu’on substitue, l'intégration de ces formules donnera , d’une 
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part, Paire 4 du cylindre droit, qui a pour base la projection de 
l'arc , et qui est terminée par cet arc ; et de l’autre la longueur 
de l'arc rectifié. 


792. Supposons que le trapèze curviligne CBMP (fig. 40) 
tourne autour de l'axe Æx; cherchons le volume v et l'aire u 
du corps de révolution qu'il engendre ,léqu. de larc BM étant 
donnée, y = fx. Soient v= Fx,u—@x ;il s’agit de déterminer 
les fonctions F et g. Attribuons à æ#accroissement PP'= h; 
y;vetu deviendront. +k,v+i,uæ+l; d'où 

k=yh+.. o i=vh+..., t=uh Pr: x 
Tl s'agit maintenant, pour appliquer la méthode des limites, 
de trouver dés grandeurs qui comprennent entre elles les 
accroissemens č et /, quelque petit que soit A, 

1°. Les rectangles MPP'Q, LPP'M', engendrent, dans leur 
révolution autour de 4x, des cylindres dont les volumes sont 
agh et (y +4 Yh (n° 308) : leur rapport ayant l’unité pour 
limite, et le volume à à engendré par. Faire MM'P'P, étant 
toujours intermédiaire entre ceux-ci, unité doit être aussi la 
id ou SRE ; donc... $ V EER’. 

z o aay’h ay’ À 

2°. La corde uw et la tangente MH décrivent des troncs 
de cône, dont les aires (n° 290 ,3°.) sont (2y +4). MM’, et 
æ (27 -+y'h). HM : le rapport de MM! à MH tend sans cesse 
vers l’unité (n° 767); la limite du rapport de nos deux aires est 
donc 1, qui est par conséquent celle du rapport 

(27 +k) MM' _ r(2r +). VAL + pr. 2) 

L ii uw piuht... i 
attendu que l'aire Z décrite par Vare MM’ cst intermédiaire 
entre les premières, quelque petit que soit 4. Donc 

u'=92xyV(+r")=anys. 

On mettra fx pour y dans ces valeurs de v’ et v’, et l’on in- 


tégrera; c.-à-d. qu’on remontera aux fonctions v et u dont elles 
sont les dérivées ( n° 851). 


limite du rapport 
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793. Traçons sur un plan 4P£ (fig. 67) un pif Ch 
Soient cdef sa projection sur un autre plan 4 Bet 7 
de ces deux plans ; supposons que les côtés C. 6 
pend. à l'intersection 4B, on a (n°, Hp fiati E gos: k, 


ef =EF x cos « ; donc l'aire du tra See 
cdef=}; CHX (CD +EF), cha CPE dre | e 
Cette relation entre notre trapèze ets tiowa égal 


lieu pour un triangle quelconque DIF (fig. 68), puis 5 
nant les perpend. CD, LF sur AB, et CE parallèle | à DF, on 
forme le parallélogramme CDLF, dont: aire est double igali 
du triangle DIF, Or, d’une part, toute figure réetili 
décomposable en triangles ; de l’autre, on peut, parlam de 
des limites, étendre aussi la proposition à toute‘aire plane 
curviligne. Donc Za projection P sur un plan d'une aire plane 
quelconque À, est le produit de cette aire par le cosinus de 
l'angle des deux Plans, P= A cos æ. 

Soient donc «,«', æ", les angles que fait une aire plane 4 avec 
les plans coordonnés; P, P', P”, ses trois projections ; oña 


P= A cose, P'= Acosw', PHRA cos sd”; 
faisant la somme des carrés, il vient 
= Pi+ P + pHi PeR 
à cause de Us br e= (n° 674, 12). Donc, le 
carré d'une aire plane quelconque est la somme des carrés de 
ses trois projections sur Les plans rectangulaires coordonnés. 
Ces théorèmes servent à trouver l’étendue des surfaces planes 


situées dans l’espace ,en les ramenant à être ins“ à l’aide 
de deux variables. 


794. Soit z2=/(x, y) l’équ. d’une surface courbe ; menons 
quatre plans parallèles deux à deux , à ceux des xz et des yz ; 
cherchons le volume X et l'aire U du corps MNEF (fig. 69) 
renfermé entre ces limites. Attribuons à x et y les accroisse— 
mens h et k; le point M (x,y, z) sera comparé au point C: le 
corps aura pris l'accroissement renfermé entre les plans ME, 
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SD,FM,SB; F et U sont donc des fonctions de xet y quil 
s’agit de dertithither. æ étant augmenté de k; et y dek,F sta 
accru (n° 743) de 

Er 1°, 14° dr 
Se Kht ER Te D MTS 2 Htc A 2 FT. ei 

Or, si l’on n’eût fait croître que x de h, ou bien que y de k, le 
corps aurait reçu l'aughientation 


ay F7 r 
dy #2! 
© PEDMQ= ARE TS ue 
Ei A f 
donc,en retřanchant, on a volume HCRQ = uta Ep hk +. 
On verrait.de même que laire MC = ES p+. A 


dzd 


oir appliquer ici la méthode des #0 cherchons des 
grandeurs entre lesquelles ce volume et cette aire soient teu- 
jours renfermés, quelque petit que soit  ; représentons le corps 
 MCRSQP à part (fig. 70). 

1°. Le parallélépipède rectangle MP Ss a pour volume hkz ; 
celui du parallélépipède construit sur la même base, et dont 
SONE 2 auteur, est — hk Aa D. 


Le rapport = i$ + de ces volumes ayant l’unité pour limite, 


1 est aussi la limite de 


dy dP 
hkz: EG toto d'où — uF 


On mettra donc pour z sa valeur f(x, y), puis on intégrera 
deux fois, d’abord relativement à x, en regardant y comme 
constant; enfin, on intégrera de nouveau le résultat par rapport 
à y seul. (Voy. n° 852.) 

2°, Menons un plan tangent Ms’ au point M (x, 7, 2); ; Faire 
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Mr's'q', qui est renfermée entre les plans MR, MQ, Qs',s A, 
est (n° 793) le quotient de sa base PORS divisée par le cosinus 
de langle qu’elle fait avec le plan zy, savoir (n°674 , 1°.) 
RE + © — hi 
varr FAT eu UE D] 
Mais ds est facile de voir que Tunité est la limite du rapport de 
BD hk +. à cette qui Done 


PE PU Tr 
-dady — VG+p"+ 9). 


Il faudra donc différentier l’éq. z=f (x,y) de la* surface ; 
puis de dz = =pdes- gdÿ; tirer les valeurs de p et q en fonction 
de x et y, et les substituer i ici ; enfin, intégrer comme on l’a 
dit ci-déssus, Nous donnerons ‘des applications de ces diverses 
formules (n°855). 7 J 

mo. Imitons en Los dimensions ce qui a été dit des oscula- 
tions des courbes planes. z=f(x,r), Z=F(X, Y) sont les 
équ. de deux surfaces courbes ; si elles ont un point commun 
(257 2), pour en comparer Pécartement dans les parties või- 
sines de ce point, on changera X et x en z+h, Fret y en 
Tr +k, eti Yon prendra la différence à des z 3. Continuons de 
De ud M UE 

dz dz d'z H d’z 
EE Le leS dr — D ra TA 

que de même P, Q... aient de semblables significations pour 
la 2° surface. Ou démontrera précisément, comme n° 770, que 
si l’on a P=p, Q=4, la différence à étant du 2° ordre en À 
et k, aucune autre surface, qui ne remplirait pas les mêmes 
conditions, ne pourrait approcher de la 1™ surface autant que 
le fait la 2° ; et si, en outre, on a R=r, S—s, T'=t, Fos- 
culation sera du 2° ordre , et les deux surfaces auront un plus 
grand degré de rapprochement dans la région voisine du point 
commun, et ainsi de suite. 
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Soit; par ex., un plan Z = AX + BY + C Fil aura un 
contact du 1° ordre avec la surface z= f(x,y), si l’on déter- 
mine les constantes 4, B,C par ces conditions, que le plan 
passe par le point donné (x,7,2), et qu’on ait 4=p, B =q. 
De là résulte l’équ. (4) du plan tangent (n° 797). > 

Pour la sphère, on a Véquation 

(X—a) 4+ (Y—b)} HZ — e) =n". 

On établit ainsi un simple contact au point x, y, z (n° 744) 


(e—a) + (y 0) Hl e=, 
(@—a)+p(z—c)=0, J—b+g(z— c) =0; 
ces trois équations déterminent les coordonnées du centre, et par 


conséquent la sphère, dans le cas d’un simple contact, kos ba le 


rayon n est connu. En posant, pour abréger, (1-++p°+9°) "=" =9, 
l'élimination donne 
A r hapt, .b=y+ng9, c=z—ng:... (1); 

cette sphère a même plan tangent que la surface; son centre est 
sur Ja normale équ. (8) p. 424. Pour que l'osculation fût du 
2° ordre, il faudrait déterminer l'arbitraire n de manière à 
rendre R=r,$=s, T=1: puisqu'on n’a qu'une constante à 
déterminer, on ne pen remplir ces trois conditions ; en géné- 


ral toute surface n’a donc pas une sphère osculatrice comme 
une coùrbe a un cercle osculateur. 


296. Mais rendons la somme des termes du 2° ordre de la 
série (n° 787) les mêmes pour la sphère et notre surface , ou 


r+ asa + la’ —R+2Sa+ Ta’, 


a étant le rapport # 1h: on trouve pour les dérivées du 2° ordre 
de l’équ. de la sphère relatives à x et à y, 


(z—c) R+14+p°=0, (2—0) SEpg=0o, (:—0c) T+i+g=0: 
(3—0) (r+ 2es 4ta) +p apga Hi +g) =o... (2). 


P, 9," $,tsont des fonctions de xet y, qu’on tire de l'équation 
z=f(x,}) de la surface proposée; æ est la tangente de langle 
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que fait, avec l'axe des x, une droite qui touche au point 
commuf, et est menée dams une direction arbitraire, Cette 
équ. fait connaître z— c en fonction de x, y et a ; les équ. (1) 
donnent ensuite a, b , et le rayon n de courbure dé la section 
faite par un plan passant par la normale et la tangente dont il 
s’agit. On peut donc trouver les courbures de la surface dans 
toutes les directions imaginables, 

Ayons surtout égard aux sections dont la courbure est la 
plus grande ; faisons varier » par rapport à æ seul, et posons 
n'=0 (n° 757). Mais, d’après l’équ. (1),on a alors c'=o ,en pre- 
nant z,p, g,constans ; donc la dérivée de l’équ. (2) relative à 
c et a, en faisant c’ nul, donne : 


dec (te) tra EUH PAoa 

d'ou (z—c) sæ+pqu+(2—c)r+14pt=0 L gr 20 

en multipliant par z et retranchant de (2). Il est aisé d'éliminer 

a entre ces deux équ. , et d’arriver à cette relation destinée à 

donner z—c, sets el 
A(z—c) + B(z—c)+9=o.... (4); 

où A=tr—s, B= g) + i+ p°) —2pgs. 

On en tire deux valeurs de z— c , et par suite (1) donne les 
rayons n de la plus grande et de la moindre courbure de la sur- 
face au point donné (x, y, z): enfin, l’une des équ. (3) fait con- 
naître æ, ou les directions de ces deux courbures. 

Conceyons nos deux lignes de courbure tracées à la surface 
proposée ; elles sont indépendantes du système d’axes, auquel 
celle-ci est rapportée, et restent constantes lorsqu'on change 
de plans coordonnés. Prenons le plan tangent pour celui des 
æy ; il est visible que x, y, z, p et g sont nuls, et les équ. (3) 
deviennent 

. c(s 4 la) =a, C(sa+r)=1; 
d'où e O D A 
Le produit des deux racines de æ étant —1, on en conclut que 
les deux courbes se coupent à angle droit. Done, à l'exception 
des cas très particuliers où l’équ. (4) serait satisfaite d’elle- 
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méme ,, sur toule surface, si l'on prend un point quelconque, il 
y a toujjours deux plans, passant par la normale en ce point, 
qui sonit perpend. l'un à l'autre, et donnent la plus grande et 
la moimdre courbure de la surface. Les équ. précédentes font 
connaîtire ces deux directions; et par suite les rayons de ces 
deux courbures. 

797. Étant donnée une courbe dans l’espace , parleséqu. de 
deux surfaces dont elle est l’intersection, en éliminant successi- 
vement x et y entre ces équ., on aura remplacé ces surfaces par 
deux cylindres perpend. aux plans coordonnés des zz et des yz, 
et les équ. résultantes z= fx ,z = Fy, seront celles des projec- 
tions de la courbe sur ces plans. Une tang. à la courbe l'est aux 
cylindres, et par conséquent ses projections sont tang, à celles 
de la courbe ; ainsi les équ. de la tang. sont 

Z—z=p(X—x), Z—:=q(Y—7). 

Qu’on mette fzx et F'x pour p et g,et ces équ. seront déterini- 
nées, En éliminant x, y, z, entre nos quatre équ. , òn a une 
relation entre X,F, Z,qui est l'équation de la tangente en un 
point quelconque de la courbe, c.-à-d. celle de la surfaceengen- 
drée par une droite mobile sans cesse tangente. Si cette surface 
est un plan, la courbe est plane , autrement elle a une double 
courbure : on distinguera donc aisément ces deux cas l’un de 
l’autre. 

Au point de contact, il y a une infinité de perpend. à la tan- 
gente ; cette multitude de normales déterminent le plan xor- 
mal, dont il est facile de trouver l’équ. (n° 668), 

X=. y 
Z—2+ D + DUR = À 

798. On peut appliquer la théorie des contacts des surfaces 
aux courbes à double courbure , mais nous n’entrerons pas ici 
dans ces détails. [Voyez Fonct. analyt. (n° 141), et l'Anal. 
appl. de Mouge.] Bornons-nous à la recherche du plan oscu- 
lateur. Soient z= fx, y = Ņz les équ. de la courbe; celle du 
plan qui passe par le point (x,y, z), est 


Z—z= A(X— 2x) +B(Y— 7). 
T: I 28 
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Déterminons 4 et B en établissant un contact du 2° ordre. Si 
l'on change x en x +h, y et z recevront, pour la courbe, lês 
accroissemens 


hf + hf". hf +R... 


Mettons donc x +h, y +k,z+7 pour X, Y, Z, dans l’équ, 
du plan : il vient Z— 4h + Bk ,ou 


HR H... =A + BY )h + BEYE... 
Les arbitraires < et B seront déterminées par ces deux condi- 


tions A-B =f’, B:"—/f"; donc l'équation du plan oscu- 
lateur est 


VZ-D EL SN) Aa) ESF D 
De la méthode infinitésimale. 


799. Nous avons déjà remarqué (tome I, note, page 297), 
en appliquant la méthode des limites (n° 1 13) à üne équ. entre 
des constantes et des variables qui À rnb + être rendues aussi 
peti tes qu’on veut. que lorsqu’on n’a besoin que de la relation 
qui lie les termes constans , ce n’est pas commettre üne erreur 
que de négliger dans le calcul quelques-uns des termes qu’on 
sait devoir disparaître par la nature même du procédé. Ilen a 
été de même (n° 422) pour la méthode des tangentes. La certi- 
tude mathématique ne sera donc pas altérée par ces omissions 
volontaires, pourvu qu’on se soit assuré qu’en effet elles n’affec- 
tent que les quantités qui, par la nature même de l'opération , 
doivent disparaître du résultat. 

On pourra donc, dans toute question semblable, omettre les 
termes indéfiniment petits, que les géomètres ont appelés, avee 
Leibnitz,des infiniment petits. En se dispensant d’y avoir égard, 
on abrégera beaucoup les calculs, puisqu'il est souvent difficile 
d'évaluer ces termes ; et les résultats seront exacts. On pourra 
même présenter la théorie avec la rigueur géométrique, en 
prouvant que les quantités omises sont aa rang de celles qui 
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doivent en ètre supprimées . Cette méthode est précieuse, non- 
seulement pour graver les résultats dans la mémoire, mais en- 
core pour les spéculations analytiques compliquées; et il im- 
porte de ne pas se priver d’un secours aussi puissant, surtout 
en considérant qu'on peut toujours rendre au procédé la ri- 
gueur qui lui manque en apparence. 


800. Les applications de ces notions aux élémens de Géo- 
métrie sont si faciles, que nous nous dispenserons de les faire ; 
chacun pourra aisément y suppléer. Mais venons-en à celles du 
Calcul différentiel. 

Soient y, Z, t... des fonctions données quelconques de x ; si 
æ prend l'accroissement dx, ceux que prendront y, z... résul 
teront des relations données qui lient ces variables à +, et l’on 
aura 


dy =Adx + Bdr’ + ..., dz= d'dx + B'dx +... 


Or, quel que soit le butde notre opération, dy doit être com- 
biné avec dż, dt... , de manière à former une équ. M =o. 
Lor:qu’on aura substitué à dy, dz... leurs valeurs, dx sera fac- 
teur commun, et pourra être omis dans l’équ. M—0, en sorte 
que les premiers coefficiens 4, 4’... en soient seuls exempts. 
Mais z, YZ. -+ étant maintenant regardés comme des termes 
fixes, leurs accroissemens dz, dy. pourront être rendus aussi 
petits qu’on voudra, de sorte qu’en faisant dz =o, l’équ. M=o 
devra perdre tous les termes 8, B’... On pourra donc d'avance 
dégager le calcul de ces termes, et dire que dy = 4dr, 
dz— 4'dr...; les autres termes sont négligés comme des infi— 
niment petits du 2° ordre, expression qui sert à éviter une cir- 
conlocution. 

On conçoit les grandeurs comme formées de parties quel- 
conques élémentaires, qu’on nomme Diférentielles, et qu’on 
désigne par la lettre d, comme nous l'avons indiqué n° 698. Ces 
différentielles, comparées aux élémens véritables , n’en diffè- 
rent que de quantités négligeables, «.—à-d. de valeurs que le 
calcul ferait disparaître si l’on y avait égard. Le résultat n'étant 
pas atteint de cette sorte d'erreur, en prenant ainsi des quan- 

23 . 
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tités défectueuses au lieu des véritables, on se trouve conduit à 
des calculs et à des considérations simples qui abrègent singu- 
lièrement les opérations. 

dx, dy, différentielles de x et y, ne sont pas précisément 
les accroissemens de ces variables, quoiqu’on les traite comme 
tels, puisqu’au lieu de prendre dy = Adz + Bdx°...., on 
prend seulement dy = Adz; ce sont des quantités qui ne 
diffèrent de ces accroissemens que de parties qui s’entre-détrui- 
sent par le calcul, et qu'il est inutile de considérer. 

A est la dérivée que nous avons désignée par 3”, et que nous 
savons trouver pour toute fonction. Il est, au reste, bién aisé 
de l'obtenir de nouveau , en partant des printipès mêmes que 
nous venons d'exposer. En voici quelques exemples : ” 

Soit y = zt, z et t étant des fonctions de x, on a r + 


dy = (z + dz) (1+ di) —zt—1d2+ de, 
en négligeant dz. dż, qui ne contient que dr’, dx... 

Pour y =z", on a d= (z+ dz)" — z" — ma" dz, en né= 
gligeant les dz*, dz*... (Foy. n° 708.) 

Soit y = a; d'où dy =at — a = a (a%—1); mais 
(p.243) on a = 1 +kh + ...; done dy— ka*dz, en sup- 
primant les dx’, dz’... 

y = Log z donne =, et 


dy = Log (z + dz) — Log z = Log(r +. 


z> 


donc a% = 1 + + or, a%—1 + kdy ; ainsi =. 


801. La méthode infinitésimale consiste, comme on voit, à 
substituer dans le calcul, aux véritables accroissemens qui en 
font l’objet, d’autres quantités dont l’erreur soit de nature à 
ne pas altérer le résultat. Au lieu des variations véritables, qui 
seraient difliciles à traiter et compliqueraient les opérations, on 
prend à leur place d’autres quantités plus simples, et qui se prê- 
tent mieux aux recherches qu’on en a vue, aux calculs qu’on 
doit exécuter. Mais pour être en droit de prendre des valeurs 
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défectueuses, il faut, avant tout, s'être assuré qu’il n'en résul- 
tera aucune erreur, et que si l’on ajoutait à celles-ci ce qui leur 
manque, ces parties ajoutées s’entre-détruiraient. 


Ainsi, pour que la méthode puisse être employée en toute 
sûreté , il faut remplir une condition indispensable , celle de 
légalité des limites, ou dernières raisons, qui consiste à compa- 
rer les grandeurs véritables à celles qu’on leur substitue , à les 
faire varier ensemble , et à voir si , dans leur diminution pro- 
gressive, leur rapport tend sans cesse vers l'unité, car l'unité 
en doit étre La limite. Si un arc de courbe BM (fig. 4o) a pour 
accroissement l’arc MW", on pourra prendre en sa place la corde 
MM'; cette corde sera la différentieHe de l’arc, attendu qu’en 
rapprochant les points M et M", l’arc et la corde diminuent, 
et leur rapport tend vers l’unité qui en est la limite. Mais on 
ne doit pas prendre MỌ pour différentielle de MM’, sous pré- 
texte que MM’ et MQ tendent à l'égalité, et deviennent nuls 
ensemble, car lerapport MM" : MQ n'a pas 1 pour limite. C’est 
ainsi .que ax’ et bx, qui deviennent nuls ensemble, ont pour 


ax IR x 
rapport —, dont la limite est zéro, et non pas 1. 


En comparant un arc de cercle à son sinus, on peut prendre 
l'accroissement de l’un pour celui de l’autre : # — sin z donne 
dy = sin (z+ dz) — sinz, ou sin z cos dz + sin dz.cosz— sin z. 
En remplaçant sin dz par dz et cos dz par 1, parce que les rap- 
ports de ces grandeurs tendent vers l'unité , on trouve. .... 
dy =d3.cos z. On trouverait de même la différentielle de cos x, 
de arc (tang = z)... . 


Un principe qu’on ne doit jamais perdre de vue, dans ce 
genre de considérations, est celui de l’homogénéité, qui consiste 
en ce que les différentielles doivent être de même nature que la 
grandeur qu’on considère, et de même ordre entre elles. On ne 
peut donc prendre pour différentielle d’un solide qu’un autre 
solide; pour celle d’une surface qu’une aire, etc. ; on ne doit pas 
regarder une ligne comme la somme d’une infinité de points , 
une aire comme a réunion d’une série de lignes, etc.; eten. 
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outre, zoute formule ne devra jamais renfermer que des termes 
où les différentielles seront de méme ordre. 

Cetartifice, qui traite les différentielles comme si elles étaient 
exactes, de lieu, il est vrai, à des équ. défectuèuses ; mais 
on ne doit pas s’en inquiéter, parce qu’on est convairieu que le 
résultat définitif n’en sera pas atteint, toutes lesfoisqu'on n'aura 
en vue que les limites, lesquelles sont les mêmes pour les diffé- 
rentielles et pour les élémens véritables. Ce calcul se présente 
d'abord comme un moyen d'approximation , puisqu'on rem- 
place ceux-ci par des quantités qui en sont voisines; mais comme 
on ne destine ce calcul qu’à la détermination des dernières rai- 
sous, qui sont les mêmes pour les uns et lesautres, le calcul ac- 
quiert la rigueur même de lAlgèbre ; et le langage, aussi bien 
que la notation, en ont toute l'exactitude, puisque dès qu'on 
prononce les mots d’infiniment petit, de différentielle, on en- 
tend ne faire usage du calcul que dans les problèmes qui dépen- 
dent, non plus des grandeurs qu’on a envisagées, mais des rap- ` 
ports de leurs dernières raisons, Une différentielle est donc une 
partie de la différence , partie dont le rapport avec cetie diffé- 
rence a l'unité pour limite. 

Dans le Calcul intégral, qui a pour but de remonter des dé- 
rivées aux fonctions primitives, on regarde l'intégrale comme 
la somme des élémens ou des différentielles, ainsi que nous au- 
rons occasion de le remarquer, n” 842, 846 et 852. 

Les applications de ces principes à la Géométrie et à la Mé- 


canique sont très fréquentes. Voici quelques exemples des pre- 
mières. 


802. Soient BM = s (fig. 4o) un are de courbe, les coordon- 
nées de M étant x et y ; enfin y = fx l’équ. de cette courbe. La 
tangente 7'M sera supposée le prolongement de l'élément infi- 
niment petit MM’ de la courbe; ce qui revient à dire que la 
corde de Vare MM'=— ds, pouvant approcher autant qu'on 
veut de MH, l'angle M'MQ, dont la tangente = TS ne dil- 
tère de AMQ que d'une quantité indéfiniment petite. En résol- 
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vaut le triangle M'MQ, dont les côtés sont dz, dy et ds, on a 
donc v—— n° 762 et p. 399, 


tang T = n cos T=%¥, sin Ta. 

Puisque larc MM’ =s et sa corde ont l'unité pour limite de 
leur rapport, on peut substituer l'arc ds à sa corde, et l’on a 
la longueur de l’hypoténuse , ou ds = y (dr° + dy). 

Soit + Paire” CBMP ; le rectangle indéfiniment petit 
MPP'Q = ydz pourra être pris pour dt; donc dt =ydz. 


803. Appliquons ce procédé aux coordonnées polaires. Du 
pôle À (fig. 45) pour centre, décrivons larc MQ par le point 
me- =, ou xer, donc MQ=rde. 
Menons 4T Are sur AM, et la tangente TM’ qui 
se confond avec l'arc, suivant l'élément MM’ = ds, or, les 
triangles semblables gr TM A donnent (voy. p. 397) 


M (r,0), nousaurons = —> 


MQ _ az% e g 
MQ 7 AT PARTECKE , A 
douc sous-tang 4T = Ge e 
dr 
Dans le triangle peng TMA, ona 
: lé TvMa=4T — rdi 


AM dr° 

De plus, MM” = MQ’ + MQ devient ds’ == r’dh + dr’. 
Enfin, l'aire ABM = + comprise entre deux rayons vecteurs 
a pour différentielle 4MM’, qu'on peut regarder comme égal 
à AMQ; or AMQ =} AM x MQ; d’où dr =; r’de (p. 400). 

804. Dans sa révolution autour de 4x (fig. 4o), CBMP en- 
gendre un corps dont le volume est v et l'aire u; or, larc 
MM décrit la différentielle de #, qui est un tronc de cône, et 
=} MM' (cir. PM + cir. P' M’), ou plutôt = MM’ X cir. PM; 
donc du 2#rds. De même l'aire MPP'M' engendre la diffé- 
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rentielle du volume v qu'on peut regarder comme égal au Cy- 
lindre décrit par MPP'Q=PP' X cercle PM; donc dv=æp ur. 
Cela est conforme au n° 792. 

Soit la surface courbe BD (fig. 69) dont l’équ. z= f(x,y) est 
donnée ; lorsqu'on fera croître x de dr, le volume 7 —=EFMN 


croîtra de MBFR = ed dx. Si, dans ce résultat, on Su a 


dx 
y de dy; le volume MBR croîtra de MCSPag iey dr. 


De même l'aire MN = U augmente de MC = dzdy. 


Cela posé, 1°, le plan Mrsq (fig. 70), ni au qu à ar, 
forme le parallélépipède MPSs dont le volume est zdzdy; 
donc d’ = zdxdy, formule qui revient. à celle du n° 794- 

2°. Le plan tangent Mr's/g' peut être supposé confondu avec 
la surface dans l'étendue de MC; et comme (n° 793) la base 
PS, ou dydx, est = MC X cos «, a désignant l’inclinaison 
de ce plan sur celui des xy, on a 


Mc ET —=drdy Vi +p +9), P- 42f). 


Donc dU = dxdy y (1 + p° + g’). 


805. Soit M=o l’équ. d’une surface en g, yy Z et les cons- 
tantes arbitraires « et 8. Si æ et 8 reçoivent des valeurs fixes, 
la surface aura tous ses points déterminés dans l’espace. Mais 
qu'on trace à volonté une courbe sur le plan gjy @7, et 
qu'on établisse entre £ et la même liaison, £—#@«; en chassant 
Bde M, on pourra ensuite attribuer à æ une série de valeurs 
successives, M—o deviendra l’équ. d’une multitude de surfaces 
courbes, qui ne différeront entre elles que par la grandeur des 
constantes « et 2. La suite infinie de ces surfaces forme ce qu'on 
nomme une Enveloppe. | 

Pour considérer la surface qui varie par le changement 
de æ, dans deux états infiniment voisins, il faut différentier M. 
par rapport à «. M= 0, M'=0, particularisent, pour une vas 
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leur donnée de æ, la courbe d section, ou pie de contact 
des deux surfaces y ra : c'est cette courbe qu’onea appelée 
Caractéristique: Qu’ on élimine d entre ces deux équ., et l'on 
aura une équ, en +, y, 3, sans æ ni f, qui appartiendrarà cette 
courbe, quelle que soit la position della surface. mobile : cesera 
done, l’équ. de l’ Enveloppe. sé 

De e plus, pour une caractéristique, déterminée par une valeur 
particulière de x, si l'on fait varier # infiniment peu, Met M 
devenant M” et ir , on aura une seconde caractéristique infini= 
ment voisine de la 1". Pour les points communs à l’une et à 
l'autre, on a les trois équ. M—0, M' = 0, M'æ=0, les déri- 
vées étant ici relatives à æ seul. En faisant passer æ par toutes 
les grandeurs possibles, chaque état donnera des points particu- 
liers de l’enveloppe, lesquels sont ceux du contact des carac- 
téristiques considérées dans leurs situations consécutives. La 
courbe qui les joint est nommée arète, de rebroussement ; ; elle 
est touchée par toutes les caractéristiques , précisément de la 
mème manière que l'enveloppe touche toutes les enveloppées 
selon ces courbes. Les deux équ. de cette arète prennent en 
éliminant «æ entre les trois équ. précédentes. + 

Enfin, éliminant æ entre les équ. M=o, M. =0, M'=0, 
M°=07 1 ojles d sont toujours relatives à æ, on verra 


de même qu’on ob t celui des pointsde l’arète de rebrousse- 
ment qui forme Jui-même un rebroussement ou une inflexion. 


806. Prenons le plan pour surface mobiles 
seront des droites, ët l'enveloppe jouira de M ii d’être 
une surface développable de pouvoir sét sur un plan, 
sans rupture ni duplicature , en ne la supposant ni flexible, 
ni extensible, En am À si l'on fait tourner chaque élément de 
cette surface autour de la droite desection par l'élément voisin, 
on pourra visiblement amenef tous ces élémens à se trouver 
appliqués sur un plan. 

Les surfaces développables peuvent être ER- comme 
formées d’élémens plans d'une longueur indéfinie; tels sont le 
cône ct le cylindre. Cherchonsuneéqu. qui appartienne à toutes 
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ces surfaces, sans avoir égar à la nature du mouvement que 
prend le plan mobile. Le plan tangent coïncidant avec un de. 
ment plan, il est clair que æ, y et peuvent varier, sans que 
pour cela ce plan varie. L'équ. est (4, p. 424) 
Z=pX +Y +2 —pr— gr 

Différentions par rapport à #, y et z,et exprimons ( que p, g et 
=z—pæ —qy ne Seopa De ces trois conditions, le calcul 
montre que l’une es ommprise dans les deux autres, en sorte 
qu'on n’a que- ces deux équ. dp =o, dg=0, ou plutôt (en 
conservant la notation de la-p. 430) r+sy —0, s ty —0. 
Ici, y” dépend de la direction selon laquelle le point de contact 
a changé; en éliminant y”, il vient enfin, pour l’équ. de toutes 
les surfaces développables , quelle qu'en soit d’ailleurs la géné- 

_ ration particulière, rt — s* — o. 

Voy. PAnalyse de Monge, où cet illustre géomètre a présenté 
une foule d'applications curieuses de la doctrine infinitésimale 
aux surfaces courbes. 

IL. INTÉGRATION DES FONCTIONS D'UNE SEULÉ VARIABLE. 


. 


GT = w 
Règles fondame iw: 


i 5 So š 
807. LES gal a pour but de remonter des fonctions 
dérivées à leurs pi imitives ; on $ parvient à l’aide d’une suite 
de principes et de transformations. Pour éviter les modifica- 
tions qu’il faudrait faire éprouver aux formules, en vertu des 
divers changemens de variable indépendante (n° 734), nous 
préférerôns l'emploi de la notation de Leibnitz. Lorsqu’on veut 
marquer qu’on doit prendre l’iñtégrale d’une fonction, on la 
fait précéder du signe / qu’on prononce Somme ; ainsi..... 
y'= 4x’, étant la dérivée de xt+e, on écrira dy = 4x àx, 
. d'où y = fr dr = xt + ce. 


808. Examinons la relation qui doit exister entre les fonctions 
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primitives fx e yd'une même dérivée y’. Le théorème de 
Taylor donne — > & 


SEXE fz rh + iyt p E 
F a4 h) = Frp yh g- tyh + 
d'où fë (aaf h) F(x +h) = fre Frs 


Il faut donc que fx Fz u’éprouve aucun pren Tors- 
qu’on y change T enr + h; ainsi fr — Fx conserve la même 
valeur C, quel que soit EA = Fg + C. Donc, toute ss fonc- 
tions primitives qui ont méme dérivée , né di ifèrent entre elles 
que par la valeur du terme*constant. Si Pon ajoute une cons- 
tante arbitrairelà toute intégrale , elle prendra la forme la plus 
générale dont elle soit APS TA 


809. Ëa oh ersa MN Etes prineipales du aeaii | des déri- 
vations, om “sr autant de règlés du calcul ha gera 


facilé d’en conclur que, 


L L'intégrale d'un Pob nome es somme des. intégr grales de 
ses divers termes ; zon conserve à c ue terme FE PA son 
coefficient £ n° 502). 

Il. Pour intégrer idz, il faut augmenter lexposantn d'une 
unité, su pprimer À le Jgeteur dzs et. iar par lexposant ainsi 


augmenté (n°:702); ou s Azds = Fe +C. 


Pareillement 4z-"dz, ou 4dz : z", a pour rade rale 
AB W A 
er A Tai) 
dénominateur, on prend la fraction en signe contraire ; on y 
diminue lexposant de la variable d'une unité; et l'on muliplie 
le dénominateur par cet exposant ainsi diminué. 


À < Ainsi, lorsque la variable est au 


Ces règles s'appliquent aussi aux fonctions qu'on peut rame- 
ner à z"dz. Pour ax"='dx(b + cx")", où remarque que la dif- 
férentielle de b + ex" est nez" "dx; puisque notre 1° facteur 
n'en diffère que par la constanté nc, on le prépare pour l’a- 
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mener à cette forme , et l’on a 


= X nez" \dz (b + ex)" = 5 z"dz, 


ea 


en faisant b -++ cx" =z. On a doggs poa intégrale, 


azt: i 
AT r AIE A) 
La transformation qui a introduit z n'était måde pas néces~ 
saire, etil conviendra à l’avenir de Mér, parce qu’elle fait 
languir les calculs. 


De même /64/(4z° + 3)xdr =. Ge + 3): “€. À 


ITI. La règle précédente est en défaut lorsque rn Mm—=— 51, 
a u’ontrouve fz7'dz=00 ; mais cela vient dece que l’inté- 
ppaïtient à une autre espèce de fonction. On sait (n° 719) 


qe fe kC. De mime flan + Ci, 


Don he fraction dont le numérateur est lä di Fe rentielle du 
dénominateur, a pour intégrale le logarithme  dénomina- 
teur. Dans ce cas, nous mettrons à l'avenir, pour la commo= 
dité des calculs; la constante arbitraire sousda forme IC. 


(+ ea +0. 


Pour intégrer ma c , je remarque qù’au. facteur constant 


près 5, cette fraction rentre dans la règle précédente : : je la 


y medr 5 
a? SE LEUG 7)]- 


IV. Toute fraction dont le dénominateur est un radical carré, 
et dont le numératèur esl la différentielle.de la fonction que ce 
radical affecte, a pour intégrale Le double de ce radical (n° 710), 


` dz 
ou f =+. 


V. Une des règles les plus importantes à considérer, est 
celle de l'intégration par parties ; voici en quoi elle consiste. 
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On a vu (n° 703) que d (a) = ude + du; donc, en intégrant , 


i ut = fudt + fidu 
et ` * fudt=ut — f tdu; 
ainsi, après avoirdécomposéune différentielle proposée en deux 
facteurs, dont l'un soit directement intégrable, on intégrera en 
regardant l’autre facteur comme constant; mais on retrañchera 
ensuite l'intégrale de la quantité qu'on o ient, en di ifférentiant 
ce résultat par rapport àla seule Synot n qu ‘on a Prise pour 
constante. ` 
Ainsi, pour intégrer lxz.dz, je regarde dx comme seule va- 
riäble, et j'ai x.lz; je différentie ce résultat 2e rapport à 


lx seul, et j'obtiens » 
dz 


Mi C AR lz fx. = = = 
aå. règle offrel'avantage de faire dépendre li bgcsle cher- 
ée d'une autre intégrale; et l'adresse de ce genre de calcul 
consiste à faire la décomposition en deux facteurs, de sorte 
"4 dernier soit moins compliqué que la proposée. 
A La règle du n° 7 donne, le rayon étanti, y 


à fre mn + 0 


t 
la 


“+ -r 
PR ue + c, > 


do: = are (lang= 2) +C. 


* On pourrait aussi supposer le rayon =r; et Yon aurait ces 
mêmes secojyis membres pour valeurs respectives des intégrales 


+ rdz o | — rds r'dz 
fn vu — Ver Jr+z 


mdz 
Pour obtenir J: apor’ on divisera haut et bas par a, 


m dz _m fa _dt_ 
2 TR aV ire 
ph 
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bz a 
ed faisant 22 we Done ——— are (tang — —=1t) + Cest. V'inté- 


Va 7 3} 
grale Menchie, le rayon étant 1 ; d’où 


| Fe nv 


pa S arc (sin = £ A A Qi 
-ek s fractions rationnelles. 7 A 


g ré (p. 23) dé proc généraux 
n rationnelle 7 en d'autres, w 
forme soi des suivantes 4 1 y | 


# W dz+B o 


za", ED P+pr+ 3 
ABp, at, élant des constantes te facteurs d ne de ro 


étant imaginai Tl s'agit donc de LS des ne pour | 
remonter: Ea ractions au ont elles sont les 
dérivées. ns ee t le u oh pz des deux der- 
nières, (page 48), x—2—;p, puis, 


ME ia 
simplem 


D ali qu positive supposition, on a 


ii ji A r 4e nT | 
n a a g 
FFF & 74 
g". 


1% CAS. L'intégrale de = est Al(x—a) + le, ou Ale (x—a). 


` 


Par ex., on a vu (p. 224) que 


GAS 
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donc — > [l(a +2) Silga —aĵ+ 1e) Eik ican, d’où 


$ Tem eA 


(2— 4x) dz 4x) dæ NE f'2dx 


rx 2 +r 


-aaile Hi kr 
2° CAS. La fraction ES pour intégrale (règle 11). 


vu N 
ye +g 
GE Ce de Par exemple (p. 225), 
24e = 2 dr idz vdr _idz 
ae Te ENT er Gp) ep 
donne pour Gt n ei 


an. i He trer = ne 
FT cas. Pour la fraction 22 


Aidi 


Ede, on dhiii Mini 


TFE T, Assert la règle II „la deuxième 


par + VI (n° 809). "On trouve ai "à 


fea + AN G+ +2 arc (rang = 2) 


Ainsi (p. 225) on diro pont 


xdx edr 3 (x =—1)dz 
fef -fi FFE: j 


le 1“ terme—;1l(x—1). Pour le 2° on fait x—=1—!, ce 
qui donne — [à FE + 2; l’une de ces intégrale est 


=—}l(24i)—=—: Iy (+r 4); 
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l’autre donnés} V3 arc (tang — Fa) Donc 


f=- [ien Væt+o+v3. (ans 7] 


Prenons pour second ggomple (P- 225) 
(etide © : dr s è (x +i)dz 
CHIE) et a a 
l'intégrale est l at) jarc (Roger): 
Ver) 
4 cas. Ils ’agit d'intégrèr jte série de Mins de la 
forme creng, n étant succeæivement = 4, 2/0... Pour 
(+8) . 


cela ; chacune se partage en deux, 7 


Azdz be AN Bdz 
+8 (2 =+ a e 
Éa 1" iiae sur-le-champ (règle MEHE); et dope 

— x a i 
REF beana a E à Hes. 


811. Quant à la 2°, on en facilite l'intégration en la faisant 
dépendred’une autre >A simple. Ket L étant des cocfficiens 
indéterminés, on suppose Pi m til: 


dz Ldz 
fs CE $ EL 
Pour trouver les valeursde Ket L L, on différentiera celte équ.; 
puis on réduira au même dénominateur (+£)" , et l’on aura 
1=K(z+6)—2K (n— 1) 2 + L(+ b’); 


(*) En faisant gà + @3 = t^, la fraction devient monome, on a 


Adt A 
J er (amiee 


(**) La forme de cette équ. est légitimée par la suite du calcul qui sert à 
trouver K et L. Cette transformation est indiquée par Phabitude de Panalyse, 
qui fait prévoir que le résultat ne peut contenir que des termes de deux es- 
pèces, les uns multipliés par z>; les autres constans. 
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d’où, comparant terme à terme, on tire 
K+L=2K(n—1), (K4+L)E=r. 
us, les valeurs de K et L, et les substituant, on obtient 
enfin 


dz 
EF EF HRE] EFE 
L'usage de cette équ. est er à concevoir. On a une série 


de fractions de la forme EE s EFT on intégrera d’abord celle 

où ja la plus grande valeur n, et notre formule la remplacera par 
dz 

qui s’ajoutera avec la fraction suivante. On continuera ainsi jus- 


deux termes, l’un intégré, et l’autre de la forme 


=> , dont l'intégrale est connue {règle VI). 
Soit, par exemple, 
(rttr +324 3)dx __ (—2x41i)dx _(2x4+1)jðr dr 
E O e Ti) lei) 
le 1% terme de chacune donne, par la règle II, 
2zi 1 2x0x __—1 
(EH 2e +1) JF pr 
Quant aux seconds termes, on a, par notre ET 
A JD + [+ 
Ge + 0) TEESI, 1)* (+1) 


Or, ce dernier terme, joint à celui de notre 2° fraction, donne 


7 f Ir mais où a ils ia 


qu’à la fraction 


LE 1 — B(x* S— +i 2 
+1) xpa’ 


enfin, ajoutant ce terme à intégrer avec la troisième fraction, 
on trouve 


15 dx 15 des 
mii mrg (ange . 
Tab 29 
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Il ne s’agit plus que de réunir ces diverses parties, et l’on a, 
pour l'intégrale de la fonction proposée, 


+ AT 
EEE 0 ai E T A ah (tang = x) + C. 


En opérant de même, on trouvera l'intégrale de........ 
dx 
GF xx (+2) (+1) 
(p:226), les seuls termes dont l'intégration peut présenter 
quelque difficulté sont 


J: x— i d T—1 
OR s+ Fee 


+3 1(&+1) — į arc (tang = x). 


Cette fraction étant décomposée 


=c 


TED 
En voici encore deux y (vor. p. 227 et 230): 
bdx #4 NEVER ar a) 


. Je à (+a) y (Fara) 


—y3 {artang= © au + m) +are(tang= 2EAN) +c) 


Gr + 4x1 eart 1) 
ee AT =) PEL: zt. * cu 


Fonctions irrationnelles. 


812. Il suit de ce qu’on vient de voir, qu'on sait intégrer 
toutes les fonctions algébriques rationnelles , et celles qu’on 
peut rendre telles par des transformations. 

Voyons d’abord les radicaux monomes. 


3 
MEREVe rer. 
T+Vz 


il est visible qu’en faisant x — zô, les irrationnalités disparai- 
tront, puisque 6 est divisible par les dénominateurs 3 et 2 des 


Soit 
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exposans fractionnaires proposés. Par là on aura à intégrer 
z“+z" 4z 9 > A 6zdz 
Ge NS at” 


ce qui n'offre pas de difficulté. 


Pour ÿ/x.dæ : (x—1), on fera x =z’ et l’on aura 
FE BY Pa a 


S TER NTA 


Vz+ Ti) 

813. Prenons maintenant une fonction quelconque affectée 
du radical y (4+ Bx+ Czx*). Après avoir dégagé x de son 
cocflicient C, en multipliant et divisant par y C, il se présente 
deux cas, suivant que z* est positif ou négatif (*). 

1“ cas.. Si l’on a y (a + br + x"), on fera (**) 


V{a+bzx+z')=ztz; d'où a+brx=2#ozx, 


Lee hata) 
T= Ea as aS Pi 
Watpie terjerit aeia, 
F27 


ainsi tout est devenu rationnel dans la fonction proposée. 


(*) X désignant une fonction rationnelle de x, on a à intégrer 


Xdr 
vV{a+bzæ z) 
ces deux expressions se traitent comme il est dit ci-après. On pourrait même 
ramener la 2 à la 1'€, en multipliant et divisant par le radical : 


ou Xdr (a+ br +) 


d'u Xla + br + x?) 

+ Va+bxÆz). dr 
(**) On pourrait encore faire ici le radical = x + z : ce qui conduirait aux 
Hbg— s’ —a 3 


mêmes valeurs de x et dx; le radical deviendrait = TE 
F az 


, êt tont 
serait rendu rationnel. 


29. . 


Www.rcin.org.pl 


45a CALCUL, INTÉGRAL. 
En prenant, par ex., les za inférieurs, on trouve 


Sara Ea —— =l] (2z +b) + const. 
# =I[c(x +26 + Va+bz+r)] 
Donc aussi s 
v 


dz RE 
f yeta =le Va ÆEa)]. 
Pour intégrer dy = dz y (a°+ z*), on fait , 
vla +zx)=2—x, où dy = zdr — zdz; 
ainsi, y==— 32° + fzdx ; mettant pour dz sa valeur (p. 451), 
puis intégrant, on a fzdr= ; z°+ \a’lz ; enfin 
J=c+ ir V(a+ 2) + ele 4 aHa). 


Pour dy= Tap ou dy Y—1= Te on a 
JV—-i=r+V(e—1)] +c; 


mais v= cos y, V(x—1) =ÿ/—1. sin y; de plus c—0, 
puisque x=1ı doit rendre y nul : on retrouve donc la formule 
(n° 631) 

EyV—1=\(cos yty —ı.siu y). 

814. 2° cas. Si l’on a /(a+bx—x"), la méthode précé- 
dente ne peut être appliquée sans introduire des imaginaires ; 
mais remarquons que le trinome a+bx—x° doit avoir ses 
facteurs réels, puisque sans cela il serait négatif, quel que fût 
x (p. 80). Le radical étant alors imaginaire, il faudrait, comme 
dans l'exemple précédent, mettre ÿ/—1 en facteur, puisqu'on 
ne doit pas espérer de trouver l'intégrale réelle. On retombe- 
rait alors sur le cas qu’on vient de traiter. Soient donc « et £ 
les deux racines réelles de x°—bx—a=—0 ; on fera 


V'(a+bx—2)=V(x—a) (B—x)=(x—a)z. 
Carrant et supprimant Je facteur commun x—%*, on à,..- 
B — æ = (x — «)z’ ; x et dx sont donc rationnels. 
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C’est ainsi qu'on trouve | 17. 
dæ B= 
res am „are (tang = A PETA 
De même pour fs VULF’ qu’on sait d’ailleurs être l'arc 


dont le sinus est x , on fera ÿ/(1—2*)=(1—2x)z ; d’où 
=- 2—1 SRE _ 4adz : 
TT TH is P’? aa Fy? 


E ang =»), 
ou  arc(sn=zx)=— #+2.arc [ ang= VEJ]: 


I—ZT 


Pour dy —dxy/(a*—zx*), on fait y= (a—x)z; d’où 


dr Sc 


CPR CE CE 75 
— 242 K 
J= tH pte. arc (tang =z) + C, 


y= tpa. arc (ung = v= =) + €. 


On pourrait appliquer ce procédé au 1° cas, lorsque les 
racines de x°+ br -+a= o sont réelles. 


a— zx 


815. L'adresse qu’on acquiert par l'habitude indique les 
transformations les plus favorables. Ainsi ,on pourra faire dis- 
paraître le second terme sous le radical (n° 506), ce qui le 
mettra sous la forme y (z° + 4°), ou ÿ(a*+z°), en sorte 
qu'on aura pour termes à intégrer (voy. n° 821) 

z"dz z"dz 
vista)  ViaEr) 

Dans ce dernier cas, l’irrationnalité disparaît en faisant... 
V(aE z)=a—uz, parce que le carré de cette équ. est 
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divisible par z; d’où 


__ _2au 2 s ER ” 
SL = ST PRE o E T 
dz 


C’est ainsi que ‘A , en faisant 


— devient 
z’) 


V (2bx— zr’) v(b> 
xr=b —z; l'intégrale est donc (règle VI) 


c+arc cos=7)=c + arc cos =). 
On aurait pu aussi faire la transformation précédente , qui au- 


rait donné 


2du 
u’ -4 


= c'— 2.arc ( tang =u). 
De même, en faisant z =z — a, on a 


yi adx i adz À 
TT V(aar+z)l (2 — a)? 
l’équ. de la Chaïnette (voy. ma Méc. , n° g1) est donc (p. 452) 


y= {c[z +a +y (2ax + x')]} 
Différentielles binomes. 


816. Proposons-nous d'intégrer Kz"dz(a+62"}, m,n, p 
étant quelconques entiers ou fractionnaires, positifs ou néga- 
I 


tifs (*); on supposera z=a + bz"; d'où x = =): 


elevant les deux membres à la puissance m +1, et différen- 


() On pourrait rendre aisément m et n entiers par le procédé (n°812) 
LI 2 ni 
Ainsi z'dr a46Ÿ), en faisant x= zê devient 6z7ds (a+ bz? }r. Mais 


tette transformation n’est nullement nécessaire pour ce qui va être dit 
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ciant , il viendra ” a 


m+: 


 — —1 


n.b 
K 


Kz"da(a+ br = T (z— a) + .#dz. 


n.b ” 


Quand l’exposant de z—a est entier, on sait intégrer la fonction. 


m+i Sin 
— 1 est positif 


Si zt: ES on doit intégrer z?dz; si 


et— h, on a une suite de monomes, en développant (z—a)*z?dz; 
mi 

n 
Donc toutes les fois que l’exposant de x hors du binome, aug- 
menté de 1, est divisible par celui de x dans le binome, on 
saït intégrer La fonction. 


enfin , si —1 est négatif, on a une fraction rationnelle. 


81 7. Ce cas n’est pas le seul où l’un sache intégrer ; en divi- 
sant le binome proposé par z", et multipliant hors du binome 
par x"P, on a 

Kart (b+ ax "dx. 
Or, en reproduisant ici le théorème précédent, il est clair que 
cette expression sera intégrable pourvu qu’on ait 


mr ‘da À ou plutôt un. +p = entier. 
Ainsi, lorsque la condition indiquée précédemment ne sera pas 


. : : : . m 
remplie, on ajoutera p au résultat fractionnaire obtenu 


I 
COR 
et, si la somme est entière, la fonction sera intégrale par 
cette voie. 


818. Nous ferons remarquer que si p est fractionnaire (et ce 
cas est le plus important, puisque sans cela on n'aurait à in 
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tégrer qu’une suite de monoimes), en supposant que g soit le 
dénominateur de p, il sera plus facile de faire le calcul, en 


faisant a + bz" =z. 
5 


On demande, par ex. , d'intégrer x*dz(a+x*) gy 


m +1 


estici—#; mais si l’on ajoute — $, la somme est—2; pour 
intégrer il faut donc multiplier et diviset par (=$ ou x", et 
l'on a 27/dx(1+axTs)r3, 
311$ 
On fera 14+ax =; d'où x = == ; pnis éle- 
vant à la puissance — 6 , et différentiant, on trouve æ-’dx ; 
d’où — = (1—z°)dz, dont l'intégrale est 


c— Le (z+iz)=c— SERRE TR 
nr if awry (2 + a)” 
De même z'dr(a* + z)? deviendra 3dz(25— az’), en fai- 
sant a*+z°—z"; on en conclura pour l'intégrale de la propo- 


sée, z Viatri 3a*)+c. On a aussi 


adx N 12 ax 
PEET ILE dz(1 +z y> i VAF”) 


+C 


1 Lorsque les conditions d'intégrabilité ne sont pas rem- 
plies, on cherche à faire dépendre l'intégrale demandée d’une 
autre qui soit plus facile à obtenir; c’est ce qu’on fait à l’aide 
de l'intégration par parties (vor. p. 445). En faisant toujours 
z—a+ bz", et supposant d’abord z constant, nous aurons 
mon i 
m m +1 1i m RE: 1 

X art nbp 
d'où /x'"dx.#— Aa On 
à cause de s—=at#bx" et dz = nba" "dx. 
Mais PævT!,z= Pa bar"); 


Jardy. P ——— Et i 


fa"+rdr.#1... (1), 
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done ex À < | 
fzx"dx.#=a) x"dx.2 far z"t"dr... (2). 
Égalant les valeurs ( (Jet (2), Fa trouve 
dns +np}f2 a" dr=x"#+ te a(m+1)f2.x"dr…. (3). 
Changeons p — 1 en p, et m -+n en m, nous aurons 
EPAI PE M an far "dr , 
b(m+ 1 + np) 

En mettant pour le dernier terme de l’équation (2) sa valeur 
que donne (3), on obtient 

Pat 4- anpfz"dx. 2" 
équation où Pona 2—=a+bzx". 


fr bei = . (4). 


< (B); 


820. Voici l’usage de ces diverses formules. 

1°. L’équation (4) fait dépendre Vintégrale /z”dx.z? de 
Jx"-"2dx : elle sert à diminuer l’exposant de x hors du bi- 
nome de n unités par une 1™ opération ; puis celui-ci de n, par 
une 2°, etc. ; en sorte que l'intégrale proposée dépendra de 
fx" "dx, à étant un nombre entier positif. 

2°. La formule (B) sert au contraire à diminuer l’exposant 
p du binome z, de 1; 2, 3... ï unités. 


3°, En résolvant les équ. (4) et (B), par rapport: au terme 
à intégrer dans le 2° membre, on obtient, en changeant m—n 
en m dans (A), et p—ı en p dans (B), 


atg t bmnp +n + 1)f2"+". dx 
aa a ea e e ae, (OC), 


[ara = 
a(m -+ 1) 
fr"dx. z? = zata y (mnp tnt) gt .(D). 
an(p +1) 


Ces formules servent au contraire à augmenter les exposans de x 
hors du binome z, et celui du binome, ce qui est utile lorsque 
l’un ou l’autre est négatif. 

4°. On pourra donc déterminer d'avance la loi des exposans 
de x dans le résultat d’une intégration proposée. Ainsi, il sera 
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facile de prévoir cette forme, par ex. 


eds 
Va —x) 
On évitera done, si l’on veut, l'usage assez pénible de nos 
formules, en égalant les différentielles de ces quantités, com- 
parant ensuite terme à terme, comme dans la méthode des 
coefficiens indéterminés (n°811), ce qui fera connaître 4,B,C. 


=(4 + Br + C)V(1—2). 


à 

821. Nous donnerons ici un procédé d'intégration qui est re- 
marquable par sa simplicité et par lesnombreuses circonstances 
où il peut être appliqué. 

Différentions la fonction x"—14/(1— x*); nous aurons 

aar 
vo =y) 
multiplions et divisons le 1‘° terme de cette différentielle par 
(1x), il viendra 


d[z" "s (1 —3°)] = (n— 1) "> y (1 — 2° )dr— 


armuda nede 
Va =r) var) 
enfin, intégrant et transposant, on a 


dfx" y (a — eN = (n—1) 


z'dr._ _ zx" "VG—x) PAL: ydy. 


VON ñ s + 4 Vima). :: (E). 


En appliquant le même genre de calcul à z~’ y (x° = 1), 
on trouve 


x"”dx "y (æ+) __n—i f dr 
VER n Hia JVE Ei) 


Ces formules servent à intégrer toute fonction affectée du ra- 
dical y (4 + Bx + Cx°), puisqu'on peut la ramener à la 
z*dz z"dz 
y (a*=Æz!) T y(r ta) 
visant haut et bas par a,de changer ensuite le radicalen y’ (1 x") 
ou y (xŒ 1). Or, les expressions Æ et F serviront à faire dé- 


forme 


(n° 815). Il est facile, en di- 
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pendre, em dues analyse, l'intégrale cherchée de 


ÈS" fs. .. si n est impair, 


dx À > 
F5" ou Lu sı n est pair. 
Les deux 1'* rentrent dans la règle IV (p. 444) ; la 3° a été 
donnée (n° 813); la 4° est l'arc (sin = x). 
Par exemple, on a 


xdr 


va) =—V(i—x)+c, 


Ai Vix+ Le (sin = r) + c, 
zdz 2 a a 
va—=r) T Ms de 


822. Si l’exposant n était négatif, on ne pourrait plus ap- 
pliquer les formules Æ et F; mais en faisant x = z7', on re- 
tomberait sur celles-ci : en effet on a 


dx DE z"—1dz 
a VG—x) (a —1) 
dx z"T'dz 


eya vazy 
On pourrait aussi traiter le cas actuel directement par un calcul 


semblable au précédent (n° 821); car, en différentiant. ... - 
xT"#H4/(1—2x°), etc., on trouve 


=VG=zx) ,n—2 dz 
Fes re at Pr ter .. (G), 


formule dont l'usage est facile à concevoir. On a d’ailleurs 
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(n° 813) 


= = y [E J 


On trouvera de même 


; (2m-1)af x" "dx 
Es Var Doany A). 


Des Fonctions exponentielles. 
823. Il suit des règles de la différentiation (n° 716) que 
Ja =} x 
On saura donc intégrer deux des cas particuliers que peu- 


vent présenter les exponentielles. 
1°, Si z=f (a7), la fonction za*dz, en faisant a7 =u, de- 


ardt _1 du 
vata) layap ty 
2°. En différentiant ze”, on a e*dr(z+23); en sorte que 
toute fonction exponentielle, pour laquelle le facteur de e*dz 
est formé de deux parties, dont l’une est la dérivée de l’autre, 
sera facile à intégrer. Par exemple, 
fedre + x — 1) —=(x—1)e. 
De même, en faisant 1x =z, on trouve 
exdx =$- =- =) =E Te 
(+x) Tipe 
824. Mais, dans tout autre cas, on devra recourir à l'inté- 


gration par parties (V. p. 444). Par ex., pour x*dx.4*, on re- 
gardera d’abord z" comme constant, et l’on aura 


Par ex., 


+c. 


T g 


la 


n "Js Ms Zi : 
fr Ra P xdr; 
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en traitant de même V a desuite , de proche en 
proche , on aura 


preen EE E AL 
asrdr=a (f — cam ; Ro e DAIRA . PEER e. 


IL est évident que le même calcul s’appliquera à zardr, z 
étant une fonction algébrique et entière de x. 


> za* a*z'dx 
Donc fza dr = ral les eut 


825. Mais si l'exposant n est négatif, en réfléchissant sur 
l'esprit de la méthode qui vient d’être employée, on verra qu’il 
faudrait au contraire faire croître successivement l’exposant 
de x. On intégrera donc, en regardant d’abord a? comme cons- 
tant, et il viendra 


atati u A la dx 
x” Sa t im aame 
En faisant ici le même raisonnement, on réduira la fonction à 
la forme 


ad —af1 la Pa 
$ a a Gas À paadje 


la la war, 
+ 153: Bit tale VE D FAX af 


Mais ici on ne peut pas pousser plus loin le calcul, parce qu’il 
faudrait ci-dessus faire n = 1, ce qui donnerait l'infini, lan- 
gage dont l’Algèbre se sert pour indiquer qu’il y a absurdité. 


L'intégrale f: he à 
x 


est forcé de la regarder comme une transcendante d’une espèce 
particulière, qui ne peut dépendre des ares de cercle, ni des lo- 
garithmes. A défaut de méthode rigoureuse, on emploie les sé- 
ries ( p. 243) 


a long-temps exercé les analystes, et l’on 


a? I Pa ie AAA 
Thay rte + 
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Multipliant par dx et intégrant chaque terme , il vient 
a*dx æla., za 
— slra. la 4 + +... À 
"£ LES toast Ee 
826. Si n était fractionnaire, l’une ou l’autre des méthodes 
précédentes servirait à réduire lexposant de x à être compris 
entre o, et ı ou—1, et le développement en série (n°746, 80) 
servirait ensuite à donner, par approximation, l'intégrale 
cherchée. 
Tout ce qu’on a dit ici peut également s'appliquer à za”dz, 
lorsque z est une fonction quelconque algébrique de x. 


Des Fonctions logarithmiques. 


827. Proposons-nous d’intéger zdz. l"x, z étant une fonction 
quelconque algébrique de x. 

Si n est entier et positif, on intégrera par parties, en regar- 
dant d’abord l"x comme constant; il viendra 


fzdal"x =l"xfzdx— nf" x. = fzdx), 


et comme /zdx est supposée connue par les principes anté- 
rieurs, on voit que l'intégration proposée est réduite à celle 
d’une fonction de même forme, où l’exposant du logarithme 
est moindre. Le même calcul appliqué à celle-ci, et de proche 
en proche aux suivantes, achèvera l'intégration. 


Ainsi , pour z"l"x.dz, on a 


m+ n 
"z — —— f(x. x"dr) 


Jaar. lz= S ap 


m Bip — ant n= he n—2 m 
fx"dz.1 ER" zx peer À E anda), 


et ainsi de suite. En réunissant ces résultats successifs, on 
trouvera 

n ami; Last 

Pz n\"~xz  n(n—ı) yte 


fax. da=" tr" daii ia apii a O a 


m+1 (m41) (nm +1)! 
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828. Mais si n est entier et négatif, on verra, comme pré- 
cédemment (n° 825), que pour faire croître au contraire lex- 
posant du logarithme , il faut prendre d’abord z constant dans 


l'intégration par parties de fzdrl"x. Comme 


de iae 
IE dE ? 


on partagera zdr.l"x en ces deux facteurs zx X £ UPF, 


d’où 
zdæ èi —n+1 —n+1 
fre a RTE ges fl Féhir.d(ar)], 


formule qui remplit visiblement le but qu’on veut atteindre. 
Mais ,pour mieux voir la nature des obstacles qu’on rencontre, 
appliquons ceci à 

T'dr _ — 2m m+ifz"dr. 

Pro (=) nr JE x 
opérant de même sur ce dernier terme, etc., puis réunissant 
ces divers résultats, on aura 


x"dx mi 1 
+ 


n—2° zx 


Br "Nine 


(m+) (m41) _ fr"dx 
Fa en (n—2) (n—3) (n—3) T + Je 1.2.3...(n—1)) ir 
Nous sommes obligés de nous arrêter ici ; car nous ne pour- 


rions prendre n= 1, dans notre formule, sans y introduire 
l'infini. Mais faisons 


æ"+i—z, d'où (m'+i)r"dr = dz. 
z"dx _ dz __ e“du 
ENT le Tuer 
en posant lz— u. On reproduit donc ici la fonction du n° 825, 
qu’on ne sait intégrer que par les séries. 


829. Lorsque n est fractionnaire, soit positif, soit négatif, 
l’une ou l’autre de ces formules ramène l'intégrale de zdz . l'x 


Il vient 
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à celle d’une fonction de même forme, n étant compris entre 


1et—1, Après quoi il faudra recourir au développement en 
séries (n° 746, 840). 


Des Fonctions circulaires. 


830. S'il entre des arcs dans une fonction , pour l'intégrer, 
on remarquera que la différentielle de ces ares est algébrique, 
et que, pag conséquent , si l’on pratique l'intégration par par- 
ties,en regardant ces arcs d’abord comme constans (X. p. 445), 
la fonction proposée en sera exempte. Ainsi , z étant une fonc- 
tion de z, on a 


fzdx.arc (sin = z) =arc (sin =x) /zdx — v fe 
De même on trouvera 
fzdx.arc ( tang =x )=arc( tang = x) fzdz t, SE 


831. Mais lorsque les fonctions renferment des lignes trigo- 
nométriques , il y a plusieurs manières de les intégrer, qui 
offrent tantôt plus, tantôt moins d'avantages. Nous allons 
exposer les principales. 

I° Méthode. On peut toujours ramener ces fonctions aux 
différentielles binomes , en faisant sinx ou cosx = z, 

En effet, soit v 


sin z=z, cosæ—f/(1—2), dr= de 


va—=z)’ 
d’où  sin®z.cos"r.dr = z"dz. y (1— 2). 

1°. Si n est impair, le radical disparaît. 

2°. Si m est impair, la 1"° condition d’intégrabilité (n°816) 
est remplie , puisque 4- (m +1) est entier. 

3°. Si m et n sont pairs, la 2° condition (n° 817) est satis- 
faite, puisque | (m + n) est entier. 

On trouvera , par exemple, 


fSintx.cos'z.dæ = fzidz(1— 27) =i sinfr — ;sinx 4e, 
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3 | í 
fsin’z. de = = — eo. B— coa) e, 

À . 3 5 . k 
fsintx. dr = = ort LE he 


832. 11° Méthode. Tl suit du n° 722, que 
fdæ .cos kr = Fin kre, für sin kr =—} cos kr + e. 


Or, on a appris (p: 256) à développer toute puissance de sin x 
et cos x en séries, suivant les myltiples de l’arc x ; on aura donc 
à intégrer une suite de termes de la forme ci-dessus. 


Par exemple, 
ferox. dx =f cos 5x + cos 3x +5 cos x)dx 
= sinr- sin 3x pising +e. 

On emploie souvent cette méthode , parce qu'il est plus facile 
d'obtenir les solutions numériques, quand on préfère les sinus 
et cosinus des multiples des arcs, aux puissances de ces lignes 

833. II1° Méthode. Les formules (K , n° 630) serviront aussi 
à traduire en exponentielles les sinus, cosinus, . .. ce qui ramè- 
nera l'intégrale de ceux-ci à celle des premières (n° 823). 

834. La IV* Méthode consiste dans l'intégration par parties. 
Comme — dx sin x est la différentielle de cos x, décomposons le 
produit sin"x.cos"x.dæ,endzx.sinr ,cos"x xsin"— "x; ler'"fac- 


RE. costr r 
teur ayant pour intégrale — — Re o obtient 


sin" 1x m—i # 
cos" H gze4-—-- feos" t rsin 2x. dr. 
n+1 n+a 


Mettons pour cos"+2x, sa valeur cos"x.cos’x, ou cos"x(1-sin°x) ; 
transposant, il vient 


{arsin rcos"r=— 


Paxsinnr.cosree E ETE + zn Jax.sinm-2x.cos"x……. (1). 


En opérant, par rapport au cosinus , de la même manière 
T. -TÈ 30 
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que nous venons de le faire pour le sinus, on aura 


sinr+rrcos"—'x n= 
pee Ee a 


Jàxsinmz.cosrz= E a 
m -+n m+n 


21 far. sin”x,cos"—-’x... (K). 


Ces formules abaissent l’exposant du sinus ou du cosinus ; 
leur usage combiné et successif donne l'intégrale lorsque in et 
n sont entiers et positifs. Par exemple, on a 

Jda sin‘xcos’r =—"sin"xcos x + ?fdxsinxcos’r, 
dx sin xcosr=  isinrcos x + ifdæ sinz; 
or, ce dernier terme = — } ! cos æ +c; réunissant ces diverses 
parties, on a 
[dx sin cos’r = cosx(—} 5 Sin°x cos +-2sinr — +) + c. 


835. Mais si m ou n est négatif, ces formules exigent quelque 
modification. La 1°° donne,en changeant n en—n, 


dzsin"x sin" x jrs dz sing » (L) 
cosx —  (m—n):os" x" mn cosænere 


qui fera ,comme on voit, dépendre l'intégrale cherchée de celle 


de AE u ax selon que m est impair ou pair. L’une 
cosx ?  cos"x? í p3 pari 


de ces intégrales s'obtient en faisant cos x=z, ce qui donne 
— -f= y NO AAE ; l'autre va être donnée (n° 836). 
z" ~ (n—1)cos" a 
La seconde (K) de nos formules, en faisant n négatif, ct 


résolvant par rapport au dernier terme ,puis changeant n en 
n— 2, donne 


dzæsin"x sinte m—n +2 fdz. sinr (M) 
cos"  (n—1)cos" tx n—1 cos" ‘°° f 


L'intégrale demandée se ramène donc à celle de dx sin"x , ou 
dzsin"æ x 


« 


—, selon que n est pair ou impair. La 1° va être 


Soini, la 2° l’est par la formule (7) et le n° 838, 2°, ou 4°. 
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836. Si l’on fait z ou m nul dans les équ. Jet X, on a 


fsin®z.d —COST.Sint "x  m—Ii 
sin”z. de = — 
m m 


Jdzsin"-*x, 


SinZ.cos"TIxz | n—1 


fcos"x.dx = 5 + RTE fdxcos"?x, 


changeant dans ceséqu. m en — m + 2, nen — n +42, on trouve 


f dx — COST m—2 dz 


sing  (m—i)sin" "x mi) sina’ 
r 
dr : … sin æ Er 2 dx 
costz _(n—1)cos" x * n—1) costae’ 

An lieu de déduire ainsi toutes ces formules des deux équ. 7 
ct K, on pourrait les trouver directement. Il suflirait pour 
cela de réfléchir à la nature de l'intégration par parties, et au 
but qu’on s’y doit proposer. 

On pourrait encore intégrer d’une autre manière les frac- 
cos"x.dæ  sin™z. dx 


tions — et ———— ; car la premièr r ex., sim 
sin”x cose ? pr 22,08 d 
; A & 1—sin?r) dx 
est pair et = 2h, équivaut à RES ; développant 
sin 


(1—sin’x}#, on a une suite de termes de la forme sin“xr.dx. 
Si m est impair et= 2h -++1, on a 


cos'hr.cosxr.dx (1 — z')*dz 


sinx z^ H 


en faisant sinx =z. i 


837. Pour le cas où les exposans du sinus et du cosinus sorit 
à la fois négatifs, en multipliant lenumérateur par cos’ zr- sin’x, 
ona 


dz dx + dr 
sin®r,.cos"r J sin”™’x. coste Sin” T. cos" TT 


On parvient donc àdes fractions dégagées de sinx, ou de cosx, 
Si m=n, comme sinx cosx= !sin2x, en faisant 27 —7, 
30. 
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la fraction proposée se change en 


f dx ERE dz n 
cos", sin" sin"z" 


838. Nous intégrons à part cinq fonctions circulaires, soit 
parce qu'elles offrent des calculs plus simples , soit parce que 
nos formules y ramènent toutes les autres. 


wide P dz r 
1°. Soit —-— ; en faisant cos r=z, on a — ———, fraction 
snr y 


1—z 
rationnelle (p. 446); d’où x 
dæ „1 T> cosg 
DETAR 1 1+cosx” 
et, comme (n° 359) tang*; x = er on a 
dr __,cy/(1—cosx) 


PRE A Er ve = l.c tang f7. 


2°. Un calcul semblable, en faisant sin v= z, donne 


dr _,cV(i+sinx) _ 3 
LE TES =e ag (4SH ia). 


x.cosx É ATES 
3°, Pour FE comme le numérateur est la différentielle 
in 


du dénominateur (règle III, p. 444), on a 


Pas D fn = fdx.cot x = | (c sin x). 
sin x ang z 


4°. On a de même 


dx sin x . dx c 
cos £ == fdz. tangs — cotz  cosx 


5°, En ajoutant ces deux dernières formules , on trouve 


Jz INT] (Ctang x). 
sın T cos T cos Z 
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Constantes arbitraires. Intégration par séries. 


839. Soit P l'intégrale d’une fonction zdy de x, ou. 
dP=zdx , et c la constante arbitraire qu’on doit ajouter Bpo 


qu'elle soit la plus générale possible (n° 808), on a 
fzdrx =P 4c. 


Tant qu'il ne s’agit que d’un calcul, c reste quelconque ; mais 
lorsqu'on veut appliquer cette intégrale à une question déter- 
minée, la constante c cesse d’être arbitraire, et doit satisfaire 
à des conditions prescrites. Si, par ex., on demande l'aire 
BCPM=t(fig. 4o), comprise entre les ordonnées BC, PM, 
dont la position répond aux abscisses a et , comme (n° 768) 
d=ydr, on at=fydr=P+#c. Or, l'aire P4+c, com- 
mençant lorsque x = 4C=a, t doit être nul lorsqu'on fera 
x=a dans P+c,ou A+c—=o, A étant la valeur que 
prend la fonction de x désignée par P, lorsque x= a; on tire 
de là c=— 4, d'où l'aire t= P— A. Il restera ensuite à 
mettre b pour x , et l'aire sera renfermée dans les limites pres- 
crites. 

En général, pour déterininer la constante arbitraire, d’après 
les conditions de la question, on | cherchera quelle valeur # doit 
prendre l’intégrale t= P+ c lorsque x=a, savoir, k= 4+c, 
d'où 

c=k— A, et 1=P+k— A, 


sans qu'il soit, comme on voit, nécessaire de connaître l’ori- 
gine de l'intégrale, c.-à-d. sans savoir pour quelle valeur a de 
x elle est nulle. 

Toute intégrale dont l’origine n’est pas fixée , se nomme In- 
définie; elle n’est Complète que quand elle renferme une cons- 
tante arbitraire. Lorsque les limites æ et b sont données , on a 
t=P — A en vertu de la 1°; mettant pour x la 2° limite à, 
il vient : = B — À, pour la valeur absolue numérique et cons- 
tante de £ —fydx : c'est ce qu’on nomie une {ntégrale définie, 
A ct B étant les valeurs que prend P lorsque x = a ct b. En 
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reinarquant la forme de cette expression, il est visible que pour 
l'obtenir, il suffit de faire x=a etx=b dans l'intégrale in- 
définie P, et de retrancher le premier résultat du second. Tout 
ceci s’éclaircira bientôt. 

M. Fourier a imaginé une notation fort commode pour dési- 
guer les intégrales définies ; on affecte le signe f d'intégration 
de deux indices, l’un inférieur qui se rapporte à la 1"° limite 


b 
de l'intégrale, l’autre supérieur pour la 2° limite. R indique 
une intégrale prise depuis x — a, jusqu’à r=bù. C'est ainsi que 


i a sin xd =1, parce que l'intégrale — cos z devient —1 et o 


aux deux limites. L'expression f iy indique que l'intégrale 
commence à z—a, et s'étend jusqu’à une valeur indéfinie de la 


variable x. 


840. Lorsqu'une fonction proposée n’est pas susceptible d’une 
intégration exacte, on a recours aux approximations. Ainsi, 
pour trouver /zdzx, on développera z en série, suivant les puis- 
sances ascendantes ou descendantes de x (n° 746); puis multi- 
pliant chaque terme par dx, on l’intégrera. Nous n’en donne- 
rons que deux exemples. 


1 Soit f: EN m cette intégrale est arc (tang = x). En dé- 


veloppant (14 x*)~', on a (p. 16} 


dz 
— 7 Fe 
z = de l at Hat z’ +...), 
d'où arc o EE SAR PP 


2°. Pour FE = arc (sin=zx), on développera 


a=) = 4 TnT, +. (p: 17); d’où 
; i 3%: 3.5.1 
arc Gh=s)=r+ + Ts tigos te 
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On n’a pas ajouté de constante, parce qu’on suppose que l'arc 
dont il s'agit ici est le plus petit de ceux dont x est le sinus 
ou la tangente, arc qui est nul quand le sin. et la tang. le sont, 
Ea r'° deces formules a servi (n° 631 ) à trouver le rapport x 
de la circonférence au diamètre; on peut piges la 2° au 
même usage, car le tiers du quadrans ayant pour sinus, ew 
faisant x=+, on a 


1. 1.3 1.3.5 
és Pa 1e ave mr rer n Sc 


Du reste, la loi de ces séries suit du calcul même. 


841. Pour qu’une série soit de quelque usage dans les appli- 
cations numériques, il faut qu’elle converge (p. 230); il est donc 
convenable d’avoir divers procédés pour effectuer ces sortes 

' d’intégrations. La suivante est due à Jean Bernoulli. 

Faisons h= — x dans la formule de Taylor; comme f(x — x) 
ou f(o), est ce que devient y, ou fr, lorsque x = 0, /(o) est 
une constante à; donc 


by =y zpi e 
Or, la dérivée y’ de y étant donnée, l'intégration consiste à 
trouver y; soit fzdx l'intégrale perche, PR TA Pr 
et l’on trouve 


y= fzr =b 4 ax — irr 4 Era — 


Il suit de ce qu'on vu (n° 741), qu’on peut obtenir des li~ 
mites de la somme des termes négligés. 


Par exempl 0 ne 
emple, pour re on à 
b=la, = ——, dm, ss En, 
a tx (aa) (a+) 
3 3 
(oh 5) SARA PERS EE 


atz 2(a+x)* Ilat r) 
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842. La formule de Taylor donne aussi pour z= fz, 

S{z+h)—fx=12h+4+ zh "hnn, 

d'où f(x+b—a)—fx=:(b—a)+:iz (ba) 4... 
en faisant. k =b— a. Si l’on prend ensuite r=a, ce qui 
change z,:z°, z"... en des constantes 4, 4', 4"..., on 
obtient 
fb—fa= A(b—a)+;4(b—a) +5 A (b a’... 
c’est l'intégrale /zdx entre les limites z =a et x =b (n° 839). 
Mais pour que cette série soit applicable, il faut que celle de 
Taylor ne soit pas fautive. On examinera donc la marche de 
la fonction z depuis x = a jusqu’à x= b, afin de reconnaître 
si elle devient infinie, pour de certaines valeurs intermédiaires 
de cette variable zx. 

On pourra faire converger la série autant qu’on voudra; car, 
partageant l'intervalle b—a en n parties égales č, en sorte 
que b —a =ni, on prendra d’abord l'intégrale entre les limites 
aet a+i, c.-à-d. qu'on mettra ci-dessus a + à pour b. De 
même on prendra l'intégrale depuis a +? jusqu’à a + ai; en- 
suite depuis cette quantité jusqu'à a + 3... 


On fera donc suceessivement 
x= a, ce.qui changera z, z, z"... en A, A, A"... 


P E dr ne EETA DeB. 
A E E E NT EE O E GEG C’ 
ete: ; S 
doù f(a+ i) —fa = Aip idp AP, 


flat zi)— f(a+ i)= Biti B? 4i BE... 
fla 4 3i) — f(a toi) = Cip Cip B... 
elc... 
f(a+ni)— ffa+(n—1)i]= Mipi MAM" EX. 
843. La somme de ces équations est 
f(a 4 ni)— fa= fb — fa = fzdx = 
(A+BHC HMHL H B. HMPA" H. EME. 


www.rcin.org.pl 


INTÉGRATION PAR SÉRIES, 475 
Telle est l'intégrale de /zdx entre-les limites de a à b. Si Yon 
prend i assez petit pour se borner au seul 1“ terme, on a 


fðr = Ai+ Bi- Ci... + Mi, 


série dont les divers termes sont les valeurs que prend succes- 
sivement la fonction zdz, lorsqu’on fait x égal à a, ati, 
a+ ai... C’est pour cela que dans la méthode infinitésimale on 


regarde l'intégrale comme la Somme d’un nombre infini d’élé- 


mens, qui sont les valeurs eonsécutives que prend la fonction 
lorsqu'on fait passer la variable par toutes les valeurs intermé- 
diaires entre ses limites; c’est ce qui s’éclaircira par la suite 
(n° 846, 2°.). 

Consultez sur les approximations des intégrales définies un 
beau Mémoire de M. Poisson, inséré parmi ceux de l’Institut, 
1826. M. Cauchy a aussi écrit sur le même sujet, et en a fait 
des applications à des questions de Géométrie et de Mécanique 
très curieuses. La Théorie de la chaleur, par M. Fourier, ren- 
ferme un grand nombre de questions que se rapportent aux in- 
tégrales définies. 


844. Nous ne dirons rien des intégrations du 2°, 3°... ordre 
des fonctions d’une seule variable , puisqu'elles rentrent dans 


ce qu'on a exposé. Il y a alors, 2, 3.... constantes arbi- 
traires. 


Par exemple, pour YA rade on intégrera une pre- 
» (x? + a) » 6 p 
mière fois; et comme la fraction proposée se décompose (p. 225) 


2a°dx 


1 (an F aÿ aag = 2 La? et que la première donne (n° 811) 


ript E + c, il reste à intégrer de nouveau 


xde 
FF + cdx. On a donc 


(a — rda ` f - j 
A Te) IVG +a)+cx + c. 
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Des Quadratures et Rectifications. 


845. L’aire z d’une courbe plane (n° 768) est = fydx, etit 
s’agit d'intégrer cette expression entre les limites convenables ; 
c'est pour cela qu’on a donné le nom de Méthode des quadra- 
tures aux procédés qui nous ont occupés jusqu'ici, par lesquels 
on obtient l'intégrale des fonctions d’une seule variable. En 
voici divers exemples. 


I. Pour la parabole 4M (fig. 71), y? =2px ; donc 


2 " 3 
t= fV(2p).z'dr =3V(p).2x +c=3zr + c. 

Quand Faire doit partir du sommet 4, z =o donne t= 0, 
ainsi c est nul; donc Faire MAM’ d'un segment de parabole est 
les deux tiers du rectangle circonscrit M'N'NM. 

Si laire est comprise entre BC et PM, en faisant 4B =a, 
BC=b=Yy(2pa), t est nul lorsque x = a, d’où c= — å ab, 
puis t=4 (xy—ab). L'aire C'CMM' est les deux tiers de la 

différence des rectangles N'M et D'C. 

Pour les paraboles de tous les degrésy"=az", on a i= FRE 1 
Toutes ces courbes sont donc carrables. 

~ IL. Pour l’hyperbole équilatère MN (fig. 72) entre ses asymp- 
totes Ax, Ay, on a yy = m° (n° 418); donc 


t=fydr = m. [E miee ; 


l'aire ¢ ne peut être prise depuis l’axe 4y, parce que x =0, don- 
nerait t=0, et c =— m’lo =œ. Mais, si l'aire doit commencer 
à l’ordonnée BC qui passe par le sommet C, comme 4B=m 
g : 

(n° 418), on a c= —m'lm, d'où t= m"l + On voit donc que 
si m—1,onat=—lx: chaque aire prise à partir de BC, est 
donc le logarithme népérien de l'abscisse. 

Lorsque l'angle des asymptotes esta, l'aire est (p. 399), 
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sin «dx 


t= fydx.sin «=f ,en faisant m—1;donct=Logz, 
en prenant pour système de log. celui dont le module est 

—=sin æ (n° 718). Si l'angle æ est droit , M =1, on retombe 
sur le 1“ cas, et l’on obtient les log. népériens; mais on voit 
qu’en faisant varier l'angle æ des asymptotes, on peut obtenir 
tous les systèmes pour lesquels M< 1. Ainsi, lorsque la base 
est 10, on a M—0,43429 44819; langle qui a ce nombre pour 
sinus, le rayon étant 1, est«—25° 44° 25", 47 : tel est l’angle 
que doivent former les asymptotes d’une hyperbole dont la 
puissance est 1, pour que chaque aire soit le log. tabulaire 
de son abscisse. On voit par là que c’est très improprement 
qu’on avait donné la dénomination de Logarithmes hyperbo- 
liques aux log . népériens, puisque tous les systèmes de log. 
trouvent leurs représentations dans les aires de diverses hy- 
perboles. 


III. Pour le cercle y°=a*— 2", l'origine étant au centre 
“dx xdr 

t= a'— xd = fy e en 

SV ) T ya- z v(a =r)’ 


en multipliant et divisant par y (a°— x°). Or, ce dernier terme 


est facile à intégrer par parties , puisque est la diffé- 


va 
rentielle de —4/(a°— x"); donc 
Zt =y (aa) + far (a 2) = 
Var) Tr A erit ait 


Substituons et transposons £, nous aurons 


adx 
t=ir iaf —— ; 
Me LC 
mais la formule ds’ = dx? + dy* appliquée à notre cercle, 
donne ds = FE E o. donc , en prenant l'arc s 
dans les mêmes limites que l'intégrale proposée, on a enfin 
i= xry-+ ias +c. Soient CA=b, AB=k (fig. 73) : doublons 
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et intégrons depuis x =b jusqu’à x=a, pour obtenir l'aire du 
segment BOB"; nous aurons (n° 839): a X arc BOB’ — bk : 
puis ajoutant le triangle CBB’ il vient 


le secteur CBOS =+ CO X ile BOB. 


Pour l'aire du cercle, t= j'dxy/(a—x*), on développe le 
radical ( Z. p. 17) et Pon a 


Lo a LE tn ER | 
t=afdr(i— za — 2.4.at — E O, 


et intégrant depuis z = 0, 


1V. Pour Vellipse (fig. 73), z=} Vaa), d'où 


=five rx? xz, 


z désignant la partie de Paire du cercle circonscrit qui est com- 
prise entre les ordonnées limites. Les aires t et z sont donc dans 
le rapport constant de b à a. Ainsi, l'aire du cercle est à celle 
de l'ellipse, ou l'aire d’un segment de cercle est à celle du 
segment de ellipse inscrite qui est terminée par les mémes 
ordonnées , comme le grand axe est au petit; et, puisque 
l'aire du cercle circonserit est ra’, celle de l’ellipse entière est 
= rab. 

V. Pour la cycloïde FM A (fig. 43), mettons l’origine en F, 
et soit FS=x, SM=7 ; nous aurons (n° 763, VI), 


] 
Ne VE) t=f sheang." VGrr —7)dr. 


Cette intégrale est l’aire de la portion FXN du cercle généra- 
teur; donc l'aire Fr AM=FKEB= #1. Comme d’ailleurs 
AE =#r, le rectangle yE= 277°, d'où AFE= ir" : l'aire 
AFA de la cycloide entière est triple de celle du cercle gé- 


nérateur. 
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VII. La méthode de Simpson pour évaluer les aires curvi- 
lignes planes par approximation, mérite d’être exposée. 

Clherchons d’abord l'aire d’un petit segment CEM (fig. 74) 
d’ume courbe quelconque rapportée aux axes rectangulaires 4x, 
Ay, etnommons a langle MCH formé parla corde CM avec Ax. 
Memons l’ordonnée KE, par le milieu K entre les ordonnées 
terminales CZ, MP. On peut sensiblement regarder l'arc CM 
comme appartenant à une parabole dont le sommet L ré- 
pond au milieu Z de la corde. L’aire du segment est donc 
CEMI =}? CM.LI. Or les triangles LEI, MCH, donnent 


LI= El cos e; CM=-CL., d'où CEMI = 2 EIXCH, 
COS æ 3 


Ciela posé, faisons BK = KP = RACB=r BRT 
PM = 3"; Paire CBPME se compose 


du ttrapèze CBPMI = h(y +3”), et de CEMI=# h. EI, 


Or EI = EK — KI = } (27"—y'— y”); donc le segment 
CE:MI =} h(2y"—y'—y"), et la petite aire 
CEMPB =4h( F +27" +257). 

Supposons l'aire plane B4CD (fig. 75) qu’on veut mesurer, 
limitée par la courbe 4C, la droite BD et les perpendicu- 
laires 4B, CD ; on coupera la base BD en un nombre pair de 
parties égales, dont h sera la longueur, et par les points de di- 
visions, on mènera des ordonnées y’,7",7"....7" qui couperont 


l'aire en élémens dont les surfaces respectives seront exprimées 
deux à deux par la formule ci-dessus : la 2°, la 3°,... seront 


F4 GI" Han 4), RG + D" Er N etc. 
la somme = ph Gy +27" +9" +27" 47e. +390) 
BACD=}h (IFI Ar Er Er te 7 "N: 


ayant tracé un nombre impair d'ordonnées équi-disiantes , 
faites leur somme , plus celle de toutes les ordonnées de rangs 
pairs, moins la moitié des deux extrémes ; le tout multiplié 
par ? de leur intervalle h. 
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La même règle s'applique évidemment au cas où l'aire est 
comme ÆCFE terminée par deux courbes opposées, en appe- 
lant y’,",7".... les longueurs totales de chaque parallèle. 

Plus } est petit, et plus le résultat est approché de l'aire de- 
mandée. Ce théorème s'applique à toute surface irrégulière, 
parce qu’on peut la décomposer en d’autres qu’on évalue sé- 
parément, et qu’on ajoute ou retrauche ensuite, selon les cas. 
Lorsqu'il arrive que la base se trouve coupée par la courbe, 
la même règle reçoit son application, en faisant égale à zéro 
l’ordonnée du point de section. 


846. Nous ferons ici quelques remarques. 

1°. Si laire 4 est comprise entre les branches BM, DK, d’une 
même courbe (fig. 78), ou entre deux courbes différentes don- 
nées, en nommant Y=Fx, y—=fx, les ordonnées PM, PE, 
on a 
BCPM=f Yàx, DCP E= f ydx, d'où BDEM=— f(Y—y)àr. 


2°. Selon la méthode infinitésimale (n°* 802, 843) l'aire 
t peut être considérée comme la somme de rectangles tels que 
m (fig. 98), dont dx et dy sont les côtés; drdy est donc 
l'élément de l'aire £, et il s’agit d'intégrer /fdxdy entre les 
limites convenables. é 

Pareillement, concevons que dans le cercle CB (fig. 76) on 
ait pris un élément m en un lieu quelconque ; sa distance au 
centre, ou Cm=r, et l'angle mCx = à en fixent la position. 
L'aire de l'élément peut être représentée par dr.d8, dont l’inté- 
grale relative à 8 est 6dr : en la prenant depuis b = o jusqu'à 
6—27r, on a l'aire d’une couronne circulaire = 27rdr, dont 
l'épaisseur dr est infiniment petite. L'intégrale est #r* ; prise 
depuis le centre C où r= o, jusqu’à la circonférence B où 
r= R= le rayon du cercle, on a R° pour l'aire du cercle. 

Appelons r la corde 4B (fig. 77) formant le segment circu- 
laire AOB, dont on demande l'aire; a le rayon 4C; on peut 
considérer la surface comme ayant pour élément le triangle 
différentiel 3 4b, dont l'aire est de= — ! r°da , en appelant « 
l'angle 8 AD : on met ici le signe — parce que z diminue quand 
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4 augmente (n° 742). Or, dans le triangle rectangle ABD, on a 
r= 24 cosa, d’où 

— dr —_ —dr 
2ay (i —cos'e)  ÿGa—r) 


Ainsi l’aire dd =—— : r°da donne 


X dr rA 1 a eTe NS 
= fire frire r°) 
rdr 1 re 1.3.r{ PER E 


dr = — 2asin ada , da= 


Ura a narpa Tt pA 4.6. a x ete.) 
LIP r° PE F-35977 
= Re se PE ts 0) 


l'intégrale est prise ici depuis r=0, et exprime l'aire du seg- 
ment AOB dont la corde est r. Pagen: r=a, on a laire 


du demi-cercle = : (28) (3+ 3+3 535 + —— a; égalant à 


2. 7 fa, 
x ma’, on trouve pour # cette série convergente dont la loi est 
manifeste 
1 ï 1.3 1.3:5 EST 

==4(3+ 38 2.4.7 F34.60 l 3.4.6: 4.6.8 Te pre "y 

3°, Quand laire sera renfermée entre deux courbes BM, DE 
{fig 78), dont on a les équ. F= Fx, y =/fx, on intégrera 
l'élément m=dydzx depuis PE jusqu’à PM, c.-à-d. que ydx 
devenant (Y—y)dx, sera une fonction connue de x, représen- 
tant l'élément ME compris entre deux ordonnées infiniment 
voisines. Il restera à intégrer relativement à x entre les limites 
AC, AP; etsi Paire est comprise dans le contour d’une courbe 
fermée, on intégrera (Y—y)dæ depuis la moindre valeur de x 
jusqu’à la plus grande. Lorsque l'aire est renfermée entre quatre 
branches de courbes, telles que BM, BI, IK, KM, il est 
facile de la partager par des droites parallèles aux axes, en 
parties qu’on sache évaluer séparément d’après les principes 
précédens. 

Les paraboles opposées AF, AF' (fig. 80) ont pour équ. 
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= + 2P; jtégróne Vélément m=dzdy TE A dur, 


‘de M'en M, &-à-d. depiis — Z jusqu à 13 24 *; e donne 
T2 pour l'aire de la tranche MW". SEE T nouveau de 
A en C, ou depuis y = 0, Yaire F'4FC sera » ou$ zy. 

4°. L’ordonnée y de la courbe ne doit pas devenir infinie 
entre les limites de l’aire (n° 842). 

5, L'élément ydæ change de signe avec y ou x, d’où il suit 
que l’airedevient négative lorsque x ou y sont de signes con- 
traires. a 

Lorsque la courbe coupe l'axe des x entre les limites de 
Vaire, il faut chercher chacune des deux parties et ajouter, 
parce que l'une est positive et l'autre négative, et que la somme 
demandée doit être obtenue sans avoir égard à ce dernier signe. 

Par ex. la courbe X ACD (fig. 59) a pour équ. y =x — x°, 
AK = AI = 1; l'origine est en Æ. L'aire t= }z°— j zt- c; 
si elle doit commencer au point B pon lequel dAB=V :}, on 


trouve c= — $; d'où 1—; z’— xt È ; et si l'aire doit 
être terminée en ED, où 4AE=1/$, on trouvé 1=—0, ce qui in- 


dique seulement que lesaires BC], I ED sont égales etde signes 
contraires. En effet, on voit aisément que BCI =} = — DIE. 
De même, l'aire prise depuis K jusqu’en 7 est nulle, parce que 
ACI=:=—KOA. 

847. Pour donner une application de la formule (n° 760), 
r'= į (xy —,7), qui sert à trouver l’aire 7 comprise entre 
deux rayons vecteurs, cherchons l'aire CMO (fig: 73) dans 


l'ellipse ODO' ; on a œt + br = ab, y =— zs, d'où 


aÈ bx’ j= b PRE abdzx 
ei) eve) 


Comme l’aire r est comptée depuis un rayon fixe, tel que CO, 
jusqu'au rayon CM, le signe — provient de ce que x décroit 
quand + croît (n° 742). 
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Maïs la formule (n° 767) des rectifications, appliquée au cer- 
cle dont le rayon est a, donne pour longueur de son arcs, 


adx l 
iarr e d'où dr = ibds, et z= ibs, en prenant 
l'arc s entre les mêmes limites que 7, v = CO et x = CA. 
uand b =a, on a r = as; ainsi, le secteur circulaire 
L 2 


BCO =: CO X are BO; et 
le secteur elliptique MCO=—:b xarc BO =° x OCB. 


Pour l'hyperbole MN (fig. 72), on a xy=m", d’où r—— y 
et dr =— ydr, r=— fydx : donc le secteur quelconque hy- 
perbolique CAM = CBP M. 


848. Lorsque les coordonnées sont polaires (fig. 45), on a 

(n° 769), dr =: r’d8. Ainsi, dans la spirale d’Archimède 
3 

(n° 473), où 27r = ab, on trouve r= z frdr= 7. +c. 

Pour l'aire 470 formée par une révolution entière du rayon 

vecteur AM, il faut prendre l'intégrale depuis r= o jusqu’à 


r= a. On obtient 410 = } a° — le tiers du cercle dont le 
rayon est AI. 


Remarquons que pour pouvoir étendre l'intégrale au-delà 
de ¢ —360°, il faut avoir égard à ce que cette 2° aire contient 
celle qu’on vient d’obtenir, comme (n° 846, 5°.). 


849. Donnons quelques exemples de la formule (n° 767) 
des restifications , s= /y/(dx* + dy). 


I. Pour la parabole, y*—2px donne 
Jdr = pdr, «= f2, (+p). 
Cette intégrale est (n° 813, p. 451) 
s= eH Z VEH PII + VHN 


Si l'ar: s commence en Æ (fig. 71), y =o donné s= o : on 
TAM, 31 
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en tire e=—2p'lp ; donc 


IVEI) |: HV +7) 
ACM= ap + PQ, 


IF. Pour la seconde parabole cubique 7°—azx*, on a 


s=/fdy vC +2)= 4a /( +P) +e 


En général, y= ax" représente toutes les paraboles ou les 
hyperboles , suivant que n est une fraction positive ou néga- 
tive : on obtient s —/dx4/(1 + n'a*xz—1), Toutes les fois 
(n° 816) que z(n — 1) est exactement contenu dans 1, ou 

1 
TE 2(n— 1) 

II. Pour le eercle, suivant que l’origine est au centre ou à 

l’extréinité du diamètre, on a j =r — z’, ou j =9rr—2". 


+ }est entier, On aura l’arc s sous forme finie. 


Le rdx 
Dans ees deux cas, il vient s fE, En mettant pour y sa 


valeur en æ, on voit que l'intégration ne peut s'effectuer que 
par séries (n° 840), ou par des arcs de cercle, ce qui ramène 
la question au point d’où l’on est parti. 

IV. Pour l’ellipse, a?7*+0°x°= a"b* donne 


er 


en faisant ae = y (a° — b’) ; e désigne le rapport de l'exeéntri- 
cité au demi-grand axe. On ne peut intégrer cette expression 
que par une série ; mais il faudra disposer le calcul de manière 
à la rendre convergente. Ainsi on pourra développer (n°485, 11), 
ya Ex "T'). 


Ou bien on fera l'arc OB (fig. 73) du cercle circonscrit = b, 


i dz 
d'où CA=zx= acos}, et ——— Ver 57 — dô, 
puis s= — afd8y/(1 — e’ cos’8). 


On aura à intégrer une suite de termes de la forme À cos*™e de 
(n° 836); par là Parc OM dépendra , à l’aide d’une série, de 
Parc correspondant OZ du cercle circonscrit. 
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La rectification de l'hyperbole offre un calcul semblabte, 
V. Dans la cycloïde (fig. 43), l'origine étant en F, on a 
(n° 763, VI) 
put FA 
r= =f y=). 
On wajoute pas de constante, lorsque l'arc s commence 
en F, Or (arr) = KF; donc FM =2 fois la corde KF: 


850. Si les coordonnées sont polaires (n° 769), on a 
ds —1/(r°d0"+-dr*). Ainsi, la spirale d’Archimède, où 2 zr ap, 


donne sf Mate) 


En comparant cette expression à celle de l'arc de parabole, on 
voit que les longueurs des ares de ces courbes sont égales, lors- 


que r est l’ordonnée de la parabole, et= le paratètre. 
LA 

Dans la spirale logarithmique (n° 474), 8=1Ir; on trouve 
s = fdrÿ2 = ry 2 + c : si Parc commence au pôle, c = 0, 
et l'on a s =ry2. Ainsi, quoique la courbe n’atteigne son 
pôle qu'après un nombre infini de révolutions, larc s'est fini et 
cgal à la diagonale du carré construit sur le rayon vecteur qui 
le termine. 

Voyez, pour les courbes à double courbure, ce qu’on a dit 
n° 791. 


Des aires et des volumes des Corps. 
851. Le volume v et Paire u d'un corps de révolution autour 
de l’axe des x s’obtiennent (n° 792) en intégrant 
v=fry'dx, u=fzayds = fayz (dx + dy"). 
Voici quelques applications de ces formules. 


I. Pour l’ellipse, en recourant à la valeur de ds (n° 849, LV), 
on trouve i 


= fa ar, I GEI 


» 
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3 
La 1% donne v = 7b° (z= 5a + e) : si le sommet est une 


des limites, c—— a. Soit donc z la hauteur du segment d’el- 


lipsoïde , ou x = 
l'ellipsoïdeentier, z=2a, et l’on a  #b°a. Il en résulte que, 1°. le 
volume de la sphère 4 ma? ; 2°. l’ellipsoïde de révolution est à 
la sphère circonscrite :: b* : a°; 3°. chacun de ces corps est les 
3 du cylindre qui lui est circonscrit ; 4°. enfin le seginent sphé- 
rique — #2" (a — 5 2). 

L'intégrale qui entre dans la valeur de u est visiblement l’aire 
d’une portion de cercle concentrique à l’ellipse comprise entre 


les mêmes limites que l'arc généfateur, et dont le rayon cst F 


27bez 


Soit z cette aire facile à obtenir; on aura u == 


S'il s’agit de la sphère, on a (n° 849, III), ds = g, d’où 


u = f2rrdx. On trouve aisément 2#rz pour la surface de la ca- 
lotte ou de la zone dont z est la hauteur ; et 4#r° pour Paire de 
la sphère entière. 


IL. Pour la parabole y*—2ax, on trouve 


v = frrar.dx = nar’ + c, 
u= [Z yayo +0) = EVE +) + C]: 


si l’origine est au sommet, c—0 et C =a. On a donc ainsi 
le volume et l'aire d’un segment de paraboloide de révolution. 


Il. Soit y™ = ax" ; on en tire 


= feya. yan, dre En V(ax”) = = TER, 


Ce calcul se rapporte aux paraboles et aux hyperboles , suivant 
que n est positif ou négatif. 
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852. Le volume X et laire U d’un corps sont donnés par les 
formules (n° 794) 

F= ffadxdr, U= fard y + p°+ 9°). 
Voici comment on doit entendre ces doubles intégrales, Après 
avoir mis pour z, p et g leurs valeurs en veten y, tirées de 
l'équ. de la surface proposée (n° 787), on intégrera, en regar- 
dant comme constant x ou y à volonté, suivant que l’une of- 
frira des calculs plus simples que l’autre. On aura ensuite égard 
aux limites que la question détermine, 

Par ex., si l’aire U, qu’on demande, doit être comprise entre 
deux plans parallèles aux xz, y = a , y =ù, et qu’on ait in- 
tégré par rapport à y, on prendra l'intégrale entre les limites 
aetb, x étant regardé comme constant. On aura ainsi l'aire 
MB (fig. 69) d’une tranche dont l'épaisseur est infiniment 
petite = dx, terminée aux deux plans ME, SB, dont il s’agit. 
Cette 1"* intégrale sera de la forme @x.dx, c.-à-d. délivrée de y, 
mais contenant x. On intégrera de nouveau, relativement à x, 
depuis la plus petite jusqu’à la plus grande valeur de cette va- 
riable ; et l’on aura l’aire demandée, qu’on regarde comme la 
somme d'une série infinie de tranches semblables. 

Si le corps est terminé latéralement par des surfaces courbes, 
on devra introduire, dans la 1™ intégrale, des fonctions de x, 
pour les limites. dey, en opérant d’une manière analogue au 
n° 846. Des exemples éclairciront tout ceci. 


Pour la sphère (fig, 81), 2+y+2 =r; d’où 
r 
z 


PES 
p=}, q=—2, Va +p +r) = 

Éi rdzdy E EEE 4 
vf F = ffdxdy y r°—2—y . 
On fera d’abord y constant, et r°—y*= 4°; d’où 


rd 
v= ff Y = Mandy de. 
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Une 1"* intégration dome, pour l’une, rdyare(sin = 5) Or, le 


plan xy coupe la sphèresuivant un cercle Cy, dont l'équation est 
æ°+y=r", et dans lequel l’abscisse AF=+y (r —yr) =A 
est le rayon du cercle formé par le plan coupant DmC. Si donc 
on prend cette intégrale depuis x =— 4 jusqu'à x=+ 4, 
on aura l'aire infiniment étroite DmC d'une bande parallèle 
aux xz, et tracée sur l’hémisphère supérieur. 

Faisons donc x—— 4 et x ——+ A dans notre arc ci-dessus, 
puis retranchant le 1** résultat du 2°, nous aurons #rdy, parce 
que l'arc dont le sinus = 1, est įr. Intégrons par rapport ày, 
qu’on a prise pour constante; nous aurons #rY pour 2° intégrale, 
et les limites étant — r et r, qui sont la plus petite et la plus 
grande valeur de y, 277° sera l'aire de l'hémisphère supérieur. 


.Disons-en autant pour le volume 77 (p. 458), 


SVA 2) dx =: ty (A — x) LE A5 arc (sin = =). 


Prenons les limites — 4 et + 4, comme ci-dessus; le 1“ terme 
disparaît, et l’on a 74°. Il faut donc intégrer de nouveau 
La (r2— 7°) dy, qui représente la volume de la tranche DmCE; 
et l'on a 4x (°y — 47°), qui revient à 7 =32#7r entre les limites 
— ret + r. C’est le volume de la demi-sphère, 

L'élément du volume X est dxdydz : on intègre d’abord par 
rapport à z, depuis le z de la surface inférieure, qui limite le 
corps, jusqu'au z de la surface supérieure : ainsi, l’on met dans 
zdxdy ces deux valeurs de z en fonction de x et y, telles qu'on 
les tire des équ. de ces deux surfaces : on a ainsi le parallélépi- 
pède compris entre elles, et élevé sur la base dxdy. On intègre 
ensuite relativement à x, pour former la somme de tous les 
prismes qui composent une tranche dont dy est l'épaisseur, et 
qui est comprise entre deux plans parallèles aux xz. Supposons 
que le volume Z soit compris dans un cylindre MNg (fig. 82), 
élevé sur une base donnée mng , les limites de cette 2° inté- 
grale résultent d'un section quelconque Pmn, faite dans le 
corps par un plan perpend. aux y : ainsi l’on prendra l’inté- 
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grale depuis v = Pm jusqu'à += Pnr, valeurs qu’on tire en 
fonction de y de l’équ. de lacourbe mfng, base de notre cylin- 
dre. Soient x = fy et x= Fy ces valeurs; on les mettra succes- 
sivement pour x dans l'intégrale, et l’on retranchera les résul- 
tats l’un de l’autre. Il ne restera plus qu’à intégrer une fonction 
de y, depuis la moindre valeur 4B de y jusqu'à la plus 
grande £C, valeurs qu’on tire encore de l'équ. de la base fng. 
- Cherchons, par ex., le volume du cône droit. Prenons son axe 
pour celui des y, et le sommet pour origine : l’équ.est (n°661) 
ly8= 2 + x, l étant la tang. de l'angle formé par l'axe et les 
génératrices. Or, zdrdy devient24/(27°—zx)dæxdy, depuis le z 
inférieur jusqu’au supérieur, puisque z = + p (ly° — x°). 
L'intégrale relative à x a été donnée ci-dessus et p. 453, savoir, 


eV (E° — at) + aPy*.are (tang = Pe) JA 


Comme en faisant z = 0, l'équ, du cône donne x= + /y pour 
les limites du corps, il faut changerici x en — Zy (ce qui donne 
zéro), puis en + {y [ d’où 2/y*. arc (tang. =0)=7rby* ]; il 
vient, en retranchant, rZy*dy, qu’il faut intégrer depuisy =o, 
ou le sommet, jusqu’à y= kh, qui répond à la base. Donc enfin 
le volume du cône droit est }7l°h°, ce qui revient au théorème 
connu. 

De même, si les limites de l'aire sont déterminées par une 
courbe FMNG tracée sur la surface dont il s’agit, on cherchera 
sa projection fg sur le plan xy (n° 656), qui déterminera un 
cylindre droit, pour lequel on raisonnera précisément de la 
mème manière. On intégrera donc dredy y (1 + p°+ g°) entre 
les limites ci-dessus désignées. 

En voici un exemple. 

Soient tracées, sur le plan zy, les deux paraboles égales et 
opposées FAE, F'AE (fig. 80), dont y* = nx, y’? = — nx 
sont les équ.; puis la parallèle FF” à l'axe des x, AC étant = 0. 
De plus, concevons un cône droit à base circulaire , dont le 
sommet serait à l'origine 4, et qui aurait pour axe eelui des z, 
l’équ. étant z = ky (x* + y°), (n° 661). On demande de trou- 
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ver laire du cône comprise dans le cylindre droit élevé sur 
AMFF'M'. L'équ. du cône donne 


kx 
PE TES I yer tP +re t; 


/ 


l'élément de l'aire da cône esty (1 +#)dxdy, sa projection est 
en m. L'intégrale relative à x esty (1 + Z’) zdy, qu'il faut pren- 
dre depuis M’ jusqu’en M, et l’on aura Paire de la bande infi- 
niment étroite qui est projetée en MM’. Or les équ. des para- 
boles donnent, pour les abscisses des points M“ et M, limites de 
l'intégrale, 


=Ý, z=+2; d ’où Eya Hk) dy. 


Opérant maintenant pour y sur cette 1"™° intégrale, il vient 
u V(U +4’), qu'il faut prendre de 4 en C, c.-à-d. depuis 
y =0 jusqu'à y=ùb, On obtient, pour laire demandée, 
EVE +. 

L'application de ces principes à la recherche des centres de 


gravité et des momens. d'inertie est surtout remarquable. (Xoy. 
ma Mécanique, n” 64 et 241.) 


IV. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS ENTRE DEUX VARIABLES. 


Séparation des Variables ; Équations homogènes. 


853. Intégrons les équ. du 1° ordre entre deux variables. 

Soit proposée l’équ. différentielle Mdy + Ndz = o, qui est 
du 1“ ordre entre les deux variables x et y. Il est clair que si 
elles ne sont pas mêlées, en sorte que M ne contienne pas x, et 
que N soit sans y, l'intégrale de l’équ. sera la somme des inté+ 
grales qu’on trouvera par les principes antérieurs, ` 


SMdy + f Ndx = const. 
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Il en sera de même de toute équ. dont on pourra séparer les 
variables. Le casle plus simple est celui où M est fonction de x, 
et N dey seulement ; car, divisant l'équation par MN,ona 


‘dr, dr 
NT 
C’est ainsi que dry(ı +y*) — zdy == 6 
donne T PES: d’où (n° 813) 


Kez) = y +V +7), et ex = ++). 
854. Si M=XY,N=XF,, X et X, étant des fonctions 


de x, Y et Y, dès fonctions de y, ona XYdr +X, Y dx = o, 
qui donne, en divisant par XY, 


FY aia x, P P 


855. La séparation des Sagi est encore possible dans les 
équ. homogènes (n° 322) par rapport à x et y. Soit m le degré 
de chagte terme 4y*x*, ou m—h+k; en divisant l’équ. par 

RET 

x", le terme 4y*ax* devient 4 E) = Az}, en faisant y= rz 
On voit done que M et N deviendront des fonctions de z seul, 
en sorte que si l’on divise par M l’équ. Mdy + Ndz = 0, on 
aura dy + Zdx = o. Mais y = xz donne dy = xdz +zdz, donc 
xdz + (z+ Z) M o; d'où 

è = _ dz 

zx "s+7 z E ae 

L? un pour 1% ex., (ax + by) dy + (fr + grjdr = 0. 
Divisons par ax +-by ; nous trouverons 
f+es, 2%, ar (a + bz) dz 

E GEO Ff 


équ. facile à intégrer. Il faudra ensuite substituer? pour z. 


LS 0, et lr + 


d+ 


C’est ainsi que ydy + (x + 2y) dx = 0, à cause de a = o $ 
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CS Ae S S adine 2 TETE F1 =0; on ajoute 
dz au numérateur du 2° terme, qui devient FLER ou 
s = On a donc à intégrer 
Nr a 
d’où Lez) Ur +2) + — « = 
ou Let+æ)= Ts, lete ++ 0. 
IL. Pour ay" dy + (x + by")dz = o , on a 
Su ge mer sal Miss ed Ve LS Li az" dz TEI 


z "at'ebi 


MI. Soit xdy — ydr =dxy/(x*+y"); posant y=rz, et 
divisant par 7, on trouve ” 


z 

. dy —zdx=dzy (1 +2), d'où — = =z 
dont l'intégrale (n° 813) est x —ez ver Hz), ou. .#..... 
a = ey He yV (t+), qu'on réduit à z°=2c7 +c, en 
transposant cy et élevant au carré. 

IV. Quelle est la courbe dont l'aire BCMP (fig. 71) est égale 
au cube de l’ordonnée PM, qui la termine, divisé par l’abs- 
cisse; et cela pour chacun de ses points, à partir d’une or- 


. 3 
donnée fixe BC? De dx =, on tire, en différentiant, 
(xr+r)dx=3xy" dy ; faisant y— 2x, on trouve (p. 445) 


dz 3zdz `* 


AEEY d’où xt{(1— 22) =c , puis enfin 


(x? pees 27) = cr, 


856. Toute équation qu'on pourra rendre homogène sera 
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done intégrable. Ainsi pour AA k 
(ax+by + c) dy -+ (mr +ny+p)dr=o. 
on fait ax +by+c=z mx +ny+p=t, 
doù adr +bdy—=üz mdz + ndy = dt; 
mdz — adt AD, bde— ndz 


mb — na 
la proposée devient homogène, 


puis ire 


R A = 


mb — na ’ 


zdy + iłdr=o, ou (mz— nt) dz4-(bt— az) dt=o0. 


Quand mb—na =o , ce calcul cesse d’être possible, mais alors 
na ; 
m=: et la proposée est 


bedy+bpdx + (ax + by) (bdy + ndz) = 0, 


dont on sépare les variables en faisant axz4+by=7v; on subs- 


dv —adr 
ka etc. 


b 
857. Prenons l'équation linéaire, ou du 1° degré en y, 
dy + Pydx == Qdz, 
P et Q étant des fonctions de z ; on fera y=zt, d’où 
zdt + tdz + Pztdr= Qdx; 


dans l'équ. y= szt, z et t sont des fonctions de x, dont l'une 
est visiblement arbitraire ; on peut donc la déterminer en éga- 
lant à zéro le coefficient de z; donc 


dt+ Ptdx=o, tdz= Qüx. 


titue cette valeur, et dy = 


La 1™ donne t- — Pdx, doù lt=— [Pdx, et comme 


Pdx ne contient pas y, l'intégrale u de Pdz est facile à trouver. 
On a donc 


U=—utba, ou 1=e7"ti=ete"", 
L'équ. tdz= Qdx , devient e“dz= Qe“dx ; d’où 
ez=fQe"dr+ c, 
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Q et w sont des fonctions connues de x, et l'intégrale /Qe“dæ 


y 


étant obtenue , on remettra pour z sa valeur z OV ye", ce qui 


donnera enfin l'intégrale demandée 
re“=fQe“dr+c, équ. où u= f Pdr. 
11 suit de ce calcul, qu’il est inutile d'ajouter une constante a à 
l'intégrale /Pdx =u. i 
Soit, par exemple sdy + ydr =ax’°dz ; on a, 
i PE Q=ar, us] Pira, 
fQe“dx = fazse*dx = ae? (2 — 3x + 6x — 6); 
donc y= ce? + a (x° — 3x° 46-06: 
Pour l’équ. (1 + x?) dy —yxdx —adx, ona 
ER xdr 


a 
Pa Or aan Ea Ay F e 


donc e“ = (1 + xj- (Foy. n° 149, 12°.); 


F fae E , 
hai pir (i Le) varate (page 456); 
enfin, J=az+cy(i+x!). 


858. Traitons enfin l'équ. de Riccati, ainsi nommée parce 
que ce savant s’en est le premier occupé ; 
dy + by'dx = a"dz ; 
1°. Sim=0, on a (p. 224) 
nl T. tya La) 
donc 2xÿ/(ab) +c=1(ya+yyb)—\(ya—yvb). 
2°. Quand 7z n’est pas nul, on pose y =b’ + 2x, et 


l’on trouve 
æ°dz + bedr = ax"tidx, 
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transformée homogène si m= — 2, et qu’on intègre en sépa- 
rant les variables, quand m = — 4. 

3°. Dans tout autre cas , soit fait z= 417,2" =u, puis 
m+4 WE, i 
a i A E TE 3" 
et l’on a cette équ. semblable à la proposée, 
dt + b'Pdu:= a'u"du; 


n=— 


on pourra dont la traiter comme ci-dessus, et l'intégrer lorsque 
n sera — 2 OÙ — 4. 

Et si n n’est pas — 2 ou — 4, en effectuant une transforma- 
tion semblable, et continuant de proche en proche, selon les 
mêmes procédés, on sera ramené à des équ. de mêmes formes 
que la proposée, ayant pour la variable, dans le 2° membre, 


un exposant successivement = — z + EF -2 feH, 


c.-à-d. que cet exposant est 


m+4 3m+8 _5m+12 12 m + 16 
m+3 om+5. 3m+7’  {m+9 


Que l’une due ces fractions soit nulle, ou—2, ou—{, l'intégrale 


sera facile à SR savoir, m = = ái ` , étant un entier quel- 
conque, positif, ou zéro. 


Si Von eût commencé par faire y= 17", z"+'=2, dans la 
proposée , le même calcul aurait conduit à trouver qne l’inté- 


-a 4i 4i. 
gration est possible lorsque m = — me. ainsimæ=;— est 


la condition d’intégrabilité de l’équ. de Riccati. 


Du Facteur propre à rendre intégrable. 
859. L'équ. Mdy + Ndx= 0 ne résulte pas toujours im- 


médiatement de la différentiation d’une équ. fx ,7) = 0; car 
on a pu, après ce calcul, multiplier ou diviser toute l’équ. par 
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une fonction quelconque, ou en éliminer une constante (n° 727) 
à l’aide de fx, y)= 0, ou enfin faire telle combinaison qu’on 
voudra de ces équ.entre elles. L'équ. proposée peut dœnc ne pas 
être une différentielle exactes 
En général, soit u = f(x, y), la différentielle étamt...... 
du = Mdy + Ndz, la relation ps De 
SE "= aN 
maay’ 
Ainsi, toutes les aie que Mdy + Ndz est une différentielle 
exacte, la condition (1) doit étre remplie. Réciproqueme nt, 
siMetN satisfont à la condition (1), Mdy + Ndx est une di fë- 
rentielle exacte qu’il sera toujours possible d'intégrer. 
Pour démontrer cetteréciproque, intégrons Mdy en regardant 
æecommeconstant, etsoit P l'intégrale, fonetion connuedezcet y, 


devient ici 


A (1). 


résultant de /Mdy, relative à y seul, ou M = de 


la constante arbitraire une quantité X, qui pourra contenir x, 
nous aurons P +X pour l'intégrale de Mdy relative à y. Prou- 
vons que PX est l'intégrale de Mdy+Naäx, quand l'équ. (1) 
a lieu. 

La différentielle complète de P + X est 


. Prenant pour 


de + =dr+ax ou dx + My + ax; 


d’où F FR que P+X sera l’intégralede Mdy +Ndx 
(qui sera par conséquent une différentielle exacte), si l'on peut 
déterminer X de sorte que ce trinome soit = Mdy + Ndz, ou 


Nix= A dr+dX, ou dX= (N-E). . (3) 
Or, en différentiant n=T par rapport à x, on trouve, en 


vertu de la condition supposée (1), è 
aM VP _anN aN _d'P 
"7 LA dy — dyde — 
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ou o=d (x— TYH TES Le a donc une 


fonction de z, ce qu'il s'agissait de FL Vs 

L'intégrale cherchée est dohe P + X, P étant celle de Ma r 
par rapport à y seul, et X l'intégrale de la fonction de x donnée 
par l’équ. (2). Nous avons donc démontré notre réciproque en 
même temps que nous avons donné un procédé d'intégration 
de Mdy + Ndz. 

Il est inutile de dire qu’on peut également commencer par 
intégrer Ndz, y étant constant, et compléter l'intégrale par 
une fonction F der, etc... On préférera celle de ces deux voies 
qui facilitera davantage le calcul. 


I. Soit proposé d'intégrer EE + adz + 2bydy, où 
1 


on trouve P= by" ; ainsi by’ + X est l'intégrale cherchée, puis- 
que la condition (1) est remplie. La différentielle de y? + X re- 
lative à x, comparée à Ndx, donne (p. 451) 


= Ts taie, d'où X=ar+l.c{x + ya HAr’); 


done, on a by*+ ax 4l.c{x44/(1+2)]. 
11. De même pour 
a(rdr+ydy) | ydx—xdy 3by* 
Ve) À + oran 


M= Lo ps à 4e, 3by?, 
FE Verr) Gal + 


~i- 


dax Le 


— a ax 2m" 

TV +7) ee 
Après avoir reconnu que l’équ. (1) est satisfaite, on intégrera 
Ndx par rapport à x; on trouvera 


aV (x +7) + are( tang =?) +F, 
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en désignant par Y une fonction de y. Différentiant cette ex- 
pression par rapport à y, et comparant à Mdy, on aura... 
dY = 3by'dy, d’où Y=b7y* +c. Ainsi l'intégrale est obtenue 
complétement. En faisant a=b = 0, on trouve 
LEE =ve (tang =?) +e.” 

Cette intégrale, employée par M. Laplace ( Mëcan. cél., 
t. I, p. 6), est un cas particulier de la précédente. 

IT. On trouvera de même 


daje HVE +r) +ordr ti 
tverr vetr) EVENT. 
860. Quand Wdy + Ndz ne satisfait pas à la condition d'in- 
tégrabilité, on peut se proposer de trouver si, en multipliant 
cette expression par une fonction z de x et y, elle pourrait de- 
venir une différentielle exacte. Mdy-+Ndx=o résulte de l’éli- 
mination d’une constante entre la primitive x, y, c)=0, et 
sa différentielle immédiate. Mettons ces équations sous la forme 
r'+K=0, c=ọ (x,7),ce qui est permis; K représente une 
fonction quelconque de x et y. La dérivée de c—=@(x, 7) étant 


ÿ’=Pr+Q=0, onay + l =o, et, comme la cons- 


tante c n'entre plus ici, cette expression (n° 727) est identique 
avec y+ K, ou 
0 EE pe o 0 , 
y+ ROLE, ona #—=P(r +K); 

comme ces deux membres sont identiques , et que g" est une 
dérivée exacte, P(y"+ K) doit également en être une, ce qui 
prouve qu'ély a toujours un facteur P propre à rendre intégrable 
la fonction y + K , ainsi que toute équation différentielle du 
premier ordre entre x et y. 

Cherchous ce facteur, que nous représenterons par z. 

Mzdy+Nzdx ne peut être différentielle exacte qu'autant que 
d(Mz) __d(Nz) aM dN\_ ,, dz dz 


ne — — M 


dr dy » OU Z à = T x. 
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Cette équ. aux différentielles partielles est rarement utile à 
cause de la difficulté des caleuls ; mais on peut en tirer quelques 
propriétés remarquables. 

1°, Si l'intégrale u de z(Mdy4+- Ndz) était connue, le facteur 


F E du du 
z serait facile à trouver; car en comparant Jaa +R? De 


avec {Mdr + Ndz), qui lui est identique, on en tirerait 
aisément z. 

2°, Multipliant l’équ. du =z ( Mdy + Ndz) par une fonc- 
tion quelconque de u, telle que gu, nous avons 


qu.du=2.qu(Mdry + Ndz). 


Or, le premier membre étant une différentielle exacte, le 
deuxième , qui lui est identique, doit jouir de la même pro- 
priété ; d’où il suit qu’il y a une infinité de facteurs z.qu propres 
à rendre intégrable toute fonction de x et de y, et que la con- 
naissance de l’un d’entre eux z suflit pour en obtenir un nombre 
infini d’autres z.qu. 

.3°. Si le facteur z ne contient que l’une des variables x ou y, 
on le trouve aisément ; car soit z fonction de x seul , l’équ. (3) 
se réduit à 


re] ESS . @ 


ds dN a 


a w E—o, t na Ge est plus une différ 
parce q g e etane gg n'est plus une différence par- 


tielle. L’intégration de cette équ. donnera z; car l'hypothèse 
exige que le 2° membre soit indépendant de y ; on reconnaîtra 
mème à ce caractère si la supposition est légitime. 

De même, si z est fonction de y seul, on a 


dz LA NES am 6), 


et le 2° membre doit être ER de x. On remarque dans 
les équ. (4) et (5) que la partie renfermée dans les paren- 
thèses est nulie, lorsque Mdy + Ndx est une différentielle 
exacte. - 

7 IE 32 
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I, Soit, par exemple, dx -+ (adæ® + 2bydy ) V0 -+ x)= 0 ; 
la condition d’intégrabilité n’est pas remplie, puisque 
RRQ PEER o c 
dy de  y{i+x)’ 
mais cette quantité, divisée par Mou 2by y (1-4 °}, donne 
— x 
1 + z°° 
rendue intégrable par un facteur fonction de x. L’équation (4) 
donne 


pour quotient cette fonction de x, 


donc Péqu. sera 


— zdr L á X 
lz = bat 0 a EU a): 
Donc z= A La proposée prend alors la forme qu’on 
a traitée n° 859, I. 
; LES 72,1 aN dM 
IL. L'’équ. linéaire dy + Pydx = Qdx donne TETE =P, 


aussi la condition (1) n’a pas lieu ; mais cette fonction P, di- 
visée par M=1 , donne une fonction de x; ainsi = sdz, 
d’où lz =/Pdr=u , et z=e*". Tel est le facteur qui rend la 
proposée intégrable. Elle devient e*dy-+ e"( Py-- Q)dr=o; 
il ne s’agit plus que de suivre le procédé du n° 859. Intégrant 
e“dy par rapport à y, on a e“y+-X, dont la différentielle re- 
lative à x, comparée à e“(Py—Q)dz , donne dX=—e"Qdx; 
donc l'intégrale cherchée est, comme on le sait déjà ( n° 857), 


ey =f Qedr +c, équ. où u =f Pdz. 


JE. De mê 3 Ank a 
e même , z'dy+ (42y var) 
Iz=—1x ; ainsi, il faut multiplier la proposée par x pour qu’elle 
soit intégrable. On trouve enfin, pourintégrale, 
zy+V(i— x) =c. 


IV. Le facteur propre à rendre intégrables les fonctions ho- 
mogènes se trouve aisément. Soit m le degré (n° 322) d’une 


dæ=o, donne 
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telle fonction F des variables x, Por s3 8 fon les remplace par 
lx ,ly..., Létant un nombre quelconque, F deviendra IF; 


faisant 144 h, F devient donc 
E. 
GR) Fi mh 4} m(m—1)k’...]- 

D'un autre côté, z, y... sont devenus x +hxr,y+hy..., 
et la fonction F de (x + hx), (y-+hy).... se développe sui- 
vant le théorème (n° 743), 

dF be PF d’ ËE ky 
F+T het Tehy ti à tay A 
Comparant les puissances semblables de À , dans ces deux déve- 
loppemens, on trouve 


m= eH 


mm) F= TE EE a PS ul T E 

86r. Pour appliquer ce théorème à Mdy + Ndz, M et N 
étant homogènes du degré p, cherchons s’il existe un facteur 
homogène z, qui rende zMdy+-zNdzx une différentielle exacte ; 
soit n le degré de z. Comme Nz est homogène du degré p+n, 
la propriété ci-dessus donne 
d(W2) 

dy ? 


+ Nez 09 +, 


d(Mz) _ d(N2) 
or, on suppose: ae dy è 


: 
en substituant dans la précédente pour ce dernier terme sa va- 
leur, il vient 


d(# 
(p+n) Nz= x 02 022 ( {y2) EH ne, 


de 


ou (p tnt) Ne = EO END, 


i : cb 
cette équation est satisfaite, en faisant z = MIN: car 
32 
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alors le degré n de z est = — p — 1, d'où p+n+i=o. 

Don Mår+ Niz 
onc My Ne. TON 

ensuite de difficulté (n° 859), 

On trouve que rdy—dz [y + F QT. = 0, doit être 
divisé par sy (x= 7°); intégrant TEFA FI? par řapport 
à y, on al[yr+ Ve? +7] (n° 813); ajoutant X, différen- 
tiant par rapport à x, et comparant, il vient 
fe EVE A) ne De 2 o 

TVer + A TRSA p 
l HP FIREA") 
=—2d Hem A P E ns 
aye HFE TERR 
ainsi, X = lc— lz’, et l'intégrale cherchée est 
eyte VHE, $ 
comme n° 855, II. 


© 862. On a quelquefois besoin de différentier, relativement 
à y, des fonctions qui, telles que u = /Mdx, sont affectées du 
signe d'intégration par rapport à x; on diflérentie alors sous le 
signe f. En effet, puisqu'on a 


est intégrable ; l'intégration ne présente plus 


du py, du d'u AM, 
dr ? dy ona FIr’ 


et intégrant par ous à x, on Fava a aF A pis 


Sur les Solutions singulières ou i AA 


863. Soit proposée une équ. différentielle 7 —0o, qui ait 
pour intégrale complète SX, Y, ©) =0, c étant la constante 
arbitraire. La différentielle immédiate de cette équation sera 
Pdy+Qdx= 0; la proposée doit résulter de l'élimination de c 
entre ces deux dernières (n°727). Tant que celles-ci demeurent 
les mêmes, on doit retomber sur la proposée 7 —0, par Péli- 
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mination dec, quelque grandeur qu’on prenne pour e, dans l’une 
et l’autre , quand même c serait une fonction de vet y : cela 
est évident. Différentiant f=0 par rapport à x, y etc, on a 
Pd y + Qdx + Cdc= 0, 

qui se réduit à Pd y + Qdz =o, en posant Cde — 0; donc, 
toute valeur de c qui satisfait à cette condition, change f= o 
en une équation S$—0, telle que sa différentielle est encore 
Pd y + Qdz=0 : l'élimination de c entre les équ. Cdc=0,/=0 
redonnera la proposée 7 = 0; donc S = o est une relation 
entre x et y qui satisfait à l’équ. 7 =0, eten est une intégrale. 

Cde = o donne, LS 

1°. dec= 0, c= const., et la fonction f reste la même. 

2°. C= 0 peut donner une valeur constante et déterminée 
dec; f=0 devient alors une intégrale particulière, qui n'offre 
rien de remarquable : c’est un cas renfermé dans le précédert, 
où l’on a pris pour c un nombre désigné. 

3°. C ne contient pas c, quand c n’est dans f qu’au 1°’ degré; 
alors on ne doit pas poser C—0, cette équ. ne pouvant donner 
de valeur de c; ou plutôt C—0 donne une intégrale particu- 
lière, qui répond à c infini. 


4. C=0o, ou i = 0 , peut donner pour c une fonction va- 


riable, c=ọ (x, y); ọ étant substituée à c dans f=0 , on aura 
uneéqu. S=0 , dont la différentielle sera encore Pdy+ Qdr—o, 
en éliminant 9. 

En général, S n’est pas compris dans f(x, y, €), puisque c ne 
peut y recevoir que des valeurs constantes, tandis que c est de- 
venu variable. L’équ. $= 0, qui ue renferme pas de constante 
arbitraire, offre donc une relation entre x et y, qui satisfait à 
la proposée Y= 0, quoique n'étant pas comprise dans son in- 
tégrale générale, C’est ce qu’on nomme une Solution singulière 
ou particulière. 

Par exemple, Félimination de la constante c entre l’équatijon 
2 —acy + r= 0, etsa dérivée, donne (n° 7927). 


(x —27*) K ds TE EA — Pn 0; 
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mais si l’on regarde c comme seule variable dans l'équation 
primitive proposée, on aura c = — y, ce qui la changera en 
+°+27"—0. On peut aisément s'assurer, par le calcul, que cette 
équ. satisfait à notre équ. différentielle, quoiqu’elle ne soit pas 
comprise dans son intégrale. 

Pareillement a° — 207 — b — c°—0, a pour dérivée, après 

l'élimination dec, 
J'E —b)—2xrr =. 

La dérivée relative à c seul donne y + ce 0; d’où c=— y, 
puis z°+ p= =b; c'est k solution singulière de notre équation 
dérivée. 

L’équ. y= x + (c — 1) we; donne Sn 1)Yz=0; 
d’où c—=1, puis y=x, cas particulier de l'intégrale com- 
plète; ce n’est donc pas une solution singulière. Ceci se rap- 


porte à ce qui a été dit (2°.). 
Enfin, l’équ. 4 T° = acz, donne C—=ax =0, qui, ne 


contenant pas c, ne donne encore qu’une intégrale particulière 
relative à c = co. (oyez le cas 3°.) 

864. Nous ferons ici quelques remarques . 

1°. Les solutions singulières doivent être cherchées avec au- 
tant de soin que les intégrales complètes, parce qu’elles peuvent 
renfermer la vraie solution du problème, qui conduit à l’équa- 
tion différentielle qu’on a intégrée. 

ar L'équ. = A 7e exprime la condition pour que fx, y, c)=0 


ait des racines ie relatives à c (n° 524). Si donc, à l’aide 
de l’équ. singulière, on chasse x ou y, l’intégrale complète 
de l'équ. résultante aura des facteurs égaux. C’est ainsi que, 
dans notre 1° exemple, si l’on fait x*=——27*, la proposée 
devient 
Jar += (y + ce) —0. 

3°. Puisque la constante c est arbitraire, on peut considérer 
l'intégrale complète f(x, y, c)= o comme l’ équ. d’une infinité 
de courbes, dont le paramètre c est différent. Si donc on at- 
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tribue à c toutes les valeurs possibles , ces lignes consécutives 
se couperout deux à deux en une série de points, dont le 
système formera une courbe tangente à chacune. L’équ. 
f(x, y, c) = 0 appartient à l’une de nos courbes, ainsi qu’à 
la courbe qui les embrasse toutes; seulement c est constant 
dans le 1“ cas, quels que soient æ et y; tandis que dans le 2°, 
c est une fonction variable des coordonnées du point de con- 
tact. La tangente, en ce point, étant déterminée par y’, est 
la même pour l’une et pour l’autre; y’ doit donc conserver la 
mème valeur, que c soit constant ou variable dans f(x, y,c)=0; 
d'où il suit que si l’on élimine c entre f =0, at= 0, 
l’équ. résultante en x et y, qui est Za solution singulière, ap- 
partient à la ligne de contact des courbes comprises dans lin- 
tégrale complète. (Voyez n° 805.) 

4°. Résolvons par rapport à c l’équ. Ræ, y, c) = 0, et soit 
c—=\Ÿ(z,r).Si l’on substituait Ÿ (x, y) pour c, dans /{x, y, c)—0, 
le résultat serait identiquement nui, ainsi que toutes les dérivées 
relatives, soit à x, soit à y. On a gs ji n° 712) 


fee où =; y, 
? dz — 


] . ando iog 
or, +=0 donne = de même F = 00. Ce caractère, 


propre aux solutions singulières, offre encore un moyen de les 
obtenir, 
De x°— acy — c — b—=0, on tire 
A AEE x ; 
eam = + (+ — 0), > Ve Fy ii 
donc r*+ y° =b, qui rend cette fraction infinie, est la a- 
tion pc 


En posant ae To E, on infini, il conviendra de s’assurer-si la 


relation entre x et y, qui en résulte, combinée avec ła propo- 
sée, ne donne pas ọ (x, y) = const ; car alors on n’aüraitqu’une 
intégrale particulière. # 
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5°. L'existence des solutions singulières est une conséquence 
de ce que l’équ a = C= 0, donne pour c une valeur va- 
riable c =ẹ¢ (x, y): mais il se peut que la fonction @ soit ré- 
ductible à une constante, en vertu de l'intégrale complète. . . 
SX, y,c)= 0, ou que f contint c sous la forme (c— a) {c —9), 
en sorte que c==ọ reviendrait à c =a; alors on n'aurait plus. 
qu’une intégrale particulière, comme si l’on eût pris un nombre 
déterminé pour c. Donc, pour que C=0 donne une solution 
singulière, il faut qu’il n’en résulte pour c , ni une constante, 
ni méme une fonction variable @ qui, mise dans f= o , revien- 
drait à y prendre pour c une valeur constante. 


Par exemple, 
(2 +7— 0) (y°—2c7) + (x —b)e=0, 
donne = — ya + 7° —b) + (x — be =0; 
doù c phy Asana aimi puis y’( 7°+ z°— b) =0. 


Cette équ. n’est qu’une intégrale particulière provenue de 
c=0. 
De même *—( x+ y)c—c+x+y=0o, donne 
C—2c—rxz—y—1=0, c=;(x+r+i); 

la proposée, qui revient à (c— 1). (c—x— y)=0o, devient 
(x+ y— 1) =0; ainsi on a x -} y= 1, intégrale particu- 
lière provenue de c =1 , après avoir divisé par c —1. 

L'équ. y= x- (c — 1) (c — x)’, donne 

C=(c— zx) (c—1) (2c—xz—1)=0. 

c=1ı donne l'intégrale particulière y=x; c=2x donne la 

même chose , et non pas une solution singulière, quoique c soit 


variable. 
Enfin, o=} (x +1) donne la solution singulière. 


6°. Soitz le multiplicateur qui rend dérivée exacte l'équation 
Y'+K=0, en sorte que z(7'+ K)—@g=0o ait pour pri- 
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mitive (x, y)=c; la solution singulière $=o ne doit pas 
être comprise dans cetteéquation. Par conséquent, si de S=0, 
on tire y en fonction de x,y=4Ÿx, la substitution dans la 
fonction olz, x) ne doit pas la réduire à une constante ; ainsi 
sa dérivée g’ ne doit pas être nulle. 

On woit donc. que des deux expressions y +K, ét gou 
z(y +- K), l’une doit être nulle en vertu, de J=Ÿr, tandis 
que l’œutre ne doit pas l’être ; ce qui ne peut avoir lieu qu’au- 
tant que z est infini. Il en résulte que les solutions singulières 
rendent infinis tous les facteurs propres à rendre intégrable 
l'équ. différentielle proposée ; ou plutôt, que les solutions singu- 
lières de cette équ. ne sont autre chose que les facteurs algébri- 
ques, que l’on peut mettre en évidence, et séparer entièrement 
de cette équ. par une tranformation convenable. 


(ayez un Mémoire de M. Poisson, 13° Journ. Polyt., où il 
est démontré qu’on peut toujours délivrer une équ . dur" ordre 
de sa solution particulière, ou en introduire une à volonté.) 


865. Concevons que y= X satisfasse à une équ. proposée 
SEE, y), X étant une fonction donnée de +, et qu’on ait 


—F(x, X)...... (1); 
cherchons à reconnaître si y =X est une solution singulière, 
ou une intégrale particulière; X ne renfermant pas de constante 
arbitraire. Soity—{(x, a) l'intégrale complète de J'=F(, 7); 
a étant la constante arbitraire : si y= X est un cas particulier 
de y=Ÿ(x,a), en sorte que Ÿ(x,a) devienne X lorsqu'on 
attribue à a une valeur à, il faut que 4 (x, a)— X soit zéro 
pour a= ù : donc (n° 5ho) 

Y(x,a)—X=(a—b)"s, 
m étant la plus haute puissance de a— ù , et z une fonction de 
æ et a qui ne devient o, ni œ , pour a = b. Représentons la 
constante (a—b)" par c; l'intégrale complète de y'= F(x,y) 
sera donc Y=X+ cz. 


Si l’on substitue cette valeur de y dans y'= F(x,y), cette 
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relation deviendra identique, 
X'+cz =F(x,X + cz). 
Or, d’une part , le développement de z suivant les puissances 
ascendantes de c, a la forme (n° 738) z= K + Act + B-p... 
les exposans a, b... étant croissans et positifs, et X,4,B... 
des fonctions de x; car z n’est ni œ, ni o, lorsque c=o. 
Donc s 
X'+cr = X'4+K'e + Aay... 
De l’autre part, le développement de F(z,X -+ cz) doit pa- 
reillement être F(x,X) + Nez" + Mez” +... n,m., étant 
croissans et positifs. Cette série est d’ailleurs facile à obtenir 
(n° 746) , et l’on doit regarder comme connus les nombres n, 
m..., ainsi que les fonctions de x désignées par N, H.... Si 
donc l’on met ici pour z sa valeur développée , on a , en vertu 
de (1), : 
K'e Aldata, NPK Ace +...) 
+Mo(K-p Ace p.. .)" ete. 

Il s’agit donc de savoir s’il est possible de déterminer z, ou 
plutôt les coefficiens 4, B... en fonction de z, et les nombres 
a, b..., de manière à rendre cette équ. identique; car, si cela 
n’est pas possible, y= X est une solution singulière ; dans le 
cas contraire , on a une intégrale particulière. 

IL se présente trois cas. 

1°. Si n> 1, le terme K’c n’en rencontre pas de semblable 
qui puisse le détruire : on fera donc K'= 0, d’où K = const. 
Puis on posera a+1=n, A'= NK", ce qui déterminera 
a=n— ı, et 4=/NK"dz; et ainsi des autres termes. 
L'identité sera donc toujours possible, et y = X sera une inté- 
grale particulière. 

2°, Sin=1, la même chose aura lieu; car, posant X'= NX, 
on aura lK==f Ndz : il sera facile ensuite d’ordonner les deux 
membres, et de comparer les exposans et les coeficiens respectifs 
des termes de même rang. On déterminera ainsi les exposans 
a, b...,et les cefficiens K, 4, B... 

3°. Enfin, si nr, le terme Nc"X" n’en trouvera aucun autre 
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qui lui soit semblable, puisqu'il n’y a pas d’exposant de c qui 
soit <1 dans le 1° membre : et comme K ne peut être nul, 
il ne sera possible en aucune manière de satisfaire à l’identité : 
>= X sera donc une solution singulière. 


866. Puisque n <1 dans ce dernier cas, en mettant X4+€z 
pour y dans F(x, y), si le développement de Taylor est fautif 
entre Je 1° et le 2° terme, c.-à-d. si la dérivée de F(x,y) 
relative à y est infinie (n° 736, 3°.), y= X est une solution 
singulière. Réciproquement une valeur y = X qui satisfait à 


J =F(x,; y), et rend E infini, est une solution singulière, 


puisqw’elle donne au développement de F(x, X -+ cz) la forme 
X' +NK". ..,n étant <1. 

La condition j , Où dr = ©, forme donc le véritable ca- 

dx, 47 

ractère des solutions singulières , et l’on voit que pour qu’elle 
soit remplie, si la fonction Fest algébrique, elle doit renfermer 
un radical (n° 739,3°.) que l'hypothèse y= X fait disparaître. 
Dans le 1° de nos exemples, p. 502, on a 


lrivi dr _ = (: 
z’—b ‘dy z— EE ro D 


et cette dernière fraction est rendue infinie par Ja solution sin- 
gulière y°=b — r. 


867. Il est donc facile d'obtenir les solutions singulières 
sans connaître l'intégrale complète; car en tirant la valeur de 
d # 

” ——, on l’égalera à l'infini : soit = 
TA —@. Considérant tous les facteurs de ces équations, les 
résultats qui satisferont à y'=F (x,y) seront seuls les solutions 
singulières. 

Pour y'=a(y—n), on a ak(y — n) =œ , ce qui exige 
que k soit <1, et y= n: et comme la proposée n’est satisfaite 
par y= n que si k est positif, on voit qu’elle n’est susceptible 


= on fera T'=o0, ou 
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de solution singulière que si k est entre o et 1, L'intégrale 


1—k 
complète est SE en RS =ar 4 c. 


Il n’est pas nécessaire de donner à l'équation dérivée la forme 
explicite y'= F(x, y) pour appliquer notre théorème ; car» 
soit = o0, la relation donnée entre x, yet y’; on peut con- 
sidérer y’ comme une fonction de x et y, que cette équation 
détermine; ainsi , la différence partielle de y’ relative à y, sera 
donnée (n° 712) par 


S ey à 
Var tap ay Te 
d dr; ay 
or, T est infini quand $ Tr TS = © : 


en sorte q'on phtiagidié toutesles solutionssingulières par cette 
voie. S'il arrive même que la fonction 7 soit algébrique, 
rationnelle et entière , cette dernière condition ne sera pas 
possible. Il faudra ensuite éliminer y’ entre F= oet = 0. 
Onnedevra d’ailleurs prendre que les facteurs de cette dernièr e, 
qui ne sont pas communs entre = et — PR 
dy dy 

Ce caleul ne fera connaître que celles des solutions singulières 
qui contiennent y; celles qui ne renferment que x échappent à 
cette règle ; pour obtenir celles-ci, on devra raisonner de même 
par rapport à x : on trouvera ainsi, outre les solutions déjà 
connues où entrent x et T, celles qui ne dépendent pas de y. 

1°. Ainsi, (x*—2y*)y"*—4xyy — x°=0 donne 


(x°— 27°) y — 227 = 0, 


en différentiant par rapport à y’ seul : éliminant y’ entre ces 
équ., on trouve la solution singulière, qui est æ°+27°= 0. 


2°. De même zdz +ydy=dyy (+y —c), 
ou PES PA, 
donne ay 4 y (t — x)= 0, puis t+ y= i. 
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3. Pour ydr—rdy=ads, où ds =y (dx + dy*), on trouve 
J'— a =y y +7" (a —2), 


d'où æy = y'(x°— a); puis éliminant y’ ona, ponr: la so— 
lation singulière, °+7°= a*. 


4°. Celle de y=27'+Y,, où Y, est une Gr À ar 
de y”, s'obtient en éliminant y” à l’aide de x PE T= =o. 

868. Puisque sans connaître l'intégrale complète d’une équ. 
dérivée V= 0, on sait en trouver les solutions singulières, et 
que le facteur z, propre à rendre intégrable la proposée , est 
alors infini (n° 864 , 6°.), on peut souvent, par des artifices 
d'analyse, trouver ce facteur z: Un exemple tiré du Mémoire 
de Trembley (Acad. Turin, 1790 — 91) suffira pour faire en- 
tendre ce procédé. 

Dans lex. 8° nous avons trouvé 2°+ y°— a°— o pour solu- 
tion singulière; la proposée résolue par rapport à y’, donne 

(ær) y Hey = a+ ra’), 

qui est visiblement satisfaite par z°— a’ = 0 : on essaiera si 
le facteur z a la forme (x°— a°)"( r+ x’`— a°)", m et n étant 
des indéterminées. Pour cela, on multipliera l’équ. ci-dessus par 
cette fonction, et lon posera la condition (1) (n° 859), puis 
on verra qu "elle est remplie en prenant m=—1, n=— +; 
ainsi , le facteur qui rend la proposée intégrable est 


(r= à) (pa). 
Des Équations où les Différentielles passent le premier 
degré. 


869. Cherchons l'intégrale de F(x, y, r',7"...7")=0. 
Comme cette équ. ne peut provenir que de l'élimination d’une 
constante c cntre l’équ. intégrale et sa dérivée immédiate, dans 
lesquelles c entre à la puissance m, soit c—@g(x,7) la valeur 
de cette constante tirée de l'intégrale; Q’ (x, 7) =o ne con- 
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tiendra y’ qu’au 1° degré, et l'on pourra en tirer y'=X, 
X contenant x et y affectés de radicaux : et puisqu'en les 
faisant disparaître par des elévations de puissances, on doit 
reproduire la proposée F= 0, ils’ensuit que y —Y doit être 
facteur de F. 

Si donc on résout la proposée par rapport à y’, et qu’on in- 
tègre ses facteurs y'—X=0, y'— X,=0..., on voit que ces 
intégrales seront celles de la proposée qui répondent aux di- 
verses valeurs de c=ọ (x, y). Soient P=0, Q=0, R=0..., 
ces intégrales; leurs produits PQ=0,PQR=o. .., satisferont 
aussi à la proposée , car la dérivée du produit PQR... .. étant 
P'QR...+PQ'R...+PQR'...+etc., chaque terme est nul 
en particulier. 

Par exemple, 7'*+ 2x7 = 7 donne 

—r+ 24 r? 
Den REKUR: Toy D 5e 
4 VrH 
et comme le 1“ membre est visiblement (n° 809, IV) la dérivée 
de y(x°+7°), on a pour intégrale 
EV(r'+2x)=x+c, ou P= cree. 

870. Au reste, il est des cas où l’on peut, par des artifices 
de calcul, éviter la résolution des équ. par rapport à y’ : les 
deux exemples qui suivent sont dans ce cas. 

I. Supposons que l’équ. ne contienne que zx et y’, et soit 
facile à résoudre par rapport à x, en sorte qu’on ait x = Fy”. 
Comme dy = y'dz donne (n° 809, V), y = xy' — frdy', en 
mettant pour x sa valeur Fy’, on a 

Y= Er — JEY dr. 
Après avoir intégré /Fy'.dy', ce qui rentre dans les quadra- 
tures, on éliminera y’ à l’aide de la proposée x = Fy’. 

Ainsi pour (1+7")x=1, on a 


4 


CEE EN T RU 
AAT T T TE (E 
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ce dernier terme =arc(tang=7")+#c ; éliminant y’, on trouve 
enfin, pour l'intégrale demandée, 

LE V(z—a*)— are ( tang = VF +c. 
II. Si Péqu. a la forme y = y'x + Fy’, en différentiant, on à 


dy = = g'dr+ (z+ T) dqy’, ou (+= 
à cause de dy = y'dz. 
En égalant chaque facteur à o, il vient y = cet x + D 0. 


Il ne reste plus qu’à éliminer y’, entre la proposée et l’une óu 
l’autre de ces équ. Celle-ci ne donne qu’une solution singu- 
lière (n° 867, 4°.) : la 1° conduit à l'intégrale complète 
y= cx + C, en désignant par C ce que devient Fy’ lorsqu'on 
y remplace y’ par c, ou C= Fc. 

Ainsi, ydx — æxdy = ay/(dx° + dy*) se met sous la forme 


J=r'z+a/ (+) 
d’où J'=cetr+ =: 


la 1° donne pour intégrale complète y =cx+a4/(1 +c); la 
2° conduit à la solution singulière y*+x°—4, lorsqu'on en 
tire la valeur de y’ pour la substituer dans la proposée. 


Des Constantes arbitraires; de l Intégration des équa- 
tions différentielles à l'aide des séries et de leurs 


constructions. 


871. Reprenons la série de Maclaurin (n° 746), 
JS =fx=f0 + xf 0 + :x*f'o +ete., 
dans laquelle fo, f'o, f'o... sont les valeurs constantes que 
prennent fx, fx, f'x...., lorsqu'on fait r=o. Si l’équ. 
dérivée donnée est du 1° ordre, on en tirera y’, y", y”... en 
fonction de y et x, par des dérivations successives. Puisque 
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=0 sapna à y= fo, en substituant ces deux valeurs dans 
Ia J”. -+ On aura celles de f'o, f'o, et, par conséquent , 
tout sera connu dans notre série, excepté fo qui demeurera 
arbitraire. 

De même, si la dérivée donnée est du 2° ordre, on en tire 
Y", x". en fonction de x, y et y'; or, T= 0 répond à y — fo 
et y'=f'0; mettant ces valeurs dans celles de y”, y”..., puis 
dans la série, tout y est connu, excepté les constantes fo et f'o 
qui sont quelconques. 

Et ainsi des ordres supérieurs. 

Ce mode d'intégration ne peut être employé lorsqu'on ren- 
contre linfini en faisant x —0; dans fæ, fr, f'x...,etla 
série de Maclaurin ne subsiste plus. Mais faisons x=—a dans 
celle de Taylor, a étant un nombre quelconque, qui ne rende 
infinie aucune de ces fonctions ( n° 535); en désignant par À, 
A', A"... les valeurs qu’elles prennent alors, nous avons 

fath A+ ARE ARE AR... 

d'où 7y=fr= 4+ 14'(x—a)+54"(x—a) +5 4"..., 
en posant l'arbitraire k=zx— a. Le mème raisonnement que 
ci-dessus montre que tout est ici connu, excepté la constante 4, 
si l’équ. proposée est du 1“ ordre; excepté £ et 4’, si elle est 
du 2°, etc.; du reste, quoiqu’on ait pris a à volonté, cette lettre 
ne compte pas pour une constante arbitraire ; c’est la valeur 4 
que prend alors y qui en tient lieu. 

Concluons de là que, 1°. il existe toujours une série qui est 
l'intégrale de toute équ. différentielle entre deux variables ; on 
sait trouver celte série, aux di ificuliés près que le calcul peut 
offrir. 

2°. L'intégrale renferme toujours autant de constantes arbi- 
traires qu’il y a d'unités dans l’ordre de la dérivée. Quoique 
fondée sur la théorie des suites, cette conséquence a pourtant 
toute la rigueur convenable, puisqu'on peut regarder toute 
série comme le développement d’une expression finie y — fr, 
laquelle doit contenir autant de constantes arbitraires que la 
série. 
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3°. De quelque manière qu'on soit parvenu à une intégrale, 
qui renferme le nombre convenable de constantes arbitraires, 
celte équ. sera la primitive de la proposée, et renfermera né- 
cessairement toute autre intégrale qui y satisferait aussi avec 
le méme nombre de constantes arbitraires. 

872. En faisant k= — x dans 
Ja+h=r+rh+ir" +... 
J'a+h)=r + hhi +... 

S a+ hr" ++ rh E...., etc. 
on a G)...fo=y—-rz+ir'z —..…., 
(2)... fo "E H ge —..., 
(3)...f'o=7"—7"xz + iy r —..., etc. 

Donc, 1°. si l’équ. dérivée donnée est du 1°° ordre , On aura 
BES aa en fonction de x et y ; en sorte qu’en substituant 
dans la formule (1), on aura l'intégrale, fo étant la constante 
arbitraire. 

2°, Si l'équation proposée est du 2° ordre, y", y”... seront 
donnésenx, yet y‘ ;en sorte qu’en substituant dans (r)et (2), 
on aura deux équ. entre x,y et y’, chacune contenant une 
constante arbitraire , ce qui formera deux équ. intégrales du 
1% ordre. 

Et ainsi de suite. Il est d’ailleurs évident, par la forme même 
de ces intégrales, qu’elles sont différentes. Ainsi, toute équ. du 
n° ordre, a n intégrales de l'ordre n—1. Si ces dernières 
étaient connues, l'intégrale finie le serait bientôt, puisqu'il suf- 
firait d'éliminer entre elles y’, y”... ., 77". Donc, ayant une 
équ. dérivée du 2° ordre, on aura également sa primitive abso- 
lue, soit en éliminant y’ entre ses deux dérivées du 1°° ordre, 
soit en cherchant une relation finie entre x et y, qui contienne 
deux constantes arbitraires , et qui satisfasse à la proposée. On 
en dira autant des autres ordres. 

Il nous resterait à démontrer, sur l'intégration des équ. des 


ordres supérieurs, plusieurs théorèmes relatifs aux facteurs 
T: M, 33 
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propres à rendre intégrables et aux solutions singulières. Vol. 
12°, Journ. Polyt., leçons 13, 14 et 15, par Lagrange. 


873. La théorie que nous venons d’exposer est démontrée 
complétement ; mais elle n’est pas toujours propre à faire con- 
naître l'intégrale approximative , à moins qu’on ne recoure à 
des transformations qui amènent la fonction à l’état nécessaire 
pour qu’on puisse y appliquer les principes précédens. 

Lorsque l'intégrale ne doit pas procéder suivant les puissances 
entières et positives de z, on aura 


y= Ax + Bz 40r +... (1), 


et il s'agira de déterminer les exposans a,ġ,c. .., et les coeffi- 
ciens 4,B,C...Pour cela,on en tirera les valeurs de y’, y”... 
et on les substituera dans la dérivée proposée , que nous sup- 
posons du 1“ ordre et qui devra être rendue identique; puis 
ordonnant par rapport à x, on comparera terme à terme les 
puissances de même ordre , ainsi que leurs coefficiens, comme 
page 262; ce qui déterminera 4, a, B, b... 


Ainsi, pour (1+7")y=1, on aura 
(1 + Aas Bhat +...) (Aa + BÈ +...)=:1; 


d'où Æax' + A Baxt + ACazxs+c=1 +. Ke 
ABb EE Bba? +... 


+ACert +, (T°: 
=i pAr + Br? +... 
Donc 2a—1—=0, a+b—1=a, a+to—1—b=2b1... 
a=;; b=1, c=}...; 
puis Aa=1, AB(a+b)+4=0..., 
A=VI, B=—i, C=V 2., 
et J=2 Va—t et ira. ie 


Si l’on eût pu présumer la loi des exposans, $, 2, j..., on 
les aurait employés sur-le-champ dans la série (1), ce qui au- 
rait simplifié les calculs ; ou plutôt, faisant la transformation 
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z°— x, on aurait pu ensuite appliquer la série de Maclaurin. 
On verra de même que l’équ. dy +ydxz—axz"dz, donne 
y anti qita am+3 
a M1 (m +1) CH) p m3) yrei 
874. L'intégrale ainsi obtenue manque de généralité, parce 
qu’elle est privée de constante arbitraire; mais si l’on change 
dans l’équ. différentielle proposée x en z+a, et y en t1+b, 
on développera ¢ en z ; en sorte que la série z soit nulle lorsque 
z= 0 ; puis substituant pour z et t leurs valeurs æ—a et y—b', 
on aura l'intégrale cherchée, où a et b tiendront lieu de la 
constante arbitraire c, puisque dans l'intégrale f(x, y, c)}=0, 
c peut être déterminé en fonction de aet b. Il sera aisé d’étendre 
ces principes aux ordres supérieurs. 


875. On peut aussi approcher des intégrales à l’aide des frac- 
tions continues. Soit y= Axt, Bæ’, Cx°..., en suivant la no- 
AT” 
1-7 
z désignant le reste de la fraction continue, ou z=—Bxr?, Cr. 
Substituant dans l'équ. différentielle proposée pour y cette va- 
leur, en négligeant z, ou faisant y=4zx*, on ne conservera que 
les 1%" termes , parce qu’on regardera x comme très petit (note, 
page 308). On trouvera À et a par la comparaison des coeffi- 
ciens et des exposans ; puis on fera, dans l’équ. différentielle 
Axt 
1+ 3 


mée en z, on fera z— Bz? ; puis , après avoir trouvé Betb, on 


tation p. 177, cette valeur de y sera représentée par y = 


proposée, y = ; raisonnant de même pour la transfor- 


posera z = dans l’équ. en z; et ainsi de suite. 


at 
1 +1 

Parex.,my+(1+zx)r—=0, en faisant y= 4x", devient 
(m+a). Ax+aAx '=0o, qui se réduit à a4r°—t— 0, à 
cause de x très petit ; donc a=o , et À reste indéterminé. On 


fait ensuite y = „et l’on a mi+z)=(1+x)z ; d’où 


A 
1+2 
posant z= Bz?, on tire m+Bzr'(m—b)=bBzt; ou plu- 

i 33 
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tôt m—bBzxT!; donc b =u, et B—m. On fera ensuite 


.: enfin on obtiendra ceitte fraction continue pour 


z= ME 
SE TU 
intégrale : 

J=A, mx, — i(m—ai)r, (mi), —i(m—2)r,... 

Comme l’équ. proposée a pour intégrale y= A (14 x)", 
on a ainsi le développement de cette fonction en fraction con- 
tinue. 

On pourrait en déduire l'intégrale sous la forme d’une série. 
( Yor. la note, p. 180.) 

De même , l’équ. dx —(1+zx°)dy donne ce développement 
de larc en fonction de la tangente. (Joy. n° 631) 

Pa = 4, © (2x) Gx} (4x) 
y= ät (tang=zxz)—x, 3 35? EH 4 CPS . 

Consultez sur ce sujet le Calcul intégral de Lacroix, tome TI , 
n° 668, ouvrage dont on ne saurait trop recommander la lec- 
ture, et dans lequel on trouve réuni tout ce qui est connu sur 
la doctrine de l'Intégration. 


876. Lorsqu'une équ. différentielle proposée appartient à 
une courbe, il peut être utile de construire cette courbe, sans 
intégrer l’équ., en opérant ainsi qu’il suit : 

Supposons d’abord que l'équation soit du premier ordre, 
F(x, 7, y )= 0; concevons que la constante soit déterminée 
par la condition que x = a donne y = b. On prendra (fig. 83) 
AB — a, BC= b, et le point C sera sur la courbe cherchée. 
En substituant a et b pour x et y dans F= o, on en tirera 
pour y’ une valeur qui fixera la direction de la tangente KC 
au point. C. Prenons un point D assez voisin de C, pour qu’on 
puisse, sans erreur notable, regarder ła droite CD comme con- 
fondue avec larc de courbe; 4F— a, FD = b' seront les 
coordonnées d’un autre point D de notre courbe ; en sorte qu’on 
pourra faire r= a", et y = b' dans F—0, et en tirer la va- 
leur de y’ correspondante, et par conséquent la situation de la 
tangente JÆ, qui s’écartera très peu de la 1". On continuera 
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d'opérer de même pour un 3° point ; et l’on voit que la courbe 
sera remplacée par un polygone CDEZ. 

On pourrait encore raisonner de la manière suivante. On 
tirerait de l’équ. F = o et de sa dérivée les v aleurs de y ety”, 
en fonction de x ety, et on les substituerait dans celle du 
rayon de courbure R (n° 773); puis, traçant la tangente KC, 
et menant une perpend. CN égale à ce rayon, vety étant rem- 
placés par a et b, on décrirait du centre JV un are de cercle CD ; 
on regarderait ensuite le point D comme étant sur la courbe, ses 
coordonnées étant a’ et b'. On mènerait de nouveau la tangente 
ID et le rayon de courbure DO, etc. La courbe serait alors 
remplacée par un système d’arcs de cerclescontigus. Ilest même 
évident que l'erreur serait moindre qu’en se servant des tan- 
gentes seules, et qu’on pourrait en conséquence, prendre les 
points C, D, E plus écartés les uns des autres; ce qui rendrait 
les constructions moins pénibles. 


877. Si l’équation différentielle proposée est du 2° ordre, 
F(x,y’; y") = 0; après avoir choisi de même un point arbi- 
traire C pour un de ceux de la courbe, il faut en outre prendre 
à volonté une droite quelconque KC pour tang. en C; cette 
double condition détermine les deux constantes. On tirera la 
valeur de y”, et par suite celle du rayon de courbure R, en fonc- 
tion de x,y ety’; et comme ces quantités sont connues pour le 
point C, on décrira l'arc de cerele CD, comme précédemment. 
Le point D de cet arc étant supposé sur la courbe , on décrira 
sa normale DN, en menant au premier centre N une ligne 
droite. Pour le second point D, on connaîtra donc ses coor- 
données a’, b', et la valeur de y’ qui résulte de la direction de 
la tangente JD en D, et l’on calculera la valeur de R’ pour ce 
point D : prenant OD = R’ on décrira l'arc DE, et l’on aura 
un 3° point Æ, dont on connaîtra les coordonnées et la direc- 
tion de la normale ; et ainsi de suite. 


Un raisonnement semblable donne le moyen de remplacer la 
courbe par unc série d’ares de paraboles osculatrices. 


On pourrait aussi appliquer ces principes aux équ. différen-- 
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es du 3° ordre; mais alors non-seulement il faudrait pren- 


dre arbitrairement un point C et sa tangente KC, mais encore 
le rayon CN du cercle osculateur en ce premier point, ce qui 
déterminerait les trois constantes arbitraires. On ne pourrait 
ensuite remplacer la courbe que par une suite de paraboles dont 
le contact serait du 3° ordre. On en dira autant des ordres su- 
périeurs. 

Concluons de là que toute équ. différentielle entre deux va- 
riables peut étre construite par une courbe, qui a autant de 
paramètres arbitraires que d'unités dans l’ordre de l'équation. 
Ceci s'accorde avec le n° 871, où l’on a prouvé que cette équ. 
a toujours une intégrale. 


Des Équations des ordres supérieurs, et en particulier 
du second ordre. 


878. Dans les équ. du 1“ ordre, on a pu prendre pour prin- 
cipale telle variable qu’on a voulu, sans que pour cela les pro- 
cédés d'intégration exigeassent des modifications : c’est un des 
avantages qu'offre la notation de Leibnitz (n° 734). Mais il 
est maintenant indispensable d'indiquer, dans chaque équ., 
quelle est la différentielle qu’on a prise pour constante, et d’y 
avoir égard à chaque transformation que peut nécessiter le 
calcul. 

Si donc on veut que dx soit constant, au lieu de toute autre 
différentielle, qu’on a regardée comme telle, dans une équation 
donnée, il faut modifier cette équ. à l’aide de Ja théorie connue 
(n° 931). Ainsi, pour ds.dy=ad'x, ou ax” =", On a pris 
pour constante ds =y (dx” + dy‘); donca(s'&"—#s")=7"s"; 
puis posant z'= 1, on a z"=0, =r 4 Y°, SS =y y", 


par, =a, où (de HAr) =— adry, 
où dæ est constant. Cette équation, mise sous la forme. . . » » 
ay" + (à py = o, va bientôt être intégrée (n° 880). 
Pareïllement, pour que dx soit constant au lieu de ds dans 
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(dx? + dy’ jEr J z= - eos, on Le ETS que cette  équiion 


équivaut à 


i À ANE : : AH 
qu'on écrit y” = xt, - geog S étant toujours variable princi- 


Sy" 1—8". PE 
pale ; d’où der à PE +. -= L cos - , aucune dérivée n'étant 
s'h 


constante, Enfin, x = 1, jai MTS ar Ey Sr, 
puis 
"—=1eos?, oud A QE 
Pa Te nr Prat 
dx est constant, et k et b sont les constantes arbitraires : 
c z c x 
—=-sin-+b, d’où KE + bx — — cos — 
4 00 zuk PERN a LE: 


Ce n’est pas, au reste, qu’on ne puisse quelquefois préférer 
à x toute autre variable principale, et intégrer; mais, par la 
suite, à moins que nous n’avertissions du contraire, nous pren- 
drons toujours dx constant. 


879. L'équation la plus générale du 2° ordre a la forme 
F(Y", X,Y , &)=0 ; il convient d'examiner d’abord les cas per- 
ticuliers où elle ne renfermerait pas les quatre quantités y", y’, 
y et x. S'il n’en entre que deux, l’équ. peut avoir l’une de ces 
trois formes, i 

F(r,2)=0, ET Am SF) 0. 
Quand y” n’est accompagné que de y'et x, ou de y’ ety, l'équ. 
est de l’une des deux formes : 


FO" S æ)=0, F(ÿ,37)=0. 


Intégrons d’abord ces cinq cas particuliers. 
I. Silon a y"= fx, comme "dx=—dy", la proposée revient 
à dy! = fx.dx. Soit y’ = X4- C, l'intégrale de cette équ. ; 
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comme y'dx = dy, on a 
dy = Xdx + Cdx: d'où y = A -+ Cr + [Xdx. 

Soit, par ex., d'y =adz*, ou dy'=adzx; il vient d’abord 
J'=c+ax,ou dy =cdxr+axdzr; enfin y=4 + cx+ ar. 

De même, soit d'y =ax"dr*, ou y" = ax", ou enfin... 

ess CAS 
(a+ 1) (n+2) 
«= — 1, on obtient y = A + cx + azlz; etsi n=— 2, on 
y =A+cx— az. 

Observez que le calcul ci-dessus s'applique également à 
JM=fe, ou d.y®-)=fr.dr, d'où p7"=c+X. 
Il ne s’agit plus que d’opérer de nouveau comme sur la propo- 
sée. L'intégrale a la forme 


JS=A+Bxz+ Cr... + Ka 4 ffad", 


le signe /” désignant n intégrations successives. 


dy'= ax"dzx ; on trouve y = 4 + cx + 


II. 880. Si la proposée a la forme F(y", y) =0, en met- 
tant ‘2 pour y”, elle devient du 1“ ordre entre y’ et x; et l’on 


en tire dz = fy'.dy'. De plus, comme dy = y'dz, ona 
dy = 3f r'.dy. Ces deux équ. étant intégrées, désignons- 
en les intégrales par 
x=M+A, Jy=N+B; 

A et B étant les constantes arbitraires, M et N des fonctions 
connues de y’. On voit donc qu’il ne s’agit plus que d’éliminer 
y’ entre ces équ. (n°872), et l’on aura l’intégrale cherchée avec 
ses deux constantes. } 


Soit ay" + (1 +” —0; on trouve 
—ady =(1 +r")'dx; 


d’où ERA Ve 0 d =, 
ay") EEr 


D SNA T E S EE a E 
puis (n° 817) r= A ETAN ECS TI FFT 
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et enfin (4— 2) +(B—y) =a. 

Cette intégration donne la solution de ce problème : quelle est 
la courbe dont le rayon de courbure est constant, ou R =a? 
Le cercle jouit seul de cette propriété. 

Ce procédé s'applique à tous les ordres, pourvu que l’équ. 
soit de la forme F[y™, y" -]=o. Ainsi pour Ny”, y" )=o, on 
fera dy"=y"dx, d'où x= [fEy".dy", 
et CETA ET a a A 
Mettant ensuite pour y‘ cette intégrale dans dy=y'dx, on par- 
vient à des valeurs de x et de y exprimées en y”, et renfermant 
trois constantes arbitraires : on élimine ensuite y” entre elles 


(n° 872). 
III. 881. Passons aux équ. de la forme y”= Fy ; en multi- 
pliant dy = y"dx par y'de=dy, on trouve 
| far = dr. (A); 
mettant ici pour y" sa valeur Fy, on a y'dy'=Fy.dy ; d’où 
ay =30 +SFy-dy, = V(c+2/Fr.dr); 


; dy f dy 
uis =| = = | — —— 
Li 4 f y T) VC+F2/Fr- dr) 
Par exemple, ad’y + ydz?=o, ou æy"=— y, devient 
@æydy=— ydy, d’où ay” er"; puis de 3 
donc, intégrant, on a 


i REA XX. ." frs 
r= a.are(sin =? +b, ou Z= sin ( ) 
qui équivaut à y= c sin Se cos Š 
a a 
De même d’y.y(ay) = dz* donne + ay = C + yV (ay); 


4 
d'où 2dr = e : on fait c + y y = 72"; on intègre et 
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on trouve enfin 


z=} a. (Vy—20) Ve +Vr) +0. 

Ce procédé s'applique à toutes les équations de la forme 
II= Fy"; car soit, parexemple,r"=Fy"; comme... 
y“dr =d 7” —Fy".dzx, on intégrera deux fois, et l’on aura 
x= ¢y", avec deux constantes. D'ailleurs, y'=/y"dx s'intègre 
après avoir mis pour dx sa valeur en y” : substituant ensuite 
cette valeur de dx et celle de y” dans y =fy'dx, on obtient 
aussi y en y”. Il ne reste plus qu’à éliminer y” à l’aide de 
æ=@7"; et le résultat, qui contient quatre constantes arbi- 
traires, est l’intégrale complète cherchée. 


IV. 882. Si l’équ. a la forme F(x, y', y") = 0, elle ne con- 
tient pas y; on la ramène au 1° ordre en mettant $ pour 
J”, puisqu'elle ne renferme plus que y’ et x; elle rentre alors 
dans les cas déjà traités, et l’on sait l'intégrer toutes les fois 
qu’elle est séparable, ou homogène, ou, etc. (Xoy. p. 488.) 

Supposons donc cette intégration effectuée , et soit....... 
4 (x, J’, c) =o cette intégrale; il se présentera trois cas : 

1°. Lorsqu'on sait résoudre l'intégrale par rapport à y’, et 
quon a y'= fx, on en tire y=—fr'dx = ffx.dx. 

2°. Si, au contraire, on peut tirer la valeur de x en y’, 
telle que z= fy’, on a y= fy dx, et à l’aide de l'intégration 
par parties, y=zy — fxd y =xy — [fr dy". On élimine 
ensuite y’ à l’aide de x=f7". 

3°. Si Von ne peut employer l’une ou l’autre de ces voies, 
on cherchera à exprimer x et y’, à l’aide de quelque transfor- 
mation, par des fonctions X et Y d’une 3° variable z; car 
z=X et y =Y, donne y= f/f dx = /fYdX. 

Quelle est la courbe dont le rayon de courbure R est réci- 


proque à l’abscisse ? Soit R =; d'où (n° 773) 


2x(1 + ý= r", 
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ou ar(1+ y’) dx =a"dy', équ. qui est séparable : 
ad y" S ay’ 
tr} Wie Lol TETE) 
En tirant la valeur de y’, y= fr'dx donne 


à r=f EE (+o)de 
Vece] 


la ligne demandée est formée par une lame élastique qu'on 
courbe. (Voyez n° 938.) 
Si l’on eût voulu que R fût une fonction donnée X de 


2xdr = 


l’abscisse z, on aurait posé (1 + r'Ÿ=X, y". Le même calcul 
aurait en 
dz Vàx 
=7; t r= 
AFT fer ta ref 


Telle est la solution du problème inverse des rayons de cour- 
bure. 


Soit (1+ 7”) + xy y" =ay" y 4+ y”): on met cette 
équ. sous la forme 
dz (1-47 +rydy =ady .V{i+ y>) 
qui est linéaire ( n°857) et devient intégrable en la divisant par 
VG+ 7). (Por. p. 498.) On trouve 
Cr +») 
i VEIY 
Mais y = yx —fxrdy', devient 
Y= rayi A y by a Hyr ble 
DR ds ET LEVELS); 
Vay?) c ‘ 
il ne reste plus qu’à chasser de là y’, à l’aide de la valeur de x. 


Ou trouve , tout calcul fait, et en faisant, pour abréger, 
z= y (® +b — z’), 


rs æ+a 
re TUE T 
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Enfin 2(a°y"° + x°)y"=x7 donne l’équ. homogène ( n° 855) 
2(ay+zx)dy'=xy'dx, qu’on sépare en posantz=y"z; d’où 
dy = de. 

y". 2a'+s" 
On intègre par log., et il vient 
y =cy Ratz), et x=cz/(2a +2); 
or, y =fy' dx, lorsqu'on met pour y‘ et dx leurs valeurs en z, 


devient y = 3 cz (3a° + z°)+ d. 11 faudra enfin éliminer z 
entre ces valeurs de x et de y. 


883. V. Supposons que l’équation du 2° ordre ait la forme 
F(r",7,7)=0;,0.-à-d. que x w y entre pas. La substitution de 
Ja valeur ( 4, p. 521) de y", réduira la proposée au 1“ ordre 
entre y et y’. 

Parex.,si7"=fr',r),0n trouve y'dy =dy.ftr',7), dont 
la forme est assez simple. 


1°. Si l'intégrale qu’on obtiendra est résoluble par rapport à 
dr _dr p 
en sorte que on aura dr = 7 et l’on en con- 
Y, quey =y, P? 


clura aisément x en y. 
2°. Si l’on peut tirer y en fonction dey’, ou y = fy ,dy=y' dx 


donnera 
7 =S Sr #7 + fÉ 


on chassera ensuite y’ de HA à l’aide de y = fr. 

3°. Enfin, si ces deux cas n’ont pas lieu, on cherchera à expri- 
mer y’ et y en fonctions d’une 3° variable z, et ydr = dy 
deviendra Zdx = Tdz, etc. 


L'équ. y" (yy + a) =y (1 -+y°) se change en 
dr (yy +9) =dr (1 +7); 
d'où (p. 49) >= + ey (1 +7"); 


z= fF =a Ory + AL + V a+r. 
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Il faut ensuite éliminer y’ entre ces équ. On trouve, par ex., 


lorsque c = 0, 
b de a, 
z=a( 2 ); d'où y = Ce 


L'équ. aby" = v (7° + ay”) devient 
aby' Ay =dy V (7° + ay’). 


Pour intégrer, on fera y’ =Z à cause de l’homogénéité, et l’on 

aura abzdy — abydz = 2’dyf/(2° + a°); l’équ. est sépa- 

rable , et faisant ensuite py (z° + a°) = tz; on en tire z,dz, et 
d — bidt 

l’on substitue ; on trouve es ————,; il sera aisé d’ob- 
J  br—a—b 

tenir y en fonction de +, ainsi que y`: par conséquent aussi 


x =fZ. On éliminera ensuite £. 


Soit y" + Ay' + Br =0o, À et B étant constans : on a l’équ. 
homogène y’ dy" + Ay dy + B ydy = 0; on fait y = yu; 
d’où Wide due — du 

y yu  u+Au+B — (u— aub 
en désignant par a et b les racines de u’ + Au + B =0; età 
cause de dy = y'dx, on trouve 


iy— ax =1( 7), Lr—be=1( 


=) 
u — a)? 


m 
u= a= es; u — b =— e"; - 
#3 JT. 


enfin, retranchant, on obtient pour intégrale complète, 
y (b — a) —=— me + ne'*, qu’on peut mettre sous la forme 
y = Ce: + Det*, C et D étant des constantes arbitraires. 


Si a et à sont imaginaires, ou a—#—h4/—1,b—k+hY—1, 
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on trouve , en substituant ci-dessus, 
y= ex (Cerhzv-1 + Des), 
Mettant pour e+"* V7" sa valeur (Z,p. 253),on a 
y= e (C' cos hx + D' sin hx) = C" eè cos (hx + f). 
Enfin, si a= b, en reprenant le calcul, on a 


a 


d — ud y — 

E ri one 

Rd hii 
or, PP PE a; d’où ETAT 


éliminant u — a, on trouve enfin 
y= celt) (x +) = Cet? (x HE). 

884. Léqu. "+ Py + Qr=o, P et Q étant des fonc- 
tions quelconques de z, s'intègre par une transformation très 
simple. On fait 

udz udx udz 
Fe - PMR ; es (w + uw); 
d’où ++ Pu +Q)=0o, 


parce que le facteur commun + disparaît. Le calcul est 
donc réduit à l'intégration de l'équation du premier ordre, 
du + (u®+ Pu + Q)dr=o. 

Par exemple, si P et Q sont constans, et a, b les racines de 
+ Pu+ Q= o, il est évident que u—a et u =ù satisfont à 
cette transformée : donc on a fudx —ar-+m, ou=bx +n, et 

A A ani Cer, Ou Per Der 

La somme de ces valeurs de y satisfait donc à la proposée ; 
ainsi son intégrale complète est, à cause des deux constantes 
arbitraires C et D, y = Ce’? + De”. 

Quand les racines de u* + Pu + Q =o sont imaginaires, ou 
u= k + h4/—1, on a vu ci-dessus comment ce résultat prend 
la forme y = Ce’? cos ( hæ + f). Et si les racines sont égales, 
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il faut ET l'équation du + (u — a)’ dr = 0, qui donne 
u — 4 = sok d’où 
udr 
fudr =l (x4 k) par +D, Jar = Ce (x -+ k). 
On retrouve donc ainsi les résultats obtenus dans le dernier 
exemple. 
885. Intégrons l’équ. linéaire ou du 1“ degré en y, 
J'+ Pr + Qy =R, 
P, Q et R étant des fonctions quelconques de x seul. Il est 
aisé de ramener l'intégrale de cette équ. à celle du paragraphe 
précédent, en faisant disparaître le terme R. Pour cela, faisons, 
comme n° 857, y =12; d’où 
r = +, y" =t part +. 


En substituant et partageant l’équ. résultante en deux autres, 
à cause des variables t et z, on a 


z -+ Pz + Qz=0. . . (1), 
; IEN 04 
et lyt (2+2 + st 


o  dé+é (P +2 az= Je. Witata), 
Supposons que la 1° soit intégrée (n° Fa et qu’on en ait tiré 
la valeur de z en z; la 2° sera linéaire du 1 ordre entre £ et x, 


et sera facile à intégrer d’après ce qu’on a vu (n° 857). 


En changeant n° 857, y en t’, P en P + aa Qen, on a 


u = fPdx + 2]z, 
JPäx 15 À 
e“=é se —=@.2" (n° 149, 12°.), en faisant, pour abréger, 
J Pdz 
g—=e émises (3). 
Donc en à gz't —fRezdr, 


puis y=a=: f (ŽE Mezz). 
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La double intégration que renferme ce résultat introduit deux 
constantes arbitraires, et par conséquent l'intégrale complète de 
la proposée permet d'employer pour les valeurs de z et ọ des 
fonctions quelconques de x qui satisfassent aux équ. (1) et (3). 


Appliquons ces préceptes à y+% — z = = i 
équ. où P=:, Q=——, R=- 


AA fa (1) devient 
p +Ž=Ż j d'où du (w +t — are, 


K udr 
à cause de mL CA 884) : cette équ. est rendue homo- 
gène en faisant u=v"", et l’on sépare ensuite, en posant 
x= vs (n° 855). On trouve 


Me Re, d’où =} Y5): 


v s(s®— 1) 


on n’ajoute pas de constante, Restituant pour v et s leurs va- 
leurs u™' et ux, on obtient 


__ æ+1 ri PE Le 6 ma 
T æ(xt—1) Pre FAN 


2°. Dun autre côté, l'équ. (3) donne ọ = x; d’où l’on tire 
fRezdx = fadx = ax +b, et l'équ. (4) devient 
zx — (ax +b) xdx 
Vi à Ja ; 


cette dernière intégrale revient (n° 617) au quart de 


a—b a a+b =n x—1 
NE T oer d=—2= À ot (= =) 


donc y=— Cure, al e ET 5} 


De même z” — y = 26 donne pour l’équ. (1), 
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ía’ — 1)3 
JS == —0; on Y satisfait en prenant z= yzati, 


D'ailleurs p= 1, et fRezdz= fix = mx +b; donc 


(mz+b)dr_ _— ı b mx 
SES Fer 7 TR ENT ) 


z 


886. Lorsqu’en comptant y, x, dy, dx, et d'y, chacun pour 
un facteur, l’équ. est homogène, on l’intègre en posant 


way 7 dg, riz... O, 
u, y’ etz étant de nouvelles variables. En effet, la transformée, 
dans notre hypothèse d'homogénéité, aura partout x en facteur 
à la même puissance, attendu que y’ et y” sont censés être des 
degrés, o et — 1 (n° 855). Ainsi, la division dégageant l'équ. 
de la variable x, elle sera réduite à la forme z= f(y", u). 
Or, on a dy = y dx = udzx + zdu, dy’ = zdz, 


(2) Qee = ou D Se : 8) ; 


mettant f pour z dans (3), cette équ. est du 1“ ordre en y et u, 
et on l’intégrera : qu’on tire de là y’ = qu, et qu’on substitue 
dans (2), cette équ. séparée aura pour intégrale Ir = Ju; il 
restera à éliminer u, à l’aide de y =ux, et l’on aura l’inté- 
grale complète, puisque les équ, (3) et (2) ont introduit chacune 
une constante arbitraire. 


Parex.,xd’y=dydr, ou zy"=7", F ApoE: „et a devient 
dr“ RE AN d'où 7°= f (uly + y'du) =y upc. 


l PET AA 
Or, = =% donne x = ay'; ainsi, éliminant y’ entre ces 


deux intégrales, il vient x°— 2azu = C; puis, éliminant u 
de y —=ux, x°— 2ay = C est l'intégrale cherchée, 
887. Soit l'équ. Ay + By'+.....Ky(9=o, dont les coef- 
ficiens sont constans; faisons y = cet, d’où 
A+ Bh Ch +..,. K =o... (M). 
T I. 34 
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Donc, si l'on prend pour les n racines 4, k, Z.. .. de cette 
éq., et pour cles n constantes c, c',c”..., la proposée sera satisfaite 
par toutesles valeurs y = ce**,c'e**…. ainsi que par la somme de 
ces quantités : l'intégrale complète est donc 

J = cer p cet p "e +... (N). 

S'il y a des racines imaginaires, elles seront par couples, 
h—atby —1, et deux de nos termes réunis formeront 
es (cer Æ c'e V1), qu'on réduit (équ. L, p. 253) à 

e7 (m cos bx + nsin bx) = ket? sin (bx + 1). 

888. Lorsque l’équ. (M) a des racines égalės, (V) n’est plus 
qu’une intégrale particulière. Que h= k , par ex., les deux 1“ 
termes dg (XV) se réduisent à (c+c') ek*, où c + c ne compte 
que pour une seule constante, et il n’y a t plus que n— ı arbi- 
traires. 

1°. Si toutes les racines de (M) sont égales , la proposée est 

ny — nhy r in (n1) hay = 0... (P), 
puisque (M) revient alors à (4—h}"=o. Or, soity = wt 
d’où y =ul 4 tu y= ul" + at u u"t, y =u +3 ete.. 
faisons 1—=e**; comme thet hi. À = Mtae, 40 = he. 
on trouve 

y=ut, y= t (hu +u), y" = Wu + 2hu + u’)... 
JO = (hu + ibu 4 Li) hu", + uD). 
Substituons dans (P), et nous aurons une équ. dont tous les 
termes s’entre-détruiront, excepté le dernier u); doncu(")—o, 
savoir u—a—+ bx + cz*, .. + fa"; et il vient pour l’inté- 

grale complète, dans le cas supposé , 


J=ut={(a+bx+ cr... -+ fa'e. 


2°. Quand l’équ. (M) a m racines = 4, elle a (A—«)" pour 
facteur, sous la forme A+ 4h"=1 + Bhm +... a", Com- 
posons l’équ. 
hry + Ahy + BR y"... E y) = 0. 
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On a vu que l'intégrale de celle-ci est (a + bx...+ Ja" )e. 
D'un autre côté, la proposée est satisfaite par y= cè? , c'e... , 
valeurs correspondantes aux n — 7n racines inégales de À dans 
Véq. (M). Comme, par la propriété des éq. linéaires, la somme 
de ces solutions doit aussi satisfaire à la proposée, l'intégrale 
complète est 


y=(a 4 bz... pfer p ctt cel +... 
a, b...f,c, c'..: sont les n constantes arbitraires; æ, k, L... 
sont les racines de l’équ. (M). 
Ainsi pour y— 27 -+ 2y" — 27" +y" = 0, on trouve 
1 — 2h p 2h — 2k -4 ht = o = (11mh) (1 +), 
d’où Jr =(a+ bre +ce VE dev", 
J= F (a + bx) + À cos x + Bsin x. 
889. L’équation Linéaïre de tous les ordres est 
Ay +BY + Cr" +... + Kr = X. 
Supposons que X désigne une fonction donnée de x, et que 
A, B... soient constans. On sait toujours réduire l'intégration 


à la résolution des équ. par le procédé suivant, que nous appli- 
querons seulement au 2° ordre : 


Ar + By + Cr" =X. 
Soit e7** dx le facteur qui rend cette équ. intégrable : comme 
Xe™*z dæ est la différentielle d’une fonction de x, telle que P, 
le 1° membre e™*zdæ (y+ Bý’ + Cy”), est aussi celle d’une 
fonction de la forme e—#* (ay + by’). Différencions donc ce ré- 
sultat, et comparons terme à terme, nous aurons 


— ka= dA, —hb4 a=B, b= C, 
dai Aero 00. 


La constante inconnue k est l’une des racines de la 1"° de ces 
équ. ; les deux autres donnent aet b, et l'intégrale du 1° ordre, 


ay + by = ee" (P +o). 
34.. 
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Il faudra de nouveau opérer sur cette équ, ou plutôt mettre 

f qu, 
. “ . 4H > 1 
pour À les deux racines h'et h”, puis éliminer y’ entre les deux 
g résultats , ce qui donnera l'intégrale complète (n° 872.) 

Pour Véquation du degré n, le même raisonnement prouve 

que À est racine de Péqu. 


' A+ Bh -4 Ch... 4 KE = 0, 


et autant on connaîtra de ces racines, autant on aura d’ inté- 
grales de l’ordre z — 1, de la forme 


ay + by + cy" +.. kye = eP + e), 
entre lesquelles on éliminera un nombre égal de quantités 
® y), yY... , ce qui réduira le problèmeàun ordre d'au- 
tant moindre, ou même fera connaître l'intégrale complète , si 


l’on a toutes les racines 4. ( Voyez le Calcul intégr. d'Euler, 
t. II, p. 402.) On a 


Éliminations entre les Équations différentielles. 


8go. Si l’on a deux équ. entre x, y et £, l'élimination de £ 
conduira à une relation entre x et y; mais si ces équ. sont dif- 
férentielles , ce calcul exige des procédés nouveaux. 


(Mx Ny)dt-#¥P dx + Qdy=rdt, 
(Mæ4N, pdt P dx Q, dr =r, dt, 
étant leséqu. les plus générales à trois inconnues, éliminons dy, 


divisons par le coefficient de dx, et faisons en autant pour dr; 
nos équ. seront mises sous la forme la plus simple 


(ax + byjdt + dr = Tåt, 
(ax + b'yjdt4 dy = Sdi, 
Nous supposerons ici que les coefliciens sont constans, et 


T, S des fonctions de 4. Multiplions la 2° par une indéter - 
minée k, et ajoutons à la 1, nous aurons 
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a+dD( apte LE y Ju + Ge HRA = (+ Sr 


Cela posé , il est ai que le 2° terme dx + kdy serait la dif- 
férentielle du 1“, abstraction faite de (a+-a’ Æ)di, si l’on avait 
b+ : 
a+ 


Premant pour k l’une H racines de cette équ. , l’on aura 


(a pa k)(x + kr) dt + dr + dy =(T+Sbdi, 
ou (a + a' kjudt + du = T + Sk)dt, 
en faisant x 4+- ky = u. Il sera aisé d'intégrer cette équation 
linéaire (n° 857), et d'en tirer la valeur de u en fonction de £, 
ou x + ky = fi; on mettra tour à tour pour # les deux racines 
de notre équ., et il ne restera plus qu’à éliminer t entre les 
résultats. 

Si les racines de # sont imaginaires, on remplace les expo- 
nentielles par des sin. et cos., comme n° 883 et 884. Et si 
elles sont égales, on n’obtient, il est vrai, qu’une seule inté- 
grale entre x,y et t; mais en tirant la valeur de l’une de ces 
variables, et substituant dans l’une des proposées, on doit in- 
tégrer de nouveau l’équ. résultante à deux variables. 


= „ouad + (ab) =b. 


891. Si l’on a trois équ. et quatre variables x, y, z et ¢, 
pour éliminer z et 4, et obtenir une relation entre x et y, on 
posera 

(ax + by + cz )dt + dx = 74, 
Cat y + ezdi + dy = Sdt, 
(a"x + by + c'2)dt + dz = Ràt. 

Nous supposons que 7, S et R sont fonctions de t seul; et 
«jue les autres coefliciens sont constans. Pour opérer de même, 
maultiplions la 2° par 4 et la 3° par Z, k et Z étant deux indéter- 
minées ; puis, ajoutant le tout, mettons le résultat sous la forme 


i ENTES TRE TIETA) 
QAR ah (Ce HE aték Fa = Jar 


+ de + kdy + liz = (T + Sk + Ride. 
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Or, il est clair qwe la partie renfermée entre les crochets aura 
pour différentille dx + kdy -+ ldz, si l'on détermine Z et k par 
les conditions 
bHbk4+EL'I , c+ Ckgcl_, 
atakai stékpet ” 
donc, si l’on fait x -+ ky -+ lz =u, on aura 


(a+ a'k + a"l)udt + du =(T+Sk + Rijdt. 


Intégrant cette équ. linéaire, il viendra x en fonction de r, 
ou æ + ky + lz= ft; et comme k et Z sont donnés par des équ. 
du 3° dégré, en en substituant les racines dans cette intégrale, 
elle donnera trois équ. entre x, y, t et z, qui serviront à élimi- 
per tetz. 


892. Si l'on a les équ. du 2° ordre 

d'y + (ady + bdzr)dt+ (er grd’ = Td’, 

dx + (a dy + L'Ax)dt+ (iy +g'x)dt= Sdt, 
on fera dy=pdt, de=gdt, 
et l’on aura dp + (ap+ bg+cy +gzr)ät = Tdi, 

dg + (a p+b'a+ dy +g'x)dt=Sdt; 

on aura donc quatre équ. entre les cinq variables p, q, x, yet t, 
et on les traitera par le procédé expliqué ci-dessus. On voit que 


ce genre de calcul s’applique en général aux équ. du 1°* degré 
et de tous les ordres, quel que soit leur nombre. 


Quelques Problèmes de Géométrie. 


893. Lorsque, dans l'équa. F(x, y, c}=0 d'une courbe, la 
constante c est arbitraire ,et qu’on lui attribue successivement 
toutes les valeurs possibles, on a un système infini de lignes. 
On nomme Trajectoires les courbes qui coupent celles-ci sous ` 
le même angle; en sorte que si, par ex., la trajectoire est 
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Oriluogonale , en menant des tangentes à cette courbe et à la 
courlbe variable, à leur point d’intersection, ces tangentes seront 
à angles droits. 

Voici le moyen général d'obtenir l’équ. /(x, y) =odes trajec- 
toires, Soit F(Y,X , c).=0 l'équ. de la courbe mobile, à raison 
du paramètre variable c. Pour une valeur de c, cette courbe 
prend une situation déterminée AM (fig. 84) : menons des 
tangçentes à cette ligne et à la trajectoire DM en leur point 
commun M; Y'et y’ en fixeront les inclinaisons sur l’axe des x, 
et l'angle7"MT' qu’elles forment entre elles a pour tangente 


a = A d’où 
G+ Fya+ Yy =0.... (1). 

Il faut ici remplacer F et X par y et x, parce qu'il s’agit d’an 
point commun aux deux courbes : a est une constante ou une 
fonction donnée. Le raisonnement du n° 462 démontre que si 
l'on élimine c entre cette équ. et celle F(y , x, c)=0 de la 
courbe coupée, et qu’on intègre, on aura celle de la trajectoire. 
Sielle estorthogonale, on trouve simplement, au lieu de (r),l'éq. 


TR TT = 0.0. A 

Par ex. , si l’on demande la courbe qui coupe à angle droit 
une droite qui tourne autour de l’origine, Y= cX donnera 
Y’ =c, et l'équation (2) deviendra 1 + cy' =o : éliminant c 
à l’aidede y =cx, on trouve xdx+-rdyr=0 ; d'où 2°+7= 4°. 
Donc la trajectoire est dn cercle de rayon arbitraire. 

Mais si la droite doit être coupée sous un angle donné, dont 
a est la tangente , le même calcul appliqué à l’équ. (1) donne 
pour la trajectoire, cette équ. différ. homogène (n° 8551 


J+axz=y(x—ar); 
d'où a(cV +7 =are( tang = 2) 


équ. qui apppartient à la spirale logarithmique( n° 474), ainsi 
qu’on peut s’en convainere en traduisant cette relation en coor- 
données polaires (n° 385). 


Y 


À 
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Pour l’équ. X” Y" =c, qui appartient aux hyperboles et pa- 
raboles de tous les ordres , le même calcul donne l’équ. homo- 
gène (nx + amy)y' = anx — my. Quand la trajectoire doit être 
orthogonale, my y'= nx ayant pour intégrale my’ — nx°— 4, 
cette courbe est une hyberbole du 2° degré , ou une ellipse, 
suivant que lexposant n est positif ou négatif. 

La trajectoire orthogonale du cerele qui a pour équation 

J'=2cxr— 2°, estunautre cercle dont l’équ. esty? + x°= 47. 
Su lé construit en prenant pour centre un point quelconque de 
axe des y, et pour rayon la distance de ce point à l’origine. 


894. Lorsqu’on se propose de trouver une courbe dont la 
soutangente ou la tangente...Isoit une fonction donnée ¢ de 
x et de y, il suit des formules. ( n° 762) qu’il faut intégrer les 
équ. V= 7P; IVO +I”) =p... C’est pour cela qu’on a 
donné le nom de méthode inverse des tangentes à la branche 
de calcul qui est relative à l'intégration des équ. du 1“ ordre 
entre Tet y. 

En voici quelques exemples. 

Quelle est la courbe dont en chaque point la longueur n de 
la normale et l’abscisse : du pied de cette droite, ontentre elles 
une relation donnée n= F1? Puisque (n° 762) on a t1=x +77 
etn=yV/Q+r"), il est clair que le problème proposé se 
réduit à intégrer l’équ. yy (u +7) = Fæ + yy’). 

Si l’on veut que n et 1soientles coordonnées d’une parabole, 
dont 2p est le paramètre , il faut que n? =2pt, d'où 


HG H’ = px tr). 


Pour intégrer cette équ. , résolvons-la par rapport à yy’, puis 
divisons tout par Je radical , nous aurons 

PIS # 

VU ape) 1°: 
or, le 1“ terme est visiblement la dérivée de 4/(p*+2px—7"), 
donc y (p° + 2pz=g)=a— x. Si l’on carre, on obtient, 
en mettant c au lieu de la constante arbitraire a 4+-p, 
P + — acr + © — ape =o: 
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La courbe cherchée est done un cercle dont le centre est en un 
licu quelconque de l'axe des x, et dont le rayon est moyen 
proportionnel entre 2p et la distance de ce point à l’origine. 
C’est , au reste, ce qui est d’ailleurs visible. 

Mais, outre cette multitude infinie de cercles quisatisfontau 
problème , il y a encore pour selution ure parabole ; car, en 
remontant aux procédés des n° 863 et 867 , on trouvera l’équ. 
singulière 7° = 2pæ -+ p°. Il est facile de vérifier (comme on 
l’a vu n° 864, 3°.) que cette parabole résulte de l'intersection 
continuelle de tous les cercles successifs compris dans la solu- 
tion générale. 


895. Touver une courbe telle, que les perpend. abaissées 
de deux points fixes sur toutes ses tangentes forment un rec- 
tangle constant = k. Prenons pour axe des z la ligne qui joint 
les deux points , l’unétantà l’originé , et l’autre distant deza: 
le n° 374 fait connaitre les expressions des distances de ces deux 
points à la tangente , qui a pour équ. Y — y =y (X— x), et 
l’on trouve 


lay +y 72) (ra = +)... 0). 
Cette équ. s'intègre en la différentiant d’abord ; y” est facteur 
commun, et l’on trouve y” = 0, et 
malay Hymy x) + y 2) (2a—7) = 2k... . (2); 
la 1™ donne y’ =c, quichange la proposée en à 
(2ac +y —cx) (y — ex) =k (14€); 
ce sont les équ. de deux droites; et il est aisé de s'assurer 
qu’elles répondenten effet au problème. Le nombre des droites 
comprises par couple dans cette relation est d’ailleurs infini. 
Quant à l’équ. (2), si l’on en tire la valeur dey’, ét qu’on la 
substitue dans (1), en changeant z en x + a, ona 
PH) H aek (a +R). 


On trouve donc une ellipse qui apour foyers les points fixes 
donnés, et pour demi-axes y (k -+ a’)et yk. Cette courbe est 
une solution singulière du problème, etrésulte de l'intersection 
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successive des droites comprises dans l'intégrale complète. 

On pourra s’exercer encore aux questions suivantes : 

Trouver une courbe telle , que toutes les perpend. abaïssées 
d’un point donné sur ses tangentes soient égales. 

Quelle est la courbe telle, que les lignes menées à deux points 
fixes , d’un point quelconque de son cours , soient également 
iniaa sur la tangente? 


V. INTÉGRATION DES ÉQUATIONS QUI RENFERMENT TROIS 
VARIABLES. 


Équations différentielles totales. 


896. Puisque l’équ. dz=— pdr + gdy résulte de la somme 
des dérivées (n° 7944) de z=fl x, y), prises relativement à x 
et y considérées comme variables indépendantes, on en conclut 
que les fonctions de x et y représentées par p et g doivent être 
telles, qu’on ait (n° 743) 


…... 


Si une équ. proposée satisfait à cette condition , on intégrera la 
différentielle exacte pdx + gdy, par le procédé du n° 859 ; le 
résultat sera la valeur dezou f(x,y). C'est ainsi que , d’après 
Vex. I, p. 495, l’on voit que l'intégrale de 


p je Hs + ar 4 2byèp, 


est . z=byi ar +le(x HVI Fr) 
897. Si l’équ. différentielle proposée est implicite, 
Pdz + Qdy + Rdz = ; 
P, Q et R étant des fonctions de x, y et z, on pourra la 
mettre a la forme dz=pdr +gdy, énfaisant IEIR ar 
p=— a 3 1=-$. Pour reconnaître si yA condition (1) 
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est remplie, comme p contient z qui est fonction de x et y, 
pour obtenir le premier membre de l’équ. (1), il ne faut pas se 
borner à regarder x comme constant dans p ,et y comme varia- 
ble; il faut en outre faire varier z par rapport à y ; d’où (n° 744) 
æ An q. P,a à cause de g = z, On en dira autant de g rela- 
tivement à z; on a donc, au lieu de la condition (1), 
dp L= =l = 
d PIE ra dre 
Remettant pour p et g leurs valeurs, on a 

IR RP pig L 

PIRA RL- eFt Eer —0.... (2), 
équ. qui exprime que z est une fonction de deux variables in- 
dépendantes, auxquelles elle est liée par une seule équ. 


898. Soit F le facteur qui rend Péqu. Pdx+Qdy+Rdz=0, 
la différentielle exacte de f(x, y, z)=0. Il suit des principes 
développés (p. 370), que, si l’on fait x constant, ou dr=o, 
l’équ. FQdy + FRdz=0 doit être une différentielle exacte 
entre yetz: on doit en dire autant pour dy = 0, et dz=0; 
d’où l’on tire 

d.FR_d.FQ d.FP WE d.F Tez Le 
dy — di d 


dR dọ dF 
E E e A et me = 
dP dk dF dF 
rfu- e ete © 
d dP dF dF 
(B-r l= 


Or, si l’on multiplie respectivement ces équ. par P, Q et R, 
et qu’on les ajoute, les 2 membres se détruiront , en sorte 
que le facteur commun F disparaissant, on retombera sur la 
relation (2); donc on ne peut espérer de rendre la proposée 
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intégrable à l’aide d’un facteur F, qu'autant que la condition (2) 
est satisfaite. Toute équ. entre deux variables est intégrable, 
au moins par approximation, tandis qu’il n’en est pas de même 
des équ. à trois variables ou plus. 


899. Si les différentielles passent le 1°" degré, voici ce qui a 
licu. Quelle que soit l'intégrale cherchée en la différentiant, il 
estclair qu’on peutla mettre sousla forme Pdz+ Qdy+Rdz—o, 
à laquelle la proposée doit être réductible ; donc, si l’on résout 
la proposée par rapport à dz, les dx et dy ne doivent pas de- 
meurer engagés sous le radical : elle n’est donc intégrable 
qu’autant qu'elle est décomposable en facteurs rationnels. Pour 


Adzx°+ Bdy°+Cdz + Ddrdy+Edrdz+Fdydz=0o, 
le radical compris dans la valeur de dz est 
VLE —4AOde+(ER—2DC)drdy-HF’—4BC)Ay*] ; 
en le soumettant à la condition connue (n° 138), on trouve 
(EF—2DC) —(£’—4AC)(F°—4BC)= 0... (4). 
Si cette équ.est satisfaite, on aura à intégrer deux équ. de la 
forme Pdz+ Qdy + Rdz=o, dont la proposée est le pro- 


duit. 


900. Pour intégrer Pdz + Qdy + Rdz=o0 , lorsque la con- 

dition (2) est remplie, on regardera comme constante l’une des 
variables , telle que z; puis on intégrera Pdz + Qdy=o. Soit 
(x, 3,2, Z)=0 l'intégrale, Z étant la constante arbitraire 
qui peut contenir z : on différentiera cette équ. complétement, 
et l’on comparera à la proposée ; il devra en résulter pour dZ 
une expression indépendante de x et y, fonction dez et Z seuls; 
l'intégration fera connaître Z. Ce procédé résulte des principes 
mêmes de la diflérentiation des équ. (n° 744). 

I. Soit dx (+2) + dy (x+ 2) + dz (x +y)=0; en faisant 
dz=0,on adx (y+z)+dy(x+2)=—=0o, dont l'intégrale 
(n° 853) est (x + 2) (7 +2) —=Z. Différentions ce résultat, 
et comparous à la proposée, nous aurons dZ = 2zdz, d’où 
Z=2+4- c. Donc l'intégrale demandée est xz4-y24x7=c. 
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II. Avant de traiter l’équ. zdz + +dy+47d2=0, on la sou- 
mettra à la condition (2); et comme x + y -+z n’est pas nul, 
on voit que l’équ. n’est pas intégrable. Si l’on exécutait le calcul 
indiqué pour l'intégration, on trouverait que Z ne peut être 
dégagé de et y. 

III. Pour [x (x —a) +7 (y —6)] dz= (2—c) (xdx + ydy), 
la même chose a lieu, à moins que a et à ne soïent nuls, Dans 
ce cas, ona(x°+y*) da= (z— c) (xdx +ydy) ; on intègre 
en faisant dz=0; d’où a°+y*=— 2%, Différentiant et com- 
parant à la proposée, on trouve Zdz=—(z—c)dZ; d’où 
Z= A(z—c). Ainsi l'intégrale est -+ y'= A Le ce} 

IV. Soit encore proposée l’équ. 


(J +r2+2) de + (a+xs+2) dy + (24 xy +79) dz = 0. 
En faisant dz nul , on doit intégrer 


dx dy 


? PS Peru M at yrz- 2 


al ee(uoe =F = aH +arc (ar) 


E +y+2)23\ 
M EN) | 22/3. fz.. 


= 0 ; d’où 


ou (*) arc (uns = 
Puisque cet arc est une fonction de z, sa tangente l’est aussi, 
et l’on peut poser, en faisant le dénominateur= 4, 


_Ehr+ 2 PLi kyt) sg i. (a): 
D ZE me LY =m DAY ọ 


Différentions cette équ. , chassons le dénominateur @*, et com- 


(*) On trouve souvent des formules dans lesquelles on doit ajouter des ares 
donnés par leurs tang. Soitare (tang =a ) + arc (tang =£); met n désignant 


ces deux ares, ou a= tang m, B= tang n, il s’agit de trouver l'expression 
de Parc m-n. On a Fa K, n° 359) 


tang (mtn)= t Es d’où m + n= are ( ang te). 


C'est ainsi qu'on a réduit l’équ. ci-dessus. 
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parons à la proposée multipliée par 2z; comme les termes en 
dx et dy sont les mêmes des deux parts, on égale entre eux 
les autres termes, savoir : 
2 24 ay + jzdz=-a( etry +227 2 + J'x)dz-9".dZ, 
2(x° 24327247 "24-22 +27 + ay y x)dz+9".dZ—0. 
Mettons pour $ sa valeur tirée de (a), et supprimons le facteur 
commun x + y +2, 
2(x y + yz + zx2)Z’'dz +(+ y +2): .dZ =0. 
C'est cette équ. qui est destinée à donner Z en z, et qui doit 
ne pas contenir x et y. On tire de (a) 
_ Z= ryz 
zz- yz = WART, 


Substituant, on trouve que 2Z(z*— xy) est facteur commun, 
et l’on a Z(Z —1)dz+z.dZ =0; donc 


dz _d4Z dZ APE cZ pair 
EL UDES aini Poe T z—c 


Avec cette valeur de Z, Véqu. (a) est intégrale demandée, 
qu’on peut écrire sy +xz+ yz=c(x +y +2). 

gor. Si la condition (2) n’est pas satisfaite, en suivant le pro- 
cédé qu’on vient d'indiquer, dZ ne peut plus être exprimé en z 
et Zseuls. F étant le facteur qui rend intégrable Pdz + Qd y, 
etu +2 l'intégrale de FPdz + FQdy ; comparons la différen- 
tielle de u + Z =0 avec FPdx + FQdy + FRdz =0; nous 
trouvons 


u+Z=0, a S; =FR.. (6). 


x, y etz entrent ici, en sorte qu’on ne peut en tirer Z, ni Vin- 
tégrale demandée u + Z—0, comme cela arrive quand la con- 
dition d’intégrabilité est remplie. TI n’en résulte pas moins que 
u+Z = 0 satisferait à la proposée et en serait l'intégrale , si 
l’on déterminait Z en fonction de z, Z =@z, de manière à 
avoir en même temps la relation (5). Or, on a vu (n° 744) 
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que, dans la différentiation des “qu. , on suppose tacitement 
que les variables x et y sont dépendantes, en vertu d’une rela- 
tion arbitraire qui les lie l’une à l’autre. Dans le cas actuel, on 
ne peut intégrer sans établir cette dépendance : on voit que, si 
l’on pose Z —#z, le système de nos deux équ. 


d , 
u+@z—=0, T +g'z=FR.... (6) 


satisfait à la proposée, quelle que soit d’ailleurs la forme de la 
fonction +. 

Les équ. qui ne satisfont point à la condition d’intégrabilité 
étaient autrefois appelées Æbsurdes : on établissait en prin- 
cipe qu'elles ne signifiaient rien, et qu’un problème susceptible 
de solution ne pouvait jamais conduire à ces sortes de relations, 
qu’on prétendait équivaloir aux imaginaires. Monge prouva que 
cette opinion est fausse, en donnant la théorie précédente. 

Si l’on cherche une surface courbe qui remplisse certaines 
conditions , lesquelles, traduites en analyse, conduisent à une 
équ. différentielle entre les coordonnées z, y et z, les points 
de l’espace qui satisfont au problème sont donc, dans le cas 
présent, non pas ceux d’une surface, mais ceux d’une courbe à 
double courbure, parce que l’équ. ne peut exister qu’en se par- 
tageant d’elle-même en deux, ainsi que cela s’est souvent ren- 
contré d’ailleurs (n° 112, 573, 616). Bien plus, comme @ 
est arbitraire, ce n’est pas une seule courbe qui répond au 
problème, mais une infinité de courbes soumises à une loi 
commune. 

Ainsi, pour zdz + zdy + ydz = 0, on trouvera 

Far, R=. Piu 
d’où J+adrz+ez—=0, 1x+o'z= ya, 
pour les équ. (6) dont le système satisfait à la proposée, quelle 
que soit la fonction @. 

Dans l’ex. ITI du n° 900, on a 

R=—x(x— a)— y(y—b), F= (z— c); donc 
aty’ +apz=o, G—c)g z+ rla) +7 —b)= o. 
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Équations pr SE partielles du premier ordre. 


902. Soit l’équ. dz AN ol -+gdy; p et q sont les différen- 
telles partielles de z, par rapport à x et y respectivement. 
Nous avons donné les moyens de remonter de cette équ. à son 
intégralez=f(x; y); proposons-nous maintenant de trouver 
l'équ. z=f (x, y) par la seule connaissance de Vun des cocffi- 
ciens p et q, ou d’une relation entre eux. 

Prenons d’abord lecasoù gn’entre pas dansla relation, savoir, 
F (p, £, J337) = 0. On sait que les variables x et y soitin- 
dépendantes dans l'intégrale z=f (x, y), l'une pouvant varier 
sans l’autre (n° 744); comme gn’est pas dans la proposée, cette 
équ. se rapporte au cas où x et z ont seuls varié, puisque si 
y varidit, la relation donnée F=o demeurerait la même. Il s’agit 


donc de faire P s4 dans la proposée, et d'intégrer une équ. 
entre les variables x etz, y étant supposé constant. Alors la 
constante. additive à l'intégrale devra être une fonction arbi- 
traire de y, que nous représenterons par Qy. 

Donc, pour intégrer l'équation F(p, x, y,2) +0, il faut en 
éliminer p à laide de TH intégrer en prenant y ces, 
et ajoutér Qy. | 

On raisonnera de même à l'égard de q pour PRE Eee: 

i Eara Fa; RER z)= 0. ' 

Par ex., p—=3zx" a pour intégrale z= + 0y. 

Celle de x=py/ (2° +r'),estz=y/(2 + 7°) + er. 

Pour py(a*—7—x)= a „on trouve 

Z= a. arsin = EE) + y- 

Soit qzy -+ az= 0; on intègre zydz+ azdy =o, x étant 
constant, et on-a (277°) = lc; d’où z7 y'= or. 

Enfin, soit p( 7° -++ 2°) =y° +23; d’où résulte l'équ. homo- 
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gène (7° + r*)dz= (7+ 2")dx, puis 


E a, E R 


ou (note page 541) 
yE—2N z=% _ 
are(tang pa TO ppa Ÿ 
903. Prenons l’équ. générale linéaire du 1“ ordre 


Pp+Q1=7;, 
P, Q, F étant des fonctions données des x. y, 3. Éliminons P 
de dz=pdx+ dy, nous aurons 


Pdz— Fdz = q(Pdy — Qdx).... (1), 


équ. à laquelle il faut satisfaire dela manière la plus générale, 
q étant quelconque , puisque, d’après l’équ. proposée, g reste 
indéterminé. Quand les variables +, y, z, sont séparées dans 
cette équ., chaque membre peut être rendu intégrable en 
particulier. Soient x —«, p =£, les intégrales des équations 
respectives 


Pdz —Vdx =o, Pdy —Qdr =0... (2); 


l'équation revient à #dr—qu'dp, x et y’ étant les facteurs qui 
rendent les équ. (2) intégrables ; et pour que cette équ. le soit 


elle-même, il faut que% g soit une fonction de p, savoir... 


x =@p, @ désignant une fonction tout-à-fait arbitraire. 


Lorsque les x, y, z sont mêlées dans les équ. (2), six =a, 
et p=, sont des fonctions qui y satisfont, la proposée a 
encore pour intégrale m = @p; et cest ce qui nous reste à dé- 
montrer. 

En effet, pour reconnaître si la proposée est satisfaite par 
une équ. quelconque 7 = ĝp, il faut qu’en la différenciant sous 
la forme dz —pdx + gdy , les valeurs qu’on trouvera pour p 
etg, étant substituées, donnent Pp + Qg = 7. Les différen- 
tielles de x =“, p—=8 étant 

LoM: 35 
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de 4ûr + Båy + Cäz=so, = dp = adx + bdy + cdz == 0, 
on trouve pour la différentielle de  — pp = o, relative 
àzetz...(C—cg'pip + A—agr—=0, 
à zet y. ..(C— cg pg + B —bg'p = 0. 


Tirant de là p et g, pour substituer dans Pp + Qg = X, on 
trouve que l’équ. # =¢p satisfait àla proposée, si l’on a 


AP + BQ 4 C= gp X (aP +bQ+cr). 


Mais si l’on admet que les fonctions # et p ont été choisies de 
manière à satišfaire aux équ. (2), on peut tirer de celles-ci, dz 
et dx pour substituer dans dr = o et dp = 0; et l’on trouve 
que les équ. qui expriment la condition déterminante de # et p, 
sont 
AP +BQ+CP=0o, aP4 bQ 4 =o; 
t 

ainsi #— ÿp satisfait à la proposée , la fonction $ demeurant 
arbitraire, et # = y est l'intégrale demandée. 

Si l’on élimine dz entre les équ. (2), il vient Qdz— 7dy=0 ; 
deux des équ. suivantes contiennent donc la 3°, et peuvent être 
employées indifféremment : 

Pdz— Pdxz=0o, Pdy—Qdz= o, Qdz —Fdy= 0... (3). 

Concluons de là, que l'intégration de l'équ. aux différen- 
tielles partielles du 1“ ordre Pp + Qq =F y se réduit à satis- 

faire à deux des équ. (3), par des fonctions m = «, p = 8, 
et à poser m = @p, @ désignant une fonction arbitraire, a et B 
des constantes, qui n’entrent pas dans l'intégrale, attendu que 
la fonction ® contient autant de constantes qu’on veut. 

Si l’on fait gs = const. , on a # = const. , qui satisfait aussi 
à la proposée; en sorte que r=# et p= f en sont des inté- 
grales particulières. 


904. Examinons d'abord ce qui arrive dans divers cas. 


1°. Si Y est nul, l’une de nos équ. (3) est d2=0,2=42—7+; 
il ne restera donc, dans la 2°, que les deux variables œ ety ; 
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l'intégrale p = 8 s’obtiendra ensuite (chap. IV), et z= Qp sera 
l'intégrale de Pp + Qg = 0. | 

Par ex., py = gx, donne P=y, Q=—x, ydy+zdx=0, 
d’où p—2 + y", puis z = ọ (x° + 7°), équ. finie des surfaces 
de révolution autour de laxe des z (n° 662 et 745). 

Pour pr+gqy=0, on trouve rdy—ydr=o , y =lar, y=ex, 


Z = p; enfin :=9 (2): c'est l’équ. des conoïdes (n° 788). 

De mème, soit g=pP, P ne contenant pas z, l'intégrale 
est 

z=ĝp, p =fE(dx + Pdr), 

F étant le facteur qui rend intégrable dz + Pdy. 

2°. Quand il arrive que deux des équ. (3) ne contiennent 
que deux variables et leurs différentielles, l’intégration donne 
aisément 7 et p. 

Soit proposée l'équation px + gy = nz; d'où xdz = nzix, 
zdy =ydx, puis z=ax",y=f@x; on en tire æ et £, valeurs 


de ~ et p, et par suite l'intégrale cherchée z= x"? (2). On 


voit que ? est homogène et quelconque ; et comme la proposée 
est l’énonñcé du théorème des fonctions homogènes (p. 499), 
on en retrouve ainsi la démonstration pour le cas de deux 
variables. 

Pour pr’ + gy° =z", on a z'dz = 2dr, z'dy = pd ; 
d'où 2-—2 =, Y '=p; donc l'intégrale est 


PELLE UE =) À z — 
==; 4 ze 7? 2} 
X et F étant des fonctions de x seul, l’'équ. g =pX +7, 
donne Xdz + Vdxr =0, Xdr + dr =o, et 


fe + fS) 


3‘, Quand l’une des équ. (3) est seule entre deux variables, 
après l'avoir intégrée, on élimine À l’aide de ce résultat x = a, 
Jo 
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l’une des variables de la 2° ou 3° de nos équ., puis on intègre, 
et l’ona p= 8; on remet 7 pour æ dans p, et l'on à x — ọp, ou 
p= 07. ; 

Soit gzy—pr’ =y"; d'où r'dz+y'dr=0, x'dy+xydxr—0 ; 
celle-ci donne zy =6; mettant dans l'autre £x" pour y, il 
vient dz + 8°x7tdx = 0; d’où z =38°2 7 + a; remettant ici 
xy pour £, onaz—:;ÿ"2" = a = q ; partant, l'intégrale de- 
mandée est 3zx — y? + 3t (xy). 

Pour px + qy =ny (2° +7’), ona 

æds=ndry(s +7), zdy =ydr; 
la 2? donne y = gx; chassant y de la 1°, elle devient 


dz=ny (1 + 8dr; d’où z—nxy/(1 + 8) — ea, 


puis R=2—nÿ/(2 +9), py 
et enfin z=nf/(x ++). 


905. Mais quand x, y et z sont mêlées dans les équ. (3), 
il n’est plus possible d'intégrer chacune en particulier, car y 
ne peut être supposé constant dans la 1"°, ni z dans la 2°..... 
On est alors obligé de recourir à des artifices particuliers 
d'analyse. C’est ainsi qu’on parvient souvent à intégrer, en 
sabstituant pour p ou q, dans les équ. suivantes, la valeur tirée 
de la proposée ; ces équ. résultent de dz = pdx + gdy, traité 
par l'intégration par parties. 1” 
2=pz + f(qdy — xdp). . . . . . (4), 
z=qy + f(pdx—ydg). >. (6), 
2=pz + qgy — [(xdp+rdg). + . . (6). 
Par ex., si p est une fonction donnée de gq, telle que p= Q, 
la relation (6) devient 


z= Qz+ 97 — [(xQ' +7) dg; 


d’où il suit que le facteur de dg doit ne contenir ni x, ni y, 


xQ'+r=09, z= Qr + 9y ~ 61; 
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la fonction @ est arbitraire. L'intégrale résulte ensuite de Péli- 
mimation de g entre ces deux équ., lorsque cette fonction @ a 
été déterminée (n° 919). 

906. Après ayoir mis dans dz = pdx + gdy, la valeur de p 
ou celle de g, trée de la proposée, on a une équ. différen- 
tiellle entre les quatre variables +, y, z et g ou p. Supposons 
que: cette équ. soit réductible à être une différentielle exacte, 
en jprenant pour constante p où g, ou une fonction 8 de cette 
leture; et soit f(x, y, z, 0) =c, l'intégrale dans cette hypo- 
thèse de 8 constant. Il est visible que si l’on différentie cette 
équ., on reproduira celle d’où on l’a tirée, non-seulement 8 
et c: demeurant constans; mais même, si ĝ et c sont des va- 


riables, pourvu qu’on ait À as — de—0o. Ainsi, pour rendre 


à 0 son état de fonction variable quelconque dans l’équ.. diffé- 
renttielle, et que cependant l’équ. f= c en soit toujours l'in- 
tégrale , il suffira de supposer que c est une fonction arbitraire 
de 0, telle, qu’on ait ensemble 


JEY, 2, 0) =08, Yagi. 

Dams le cas où la proposée est différentielle exacte, # étant pris 
pour constant, on intégrera dans cette hypothèse, et l'on aura 
la x°° de ces équ., qu’on différentiera ensuite relativement à 8 
seul, pour former la 2° ; le système de ces deux équ. satisfera à 
la proposée, @ étant une fonction arbitraire. Quand on aura 
déterminé (n° 919), il restera à éliminer 4 entre elles, et l’on 
aura l'intégrale demandée. 

Il suit de ce qu’on a vu (n° 805), que si la 1"° équ. est con- 
sidérée comme appartenant à une surface courbe dont 4 serait 
un paramètre variable, ces deux équ. sont celles de la caracté- 
ristique ; la recherche de cette courbe revient, comme on voit, 
à l'intégration de l’équ. proposée. 

Soit donnée l’équ. z2=pg; on trouve 


zdx dz — zdz (9+zx) dz— zdr 
EVA vom ] TEK home m5 A _ 
d z +adr, dr a DLL CEE) Ca PST ý 
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en posant g = 0 + x; l'intégrale est, pour 6 constant, 
” zZ Sat 
rite Toà g=, 
en différentiant relativement à 8 seul, Le système de ces deux 
équ. est l'intégrale de la proposée z = pq. 

907- On facilite souvent l'intégration en introduisant une in- 
déterminée 0, qui permette de partager l'équation proposée en 
deux. Soit f(p, x) = F{(g,7); faisons f (p, x) —#4; d’où... 
F(q, J)=8; résolvons ces équ. par rapport à p et g, nous 
aurons 

P=+\(6, 6), q= x(78), dz= ÿdx + xdr. 


Intégrons en prenant 8 constant, d’après ce qu’on vient de 


dire ; 
24o = f Var + f'rdy : 
il restera à différentier relativement à ĝ seul, et à éliminer 8 
entre ces équ., après avoir déterminé la fonction 4. 
Par ex., pour l’équ. a’pg= zx°y*, on a 
Bet p= =, q= L=x 
Donc 


3 3 
3az 4+- Qi = zè +7, dirt. 


908. Quand l’équ. Pp +- Q7 =Z, est homogène en x, y, z, 
on fait x=12, y =uz; P, Q, F se changent en P,z°, Oz", 
Fz" (n° 855), et les équ. (3) donnent 

(P, —1P,)dz = 27 d4, ,— uy dz = z7 du; 
d’où (P, — tF du =(Q, —uF,)de. 
L'intégrale de cette équ. en tet u étant trouvée, on s’en ser- 
vira pour éliminer soit £, soit u, de l’une des précédentes, 
qu’on sait alors intégrer: enfin, éliminant u et t par x = #2, 
y= uz, on a les solutions ets des équ. (3), et par suite 
l'intégrale x = ge. 
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Pour l’équ. pzz + grz= 2°, on trouve 
(1 — ”)dz=ztdt, u(r —#)dz = du; 
d'où udt= tdu, tæ au, :W(1—#)=8; 
enfin, z=ay, V — r) =b, er to (5) 


Équations différentielles partielles du 2° ordre. 


gog. Outre les coefliciens p et g du 1* ordre, l'équation 

peut contenir 
, d’? d’ Į 
Ti ar; EG pa’ irr te 0) : 
d'où  dp=rir+sdy, dg=sdx+idy... (B), 
dz=dpdx + dgdy = rdx’ + 2sdædy + tdy* 

Il s'agit d'intégrer l’équ. f(x, 7,2, P, g,r,s,t)=0. 

Remarquons d’abord qu’on doit considérer y comm: cons- 


tant dans l’équ. qui a la forme r= Pp + Q, qui revient à 
=? £ + Q, P et Q étant des fonctions de x,y & z; car 
les différentielles partielles g, s et £, qui se rapportent à la 
variation de y, r’entrent pas ici (n° go2) : on a alors à inté- 
grer une équ. aux différentielles ordinaires du 2° ordre entre x 
et z; mais au lieu de la constante additive, on prendra une 
for:ction arbitraire @r. 

dz 


Par exemple, si z n'entre pas dans P et Q, en substitaant Ta 


pour p, on a L = Pp + Q; la fonction (Pp + Q) ds est li- 


néaire entre les variables p et x; y est d’ailleurs constant > 
l'intégrale est done (n° 857), en faisant u= f Pix, 


] 
p= T = "(fe Qdz + oy); 


Li = 
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intégrant de nouveau, et ajoutant une nouvelle fonction arbi- 
traire 4y, on a l'intégrale demandée. 

Lorsque P=0, on a p= f Qdr 44y; d’où 


s= farfQdz + rgy + Vr. 
Pour l’équ. zyr = (n—1) py + a,comme dans cet exemple 
ona P= À Q= i 
on obtient 
| —ax MORE 
= x t, z= may + 7 INT. 


Enfin soit #r==(n—1)p, on a LE rs ~ 
gro. Pour intégrer t=Pq4 +Q, ou $s, =P E +Q, il 


faut prendre x constant, et ajouter gx et A 


Soit at= zy; on a d’abord g = z = TE hes; puis 


Gaz = Jr + yx + x. 
? d’z X 
g1. L re de s=M, ar Te M, rentre dans la 
théorie des cubatures (n° 852); 
z = fdx[Md y + 4x + Vy. 
C’est ainsi que s = ax + by, donne 
z=; aylar by) +r +Vr. 
912. Soit s= Mp -+N, M et N étant connus en x ct y, ou 
dz _ dp 
drdy — dy 
p et y sont ici seules variables, et Pon retombe sur une équ. 
linéaire (n° 857); done, faisant u=—/fMd y, on a 


P = Mp+N; 


d : 
p= T = (gx + fe". Ndy). 
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Intégrant ensuite, par rapport à x; il vient : 
2=f(evdrfe "Ndy)4+-fe"g zx. dr +4. 
Par ex., pour szy = bpr + ay, on trouve 


y 2 v. ? lx ; 
PET tree, Tr eut 4. 
913. Prenons l’équ. linéaire du 2° ordre 
| dz, o d'z pdz 
Rr+Ss4+Ti=F, RESTE tra 


R, S, T, P sont donnés en x, y, z, p etg. Éliminant r et 
t par les équ. (B), qui servent de définition à ces fonctions, 
on a 
Rdpd y + Tdgdz — Pdrd y =s(Rd 7° —Sdrd y +Tax*). 
Supposons qu’on connaisse deux fonctions +, p, qui rendent 
nul chaque membre respectif, ou qu’on aitr =a, p =ĝ, avec 
Rda’ + Tdr? = Sdrdy, 
Ràpdy + Tüqgäx = Vüxdr. 
Il s’agit de prouver qu'ici, comme au n° 903, m= ĝp satisfera 
à la proposée, quelle que soit la fonction ọ, ~ et p contenant 
x, J, 2, petg. Pour le démontrer, ramenons d’abord ces équ. 
au 1* ordre, en posant dy = Qdx, il vient 
Ro—So+ T0... (1), 
dy=Qdx, ROdp+ Tdg= Vadxr.., (2). 
La 1™ de ces équ. donne pour Q deux valeursen x, y, 3, p, q; 
et l’on suppose que =a et p—£ ont été déterminés de ma- 
nière à satisfaire aux équ. (2). Formons donc les différentielles 
complètes de = 0, dp=0, sous la forme 
Adz + Bdy + Cds + Ddp + Edg=0, adx + bdy… .edg—0. 


Mettons pdx + gdy pour dz, Qdz pour dy; enfin, pour dg sa 
valeur tirée de (2), nous aurons deux sortes de termes dans 
chaque équ., les uns facteurs de dx, les autres de dp; en les 
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égalant séparément à zéro (attendu que la proposée. .;.,.. 
Rr + Ss...= F, ne pouvant déterminer qu’une des quantités 
r,s,t, en fonction des autres, et de x, y, z, p etg, dz et dp 
restent indépendans), il vient 


4+0B+(p+90)C+ 0, D=, 
aabt (ptg hemo, de. 


Ces équ. expriment la condition que + et p satisfont aux con- 
ditions (2). Cela posé, pour reconnaître si en effet l'équation 
æ=@} satisfait à la proposée, prenons sa différentielle com- 
plète de = ọ'p.dp, où 


Adz + Bdy...Edg =g p. (adz + bdr...edg); 


substituons-y pour 4, D, a, d, leurs valeurs tirées des quatre 
équ. précédentes, et pdz+4dy pour dz; enfin, réunissant les 
termes qui ont pour coefliciens B, C, E, b, c, e, nous voyons 
qu’ils ont pour facteur l’une ou l’autre des quantités 


ROdp+ Tdg—Vodr, dy—adr, 


lesquelles sont nulles en vertu des équ. (2), et cela quelle que 
soit la fonction g ; donc x —®} est l'intégrale première de la 
proposée, @ désignant une fonction arbitraire de x et y. 

On se trouve ainsi conduit à traiter les équ. (2); mais il faut 
remarquer qu’outre ces deux relations, on ait dz=pdz+-gdr, 
ce qui ne fait que trois équ. entre les cinq variablesx, y, z, p 
et q. Il pourrait donc se faire que l’équ. qu’on obtiendraitentre 
trois de ces quantités, par l'élimination, ne remplit pas la 
condition d’intégrabilité (n° 897); dans ce cas, elle ne provien- 
drait pas d’une équ. unique. On serait alors conduit à une 
intégration inexécutable, sans que pour cela on fût en droit de 
conclure qu’elle n’est pas possible, et que l’équ. différentielle 
proposée ne résulte pas d’une seule primitive. 

Concluons de là que, pour intégrer l'équ. linéaire du 2° ordre 
Rr+Ss+ Ti=V, on posera les équ. (1) et (2); Ja 1" fera 
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connaître 8, dont la valeur, substituée dans (2), donnera deux 
équ. auxquelles il faudra satisfaire par des intégrales +=4, 
p=8:0on fera —=@p, et il restera à intégrer cette équ. du 
1e ordre. 

Comme l’équ. (1) est de 2° degré, on'en tire deux valeurs 
de &; on préférera celle qui se prêtera mieux aux calculs ulté- 
rieurs. 


914. Prenons, par exemple, gr —2pqs+pt=0; R=9°, 
S=—2pq, T=p", V=o, donnent, pour l'équation (1), 
Pa + 2pqa + p'=0; d'où gQ + p—0 ; et chassant Q des 


équ (2), 
pdzx + gdy = 0, gdp = pàg. 
Celle-ci donne p =Êg ; l’autre revient à dz = 0, Z= æ; ct 
= Qa , ou p = gps, reste à intégrer de nouveau. 
Appliquons la méthode du n° 903, qui donne 
dz=0, dr=—dr.gz; d'oùz=s, y+ rgs —8; 
posant 8 = ÿe, il vient enfin pour l'intégrale cherchée, ọ et 4 
étant les deux fonctions arbitraires, y4- zọz =YŸz. 
L'équation r’ arys +y1=0, où R= T°, S—2xr..., 
donnent Qx = y , et les équations (2) deviennent dx —zxdy, 
xdp +ydg = o. La 1" donne y = ax; chassant y de la 2°, 
elle devient dp + «dg = 0 ; d’où p + aq = 8; enfin, b= Qa 
donne pour l'intégrale première , px + gr = x9 E: 
Les équ. (2) du n° 903 sont ici dz = dz., xdy = ydx; on 
tire de cette dernière y= az; chassant y de l’autre, dz=dx. ġa, 
= Ta +- b; enfin, 8 = Ya, donne z =29(2) +4(2). 
re x 
Dans l'exemple suivant on a fait p +-7= m, 
r(1 + gm) -+ s(g — p) m =t (1 + pm). 
L’équation (1) est 
(1 + gm) — (q SHARE =1+#+pm; 
d’où Q = 1. Quant à l’autre racine de O, comme elle con- 
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duirait à une intégrale première, contenant p + q sous le signe 
?, et hors ce signe, elle ne peut être employée. Les équ. (2) 
sont 
dr=dz, (1+ gm)dp =(1 + pmjdg. 

On a æ— y= a; pour intégrer la 2° faisons p — g= n, et 
P + q=m; on en tire les valeurs de p, g, dp , dg, et Pon a 
cette équation séparable mndm = (2 +- m’)dn, qui donne... 
n= £ y (2 -+ m’); ainsi, 8 =ọz devient 


n=V 2 Fm. (æ—y), p=g+Va+@+). p (2—7). 
Pour intégrer de nouveau cetteéqu., mettons pour p etg leurs 
valeurs en m et ndans dzæ=pdx-+gdy ; il vient 
adz= (m -++ n)dx + (m — n)dy 
=m(dr 4dr) +(de—dy) y{2+m°).9 (2—7) 
Intégrons, en supposant m constant, par la métliode du n° 906, 


et nous trouvons qne l'intégrale cherchée est représentée par le 
système des deux équations 


22+ÿm=mr+ 7) + Vomela ~eg) 
PO m 
Vm= ANA apm EN). 


915. La complication de ces calculs empêche très souvent 
qu’ils ne réussissent; mais dans le cas où les coeficiens R, S$ et 1” 
sont constans, et Z fonction de x et y, l’équ. (1) donne pour Q 
deux valeurs numériques, telles que 7z et n :etles relations (2), 
auxquelles x =ë et p= £ doivent satisfaire, s’intègrent et don- 
vent, pour Ja racine m, 


y=mz4a et Rmp + Tqg=m/fVaz : 
On devra substituer dans X, pour y, sa valeur mx + a; puis 
fFdzx ne dépendra plus que des quadratures. L'intégration 
faite, on ajoutera une constante £, et l’on remettra pour g sa 
valeur y —mzx. On aura done les équ. cherchées r=2, p = Ê, 
en sorte que p=@r—=@(y — mx), deviendra 
Rmp + Tq=mfldr+@g (y -— mx). 
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On raisonnera de même pour la 2° racine n de Q , où plutôt 
on changera ici m en n : mais ilsuffit de traiter l’un de ces deux 
cas, parce que l’autre conduit au même résultat. On choisit 
celui qui se prête le mieux au calcul. 

11 s’agit maintenant d'intégrer de nouveau : pour cela, repre- 
nons notre 1" intégrale, et tirons-en la valeur de p pour la 
mettre dans dz=pdx + gdy : remarquant que par la nature 
des deux racines met n de 2, on a Rmn = T, on trouve 


Rdz — dz [Y dx — dxg'(y — mx) =Rq(dy — ndx) ; 
en comprenant dans @’ le diviseur constant m. Or, pour in- 
tégrer cette équ. (n° 903), on égalera à zéro chaque membre 
séparément ; d’où 
y=nz 4c, Rz— fdx[ dx —fådx.p' (y — mx) =b, 
Il convient, avant tout, de faire quelques remarques : 


1°. On devra mettre nx -+c pour y dans la 2° équ. , et in- 
tégrer par rapport à x ; puis on remettra y — nx pour c dans le 
résultat. 

2°. Les deux intégrales fdx/fäx nécessitent une distinction 
importante, puisqu'on a d’abord mis mz + æ pour y dans X, 
et y—mzx pour a dans le résultat; tandis qu’on doit faire 
y =næ + cdansdr/Vdx, et restituer y—nx pour c. 

3°. fdx.g' (y — mx) devient fdx.g'[ x(n —m) +0], ou 

2 m > OU plutôt gl(r— m) x + c], en comprenant la cons- 
tante n—m dans 4; ainsi, l’on a g(y—mx). 

4°. Enfin, la constante best une fonction quelconque ÿdee, 
ou b=4 (7 — nx). Donc 

Rz=fàzfVàx + (ymz) + 4 (7 — nr). 

Par ex., pour r—s —2t=#ky", on a 
-+ a= 2, d'où m=, n= 2 et yE p a, ÿ=e — 27. 

Donc 


fPêres i Eaa =H(z + a (= Ar. 


[xfPdx = fkdx ly = fhdx. l (x — 22). 
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Cette intégrale s'obtient aisément ( n° 827, ou 809, V} elle 
devient — kx — ky.ly y, en remettant ax + y pour a’ Ainsi, 
2+Kz+r1"r) pus — z) +4 (r +ax). 

d’z 
dx* 
vibrantes (voy. ma Mécanique » n° 310), on a R=1, T=— b”, 
S=0=7, d'où =b, m=b=—n, be: ou 
y = — bz; enfin fdrf Fdx =0. Donc 


2= 7 — be) + (y + ba). 


Nous renvoyons, pour de plus amples détails sur cette ma- 
tière, au Calcul intégral de M. Lacroix. 


Pour r = bou -— =. D qui est l’équ. des cordes 


916. On intègre quelquefois en suivant le procédé du n°go7, 
qui consiste à partager la proposée en deux équ. à l’aide d’une 
indéterminée 6. Par ex., l’équ. ré = s*, des surfaces dévelop- 


pables (n° 806) , donne T= 6 as d’où r= sh, s =, 


rdz -+ sdy =6(sdx +1dy), ou dp=ðdg (B, n° 909). 
Cette équ. n’est intégrable qu'autant que 8 est fonction de g; 
donc p=#g est l'intégrale t°. L’équ. dz=pdr+gdy devient 
dz=dx.gg+gdy : supposant g constant, par la méthode 
du n° 906, il vient 

2=xpg +97 +44, 29 9+7 +Ya—0. 
Toutes les surfaces développables sontcomprises dans lesystème 
de ces deux équ., et pour l’une d’elles qu’on déterminerait en 
particulier, il faudrait trouver les fonctions ọ et 4, puis éli- 
miner g entre les deux équ. résultantes. 


Intégration des Équations différentielles partielles 
par les séries. 


917. Prenons le 2° ordre pour ex. des intégrales approches. 
Soit donnée une équ. entre r, s,4... £; choisissons l’une des va- 
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riables, telle que x, et posons la formule de Maclaurin (n° 746) 
s=f tarf Hir f" hi f+... 

f, f’ f'.-.. désignent ici des fonctions cherchées de y, qui 

sont ce que deviennent l'intégrale z= f(x, y) et ses dérivées 

relatives à z, lorsqu'on fait z =o (*). Qu’on tire de la pro- 

posée r= F(r,s, t, P» 9, Z, Y), il est clair que si l’on change 
d 11; AAA NOR 

x en zéro, z en f, p en f’, enfin souge en Dee il n’entrera 

dans la valeur de r que f, f’, et leurs dérivées par rapport à y, 


puisque g devient Te et = : ainsi, r deviendra f". De 


2 


même la dérivée de r, relative à x, donnera f”, à l’aide des 
mêmes fonctions f et f’, qui demeurent quelconques : et 
ainsi pour f", f°.... en sorte que la série contiendra deux 
fonctions arbitraires de y. 

Pour le 3° ordre, le même raisonnement prouve que la série 
ci-dessus est l’intégrale et contient les trois fonctions quelcon- 
ques f; f”, f”. En général, toute équ. diffèr. partielle d'ordre n 
a une intégrale qui contient n fonctions arbitraires. 

918. Lagrange a encore proposé d'approcher des intégrales 
par la méthode des coefficiens indéterminés. On pose 


z= -4 r44 ry Frs Fto... 
En prerant les différentielles convenables, substituant dans la 
proposée, et égalant entre eux les termes où x entre au mème 
degré, on a diverses équ. qui servent à trouver celles des fonc- 
tions de y qui ne doivent pas rester arbitraires. 

Par ex., pour r=—g, on trouve 
3 

enr 2x 6z + 122"0...., 

dz J à Le 

dre a akea da nadt, EERE 


(*) Si la fonction f(x,y) devait être de nature à donner l'infini pour quelque 
valeur de f, f”, /"..., il faudrait, comme on l’a fait n° 87r, changer x en x—a ; 
dans la proposée, a étant une constante qu’on prend à volonté, de manière 
à ne plus rencontrer de dérivées infinies danses calculs qu'on va exposer. 
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substituant dans r = et comparant, on trouve 
2=@+# rh a E CA + ir + Lt"... 
re d° 25 
De même pour l’équ. TS + A + M = 0, òn trouve 


pas S eD 
sS pay (+ de sg 3 TR 


Des Fonctions arbitraires. 


919. On dira pour les fonctions arbitraires @, 4..... des 
équ. différ. partielles, ce qu’on a dit (n° 839) pour les cons- 
tantes introduites dans les intégrations ordinaires. Tant qu'on 
ne veut qu'intégrer, c.-à-d. composer une expression qui, 
soumise aux règles du Calcul différentiel, satisfasse à la pro- 
posée, ces fonctions g, %..... sont en effet quelconques. 
Mais si les résultats doivent être appliqués à des questions de 
Géométrie , de Mécanique, etc., ces fonctions peuvent cesser 
d’être arbitraires. Quelques exemples sufliront pour l’intelli- 
gence de cet exposé. 

On a vu (n° 660,745) que l’équ. des surfaces cylindriquesest 

y—bz=¢(z— az), ou ap+bq=1. 

La 1" est l'intégrale de la 2°, la forme de la fonction © 
dépendant de la courbe directrice. Or, si la base du cylindre 
sur le plan zy est donnée par son équ. y = fz, il faudra que 
ọ soit telle, que cette base soit comprise parmi les points de 
l'espace que désigne l’équ. y — bz = g(x- az). Si donc on y 
fait z=0, les équ. y—=@x, y= fr seront identiques. Donc les 
fonctions @ et font même forme, c.à-d, que si l’on change dans 
y=fr,y en y— bz, et x en x —az, l’équ. qu'on obtiendra 
sera celle du cylindre particulier dont il s’agit (n° 788, 1). 

Généralement, soient M—0, N=o les équ. de la direc- 
trice: on fera æ—az=u, et éliminant entre ces trois équ. , 
on en tirera les valeurs de x, y et z, et par suite celle de 
Jbz ou qu, en fonction de u, c.-à-d. qu’on aura la manière 
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dont qu est composé en u. Il ne restera plus qu’à mettre x — az 
pour u, dans y —bz—qu, pour avoir Péqu. de la surface 
cylindrique particulière dont il s’agit. 

Pareillement les surfaces de révolution autour de l’axe des z 
ont pour équ. pr =gz, dont l'intégrale est z* + y°= @z 
(n°s 662,745); la fonction ọ demeure indéterminée tant que 
la génératrice de la surface reste quelconque : mais si cette 
courbe est donnée par ses équ. M=0o, N—o, dans toutes 
ses situations elle sera sur la surface ; Tes z, à ét z seront les 
mêmes. Posons z=u , éliminons x, y et z entre ces trois équ. , 
puis substituons leurs valeurs dans z°-+ y°=ọu , nous saurons 
comment la fonction ọ est composée en u; remettant donc z 
pour u, et x°+y* pour ọu, nous aurons particularisé ọ , de 
manière que l’équ. appartiendra exclusivement à la surface 
proposée. 

Et si le corps est engendré par la révolution d’une surface 
mobile, qui serait invariablement liée à l’axe des z, et dont 
on aurait l’équ. M= 0, en la considérant dans l’une de ses 
positions , différentiant, on trouvera les expressions de p et g 
enx, y etz; substituées dans py—gz=—0, on aura l’équ. 
N=o de la courbe de contact du corps générateur avec la 
surface engendrée , puisque les plans tangens sont communs à 
l’une et à l’autre. On a ainsi les équ. d’une courbe qu’on 
peut regarder comme génératrice, et l’on retombe sur le cas 
précédent. 

Le conoïde a pour équ. px+gr=0, dont l'intégrale est 
J=Zx.pz (p- 425, 548). Faisons z= u, et tirons x, y et z en u, 
à l’aide des équ. M=0, N—0 de la courbe directrice ; enfin, 
mettons pour x et y leurs valeurs dans y=x.¢u , et nous sau- 
rons comment ĝu est composé en u. Enfin, remplaçant u par z, 
nous aurons 2, êt l’équ. particulière y = x.ọz du conoïde 

. proposé, 

Quand la directrice est un cercle tracé dans un plan parallèle 
aux yz, dont les équ. sont z =a , 7° -z= b’, ou trouve 
wyp prr TE 

L'équ. des cônes est 2—c—p(x—a)+q(7—b), dont 

dial: 36 
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D "EX 
7 z= o (Z=) (a 66r, 745). Pour que là 


basesoitun cercle tracé sur le plan zy etle centre à l’origine, on a 


l'intégrale est 


2=0, THI =r, et r—a—u(z—0c), 
d'où 2=0, z=a—cou, y=V[r"—(a—cuy]. 
Substituant dans y —b—(2—c)qu, pour x, y et z ces va- 
leurs, on a cou =b — y [7 — (a — cu)]. Enfin, remettant 
pour u et qu leurs valeurs, on a pour l’équ. du cône, comme 
page 300, $ 
(ey — bz) + (az — cx) =r(z =c)’. 

-920. Ces ex. suffisent pour montrer comment on doit déter- 
miner les fonctions arbitraires, lorsqu'on veut appliquer les 
calculs généraux aux cas particuliers. Soit en général K = ọ (L) 
une intégrale contenant une fonction arbitraire @, K et L étant 
des fonctions données de x, yet z : la condition prescrite établit 
quel’éq. devient F(z, y, z}=0, lorsqu’on suppose fæ, y, z) — 0. 
Cette condition revient, en Géométrie, à demander que la sur- 
face cherchée dont l’équ. est K= ọŻ, passe par la courbe 
donnée dont les éq. sont F—0, f=0. Pour satisfaire à cette con- 
dition, on fera Z=u ; et l’on tirera x, y et z en ude ces trois éq. : 
puis, substituant ces valeurs dans X , on aura pour résultat une 
fonction X,, qui sera = gu exprimé en u, ce qui déterminera 
la composition de la fonction @. Enfin, on remettra L pour u, 
dans K = K,, et l’on aura l'intégrale cherchée. 

S'il y avait deux fonctions arbitraires à déterminer, il fau- 
drait donner deux conditions. Un calcul semblable au précé- 
dent ferait connaître ces fonctions. 


921. Mais si la nature de la question, et cela a lieu dans 
un grand nombre de problèmes de Physique et de Géométrie 
transcendante, ne permet pas de déterminer les fonctions arbi- 
traires, elles restent quelconques, et les propriétés qu’on dé- 
couvre, sans particulariser ces fonctions, ont lieu en général. 
Pour tirer nos explications de la Géométrie, s’il entre un terme 
de la forme ọx, et qu’on décrive sur le plan zy la ligne qui à 
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pour équ. y = @x, toutes ses ordonnées y seront les valeurs de 
la fonction @, en sorte que cette courbe soit non-seulement 
quelconque, mais même puisse être tracée à la main par un 
mouvement libre et irrégulier ; la courbe peut même être 
Discontinue, c.-à-d. formée de branches différentes placées 
bout à bout, ou Discontigué, c.-à-d. formée de parties isolées 
et séparées les unes des autres. C’est Euler qui a mis ces prin- 
cipes hors de doute, même contre l’avis de d’Alembert, qu’on 
peut regarder comme l'inventeur du calcul aux différences par- 
tielles ; calcul dont les ressources sont immenses, les applica- 
tions d’une utilité sans bornes , el qui , comme on voit, est le 
moyen dont on se sert pour soumettre les fonctions irrégulières 
à l'analyse mathématique. 


VI. CALCUL DES VARIATIONS. 


922. Les problèmes des /sopérimètres avaient déjà été résolus 
par divers géomètres avant la découverte du Calcul des varia- 
tions; mais les procédés dont on se servait ne formaient pas 
un corps de doctrine, et chacun de ces problèmes n’était ré- 
solu que par une méthode qui lui était particulière, et par des 
artifices d'analyse souvent très détournés. Il appartenait au 
célèbre Lagrange de ramener toutes les solutions à une méthode 
uniforme. Voici en quoi elle consiste. 

Étant donnée une fonction Z = F(x, y, x',7"...), en dési- 
gnant par y’, y". les dérivées de y considéré comme fonc- 
tion de x, y ==@x, on peut se proposer de faire jouir Z de di- 
verses propriétés ( telle que d’êtreun maximum, ou toute autre), 
soit en assignant aux variables x, y, des valeurs numériques , 
soit en établissant des relations entre ces variables, et les liant 
par des équations. Quand l’équ. y —@x est donnée, on en dé- 
duit y, 7’, y”... en fonction de x, et substituant, Z devient 
=fr. On peut assigner, par les règles connues du Calcul diffé- 
rentiel, quelles sont les valeurs de z qui rendent fx un maxi- 


mum où un minimum. On détermine ainsi quels sont les points 
36.. 


‘WWW.rcin.org.pl 


564 CALCUL DES VARIATIONS. 


d’une courbe donnée, pour lesquels la fonction proposée Z est 
plus grande ou moindre que pour tout autre point de la même 
courbe voisin du premier. 

Mais si l’équ. y = gx n’est point donnée, alors, prenant suc- 
cessivement pour gx différentes formes, la fonction Z = fr 
prendra elle-même différentes expressions en x; on peut se 
proposer d’assigner à gx une forme propre à rendre Z plus 
grande ou plus petite que pour toute autre forme de gx, pour 
la méme valeur numérique de x, quelle qwelle soit d’ailleurs. 
Cette dernière espèce de problème appartient au calcul des Za- 
riations. Il s’en faut de beaucoup qu’il se borne à la théorie des 
maxima et minima; mais nous nous contenterons de traiter 
cette matière, parce qu’elle suflit pour l'intelligence complète 
des règles de ce calcul. N'oublions pas toutefois que, dans ce 
qui va être dit, les variables x et y ne sont pas indépendantes, 
mais seulement que l’équ. 7 =#@x, qui les lie entre elles, est 
inconnue, et qu’on ne la suppose donnée que pour faciliter la 
résolution du preblème. x doit être regardée comme une quan- 
tité quelconque qui reste la même pour les différentes formes 
y =x; les formes de @, ?',®"... sont donc variables, tandis 
que x est constant. 

923. Dans Z = F(x, y, J’, J'....) mettons y -+k pour 
Y, Y +k pour y’....., k étant une fonction arbitraire de z, 
et k’, k"... ses dérivées. Or, Z deviendra 


Z= Fa, y tk, Ak +). 


Le théorème de Taylor (n° 743) a lieu, que les quantités 
£, J, Ì, k soient indépendantes ou dépendantes ; ainsi l’on a 
Z=Z4(k. T+ To He atete. )+ etc. 

de sorte qu’on peut regarder x, 7,7’, 7"... comme autant de 
variables indépendantes, en tant qu’il ne s'agit que de trouver 
ce développement. 

Cela posé, la nature de la question exige que l’équ. y =ex 
ait été déterminée de manière que, pour la même valeur de z , 
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on ait toujours Z, > Z, ou Z, < Z : em raisonnant comme 
dans la théorie des maxima et minima ordinaires (n° 957), 
on: voit qu'il faut que les termes du 1‘ ordre soient nuls, et 
qu'on ait 


azi y AZ , .dZ 7 
k. i y Aa Taik iri 


Puiisque À est arbitraire pour chaque valeur de x, et qu’il n’est 
pas nécessaire que sa valeur, ou sa forme, restent les mêmes, 
quiand ‘x varie ou est constant, k’, k"... sont aussi arbitraires 
que k. Car, pour une valeur Rlleoe qu x= X, on peut sup- 
poser k=a+b(x—X)+5c(x—X)+etc., X, a,b, cpe.. 
étænt prises à volonté; et comme cette équ. et ses différentielles 
doïvent avoir lieu, quel que soit x, elles devront subsister lors - 
que =X, ce qui donne k=a, F—b, k =c... Donc, 
noitre équ. Z, = Z +... ne peut être satisfaite, vu l’indépen- 
damce de a, Ù, c..., à moins que chaque terme ne soit nul, 
Aimsi, elle se partage en autant d’autres qu’elle renferme de 
termes, et l’on a 


APM ET OI OT + M az _, 
dy e dr dr. ....} dy® — » 


(n) étant l’ordre le plus élevé de y dans Z. Ces diverses équ. 
dewront s’accorder tontes entre elles, et subsister en même 
temps, quel que soit x. Si cet accord a lieu, il y aura maximum- 
ou minimum, et la relation qui en résultera entre y et x sera 
l'équ. cherchée, y =@x, qui aura la propriété de rendre Z 
plus grand ou plus petit que ne pourrait faire toute autre rela- 
tion entre x et y. On distinguera le maximun du minimum , 
suivant les théories ordinaires, d’après les signes des termes 
du 2° ordre de Z,. (Voyez page 392.) 

Mais si toutes ces équ. donnent des relations différentes entre 
x ety, le problème sera impossible dans l’état de généralité 
qu'on lui a donné; et s’il arrive que quelques-unes seulement 
de ces équ. s’accordent entre elles, alors la fonction Z aura des 
maxima et minima, relatifs à quelques-unes des quantités 
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TY, J", Sans en avoir d’absolus et de communs å toutes 
ces quantités. Les équ. qui s’accorđent entre elles donneront 
les relations qui établissent les mazima et mänima relatifs. Et 
si l’on ne veut rendre X un maximum ou un minimum que par 
rapport à l’une des quañtités y, 7,7. comimealors il ne fau- 
dra satisfaire qu’à une équ., le problème sera toujours possible. 


924. Il suit des considérations précédentes, que, 

1°. Les quantités x et y sont dépendantes l’une de l’autre, et 
que néanmoins on doit les faire varier comme si elles étaient 
indépendantes, puisque ce n’est qu'un procédé de calcul pour 
parvenir au résultat. 

2°. Ces variations ne sont pas infiniment petites ; et si l’on 
emploie le Calcul différentiel pour les obtenir, ce n’est que 
comme un moyen expéditif d’avoir le second terme du déve- 
loppement, le seul qui soit ici nécessaire. 

Appliquons ces notions générales à des exemples. 

I. Prenons sur l’axe des + d’une courbe deux abscisses m et n, 
et menons des parallèles indéfinies à l'axe des y. Soit y = @x 
l’équ. de cette courbe : si par un point quelconque on mène une 
tangente, elle coupera nos parallèles en des points qui ont 
(n° 762) pour ordonnées =y+7 (m—zx)eth=7+7{(n—2x). 
Si la forme de ọ est donnée, tout estici connu; mais sielle ne 
l'est point, on peut demander quelle est la courbe qui jouit de 
la propriété d’avoir, pour chaque point de tangence, le produit 
de ces deux ordonnées plus petit que pour toute autre courbe. 
OnaiiZ=1Xh, ou | 

Z={r+(m—2) r']{r+(n—2x) r]. 

D’après l'énoncé du problème, les courbes qui passent par 
un méme point (x, y), ont des tangentes de directions diverses ; 
et celle qu’on cherche doit avoir une tangente telle, que la con- 
dition Z = maximum soit remplie. On doit donc regarder et y 
comme constans dans dZ = 0; d’où 


FA A M à Aon Mi a a E + 1 
dy? y (c=m)(en) 2m Ÿ (zx—n)’ 
puis intégrant, J'=C(x—m) (x— n). 
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La courbe est une ellipse ou une hypexbole, selon que € est 
négatif ou positif, les sommets sont domnés par r= m et=n: 
dans le 1“ cas, le produit Z.h, ou Z, est un maximurn, parce 
que y” ale sigue—; dans le 2°, Z est un minimum, ou plutôt 
un maximum négatif : ce produit est d’ailleurs constant... 
Ih==—%C(m—n), carré du demi-second axe; c’est ce qu’on 
trouve en substituant dans Z pour y’ et y leurs valeurs. 

II. Quelleest la courbe pour laquelle, en chacun deses points, 
le carré de la $sous-normale augmentée de l’abscisse, est un 
minimum? Où a Z= (Jy + x), d'ou l’on tire deux équ., 
qui s’accordent en faisant yy’ -+ r =o, et par suite x°+ y’ =r. 
Donc tous les cercles décrits de l’origine comme centre, satis- 
font seuls à la question. 


925. La théorie que nous venons d'exposer n’est pas d’une 
grande étendue; mais elle sert de développement préliminaire , 
utile pour l'intelligence du problème beaucoup plus intéressant 
qui nous reste à résoudre. 11 s’agit d'appliquer tous les raison- 
nemens précédens à une fonction de la forme fZ : le signe f 
indique que la fonction Z est différentielle, et qu'après l’avoir 
intégrée entre les limites désignées, on veut la faire jouir des 
propriétés précédentes. La difficulté qui se rencontre ici vient 
donc de ce qu’il faut résoudre le problème sans faire l’inté- 
gration ; car on voit assez qu’il est en général impossible de 
l'exécuter. 

Lorsqu'un corps se meut, on peut comparer entre eux, soit 
les dives points du corps dans l’une de ses positions, soit le lieu 
qu’occupe successivement un point désigné dans les instans 
suivans. Dans le 1° éas, le corps est considéré comme fixe, et 
lesigne d se rapportera aux changemens des coordonnées de sa 
surface; dans le 2°, on doit exprimer, par un signe nouveau, des 
variations tout-à-fait indépendantes des 1°*, et nous nous 
Sérvitons de à. Quand nous considérons une courbe immobile, 
onmême variable, mais prise dans l'une desespositions, dx, dy... 
annoncent une comparaison entre ses coordonnées ; mais, pour 
avoir égard aux divers lieux qu’occupe un même point d’une 
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courbe, variable de forme selon une loi quelconque, nous écri- 
rons dr, dy..... , qui désignent les accroissemens considérés 
sous ce point de vue; et sont des fonctions de z, y»... Pareil- 
lement dx devenant d(x+dx), croîtra de ddx; d°x croîttra de 
d'Ar, etc. 

. Observons que les variations indiquées par le signe d sont 
finies, et tout-à-fait indépendantes de celles que désigne la 
caractéristique d : les opérations auxquelles ces signes se rap- 
portent étant pareillement indépendantes, l’ordre dans lequel 
on les exécutera doit être indifférent pour le résultat. De sorte 
que d.dx et d.dx sont deux choses identiques, aussi bien que 
d’.dx et d.d’x..., et que fdU et ðf U. 

Il s’agit maintenant d'établir des relations entrez, y, Zs., 
de manière que /Z soit un maximum ou un minimum entre 
des limites désignées. Afin de rendre les calculs plus symétri- 
ques, nous nesupposerons aucune différentielle constante: d’ail- 
leurs nous n’introduirons ici que trois variables, parce qu’il sera 
aisé de généraliser les résultats, et que cela suffit pour entendre 
la théorie. Pour abréger, remplaçons dx, d’x..,dy, d?y7...,ete., 
PAZ, LaS Tue.) Ete., de sorte que 


LE, LL. PT Pove 25317 Buse) 


z, y et z recevant les accroissemens arbitraires et finis 
dx, dy, dx, dx ou x, devient d(x+ dx) —.dx + ddx ou 
æ,+èx,; de même x, croît de àx,, et ainsi des autres; de 
sorte qu’en développant Z, , par le théorème de Taylor, et in- 
tégrant, /Z devient 8 


dza naz) Hazi praz : az 
SZ=fZ + as de Dre PT de ag 


dZ az dZ da 
-L at > A eda i +. H Sete. 


* La condition du maximum et du minimum exige que l’inté- 
grale des termes du 1“ ordre soit nulle entre les limites dési- 
gnées , quels que soïent dx, d'y et dz, ainsi qu’on l’a vu précé- 
demment. Prenons la différentielle de la fonction connue Z,en 
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regardant £, £., Lye- Y, J, J'n COMMe autant de variables 
indépendantes ; nous aurons 

dZ= mdz + ndz + pdz, ..-+ Mdy + Ndy,.. + + az. 6 
m, Nr M, N..., p, ».…, étant les coefliciens des différences 
partielles de Z par rapport à x, Lpp Y Je» Zy 2,.., traités 
commeautant de variables; ce sont donc des fonctions connues 
pour chaque valeur proposée de Z. En pratiquant cette diffé- 
rentiation absolument de la même manière par le signe à, on a 


dZ=m.dx +n.ddx+p.dd'x + q.f +... 
+M.dy+N.ddy+P. Nr +Q./diy+... $A). 
Hu. dz +r.ddztr. ddz+ Adz... 


Or, cette quantité connue, et dont le nombre des termes est 
limité, est précisénrent celle qui est sous le signe f, dans les 
termes du 1* ordre de notre développement : en sorte que la 
condition du maximum ou du minimum demandée , est que 
J9Z=0, entre les limites désignées , quelles que soient les vå- 
riations dx, dy, dz. Observons qu'ici, comme précédemment, 
le calcul différentiel n’est employé que comme un moyen facile 
d'obtenir l’assemblage des termes qu’il faut égaler à zéro ; de 
sorte que les variations sont encore finies et quelconques. 

Nous avons dit qu’on pouvait mettre d.dx au lieu de Adz; 
ainsi la 1™° ligne de l’équ. équivaut à 

mdr + n.dèx +p.d'dx + q.r + etc. 
m, n... contiennent des différ., de sorte que le défaut d’homo- 
généité n’est ici qu’apparent. Il s’agitmaintenant d'intégrer; or, 
la suite du caleul fera voir qu'il est nécessaire de dégager du 


signe /, autant que possible , les termes qui contiennent dd. 
Pour y parvenir, on emploie la formule de l'intégration par 


parties (p. 445); 
fn.ddr = n, x — fün.dx, 
Sp.dòx=p.dðr—dp.ðx + fdp. ðr, 
[9 dx q.d'èx — dg.dèx + d'g.dx—fdq dx, etc. 
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En réunissant ces résultats, on a cette suite dont la loi est 
facile à saisi 
— dn + d'p — d'g + dir —...)dx 
+(n-dp+d°g-d'r...)2r+(p-d9+d'r...)ddr+(g-dr..….)d'x.. 
L'intégrale de (4), ou f.2Z = o, devient donc 
(B). . .ftni=dn+drp...)Fx#(M—AN+d?P…)dy +(u—dr.… .)r]=n0, 
n—dp+drq...)dr4(N— AP H0 Q.. y+ drh... )de 
© {Horror io pue à dy +{r—dx..….)dde 
+ (g—dr. Jdete- onien JkK=o0, 
K étant la constante arbitraire. Nous avons coupé notre équ. 
en deux, parce que les termes qui restent sous le signe / ne 
pouvant être intégrés, à moins qu’on ne donne à àx dy, dz, des 
valeurs particulières, ce qui est contre l'hypothèse, [SZ ne 
peut devenir — o, qu’autant que ces termes sont nuls à part ; 
et même si la nature de la question n’établit entre dx,dy et dz, 
aucune relation, l'indépendance de ces variations exige que 
l'équ. (B) se partage en trois autres, 


o =m — dn + d'p —d’g + dir —... 
o = M—dN+ d'P—d'Q+ dR—... ».... (D) 
o= pe — dr + d’r — d'y + d'p —. 


926. Donc pour trouver les relations entre #, yet z, qui 
rendent /Z un maximum, ón prendra Ja différentiélle de la 
fonction donnée Z, en considérant x, y, z, dx ,dy, dz, d’x... 
comme dutant de variables indépendantes, et en se servant de la 
lettre d pour désigner les accroissemens ; Cest ce qu’on appelle 
prendre lä variation dè Z. Comparant le résultat à l’équ: (4), 
on en tirera les valeurs de m, M, g, n; N... 6n £, Y, Z, et 
leurs différentielles exprimées par d. Ii faudra ensuite les subs- 
tituer dans les équ. C et D; la 1°° se rapporte aux limites 
entre lesquelles le maximum doit exister ; les éġu. (D) còns- 
tituent les relations cherchées : elles sont différentielles entre 
x, Y, 23 et, sauf le cas d’absurdité, elles ne peuvent former des 
conditions distinctes, puisqu'elles détermineraient des valeurs 
numériques pour les variables. Si la question proposée sé rap- 
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porte à la Géométrie, ces équ. sont celles de la courbe ou de la 
surface qui jouit de la propriété demandée. 


927. Comme l'intégration est effectuée et doit être prise entre 
des limites désignées, les termes qui restent et composent légua- 
tion (C) se rapportent à ces limites; elle est devenue de la 
forme K+ L= 0, L étant une fonction de x, y, z, dx, dy, 
èz... Marquons d’un accent les valeurs numériques de ces va- 
riables à la 1™ limite, et de deux à la 2°. Comme l'intégrale 
doit être prise entre ces limites, il faut marquer les divers 
termes de L, qui composent l’équ. (C) d’abord d’un , puis de 
deux accens; retrancher le 1° résultat du 2°, et éjaler à zéro 
(n° 839); de sorte que l'équ. Par L,= o ne EE e N pin 
de variables, puisque x,dx... auront pris les valeurs z, 2x. 

X,» ÈX... assignées par les limites de l'intégration. On ne 
doit pas oublier que ces accens se rapportent aux limites de 
l'intégrale , et ne désignent pas des dérivées, 

Il se présente maintenant quatre cas. 

1°. Si les limites sont données et fixes (*), e.-à-d. si les 
valeurs ng de x, j'et z sont constantes, comme dx, 
dx, ete. , dx,, dd,x, ete., sont nuls, tous lis termes de L, 
et L, sont zéro, et l'équation (C) est satisfaite d'elle-même. 
Alors on iris les constantes que l'intégration introduit 
dans les équ. (D), par les conditions que comportent Tes 
limites. 

2°, Si les limites sont ares et indépendantes , alors 
chacun des coefficiens de àr, dx .…, dans l’équ. (C), est nul en 
partieulier. 

3°. S'il existe des équ. de conditions pour les limites (*), 


(*) Ce cas revient, en Géométrie, à celui où l’on cherche une courbe qui , 
outre qu’elle doit jouir de la propriété de maximum ou minimum demandée , 
doit encore passer par deux points donnés. Les équ. (D) sont celles de la courbe 
cherchée; on en détermine les constantes par Ja condition que cette courbe 
passe par les deux points dont il s’agit. 

(**) Cela signifie, en Géométrie, que la courbe cherchée doit être terminée 
à des points qui ne sont plus fises, mais qui doivent être situés sur deux 
courbes ou deux surfaces données. 
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c.-à-d. si la nature de la question lie entre elles , par deséqu , 
quelques-unes des quantités x, Y, 2, &,,7,,2,, On se servira 
des différ, de ces équ. pour obtenir plusieurs des variations 
dx dy, 02, 2%... , en fonction des autres; en substituant dans 
L,—L;= 0, ces variations se trouveront réduites au plus petit 
nombre possible : ces dernières étant absolument indépen- 
dantes , l’équ. se partagera en plusieurs autres , en égalant leurs 
coefficiens à zéro. 

Au lieu de cette marche, on peut prendre la suivante, qui 
est plus élégante. Soient u=0, v—0..., les équ. de condition 
données; on multiplier leurs varaio du, dv... , par des in- 
déterminées à, x’. ; ce qui donnera au EX dv +... , fonction 
connue de dx, de, dy,... Ajoutant cette somme à gi L, 
on aura 


DoS b pasu +\èv+...=0... (E). 


On traitera toutes les variations dx,, dx, . . , comme indé- 
pendantes, et égalant leurs coefficiens à zéro, on éliminera 
entre ces équ. les indéterminées à, x... On parviendra par ce 
calcul au même résultat que par la méthode précédente ; car 
on n’a fait que des opérations permises, et l’on obtient ainsi 
le même nombre d'équ. finales. Ce calcul revient à la méthode 
d'élimination donnée dans l’Algèbre (n° 111). 

Il faut observer qu’on ne doit pas conclure des équ. u=0, 
v=o.. ., qu'aux limites on ait du—0, dv—0...; ces condi- 
tions sont indépendantes ,et peuvent fort bien ne pas coexister. 
Si toutefois la chose avait eu lieu ainsi (*), il faudrait regarder 
du—0, dv=—0..., comme de nouvelles conditions, et outre 
le terme aðu, il faudrait aussi comprendre x'àdu... 

4°. Nous ne dirons rien pour le cas où l’une des limites est 
fixe et l’autre assujettie à certaines conditions, ou même tout- 


(*) S'il s’agit d’une question de Géométrie , la courbe cherchée doit, dans 
ce cas, avoir à sa limite un contact d’un certain ordre avec la courbe ou Ja 
surface dont l’équ. est u =0. 
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“qu'il rentre dans les trois cas pré- 


à-fait arbitraire , 
cédens. 


928. Il powi ūssi arriver que la nature de la question 
assujettit les va ns 2x, dy et ðz à de certaines conditions 
données par des équ. «—0,4—0..., et cela indépendamment 
des limites; comme , par ex. , lorsque la courbe cherchée doit 
être tracée sur une darco T donnée, Alors l’équ. (B) ne 
se partagerait plus en trois ,et les équ. (D) n'auraient plus lieu. 
Il faudrait d’abord réduire , comme ci-dessus, les variations 
au plus petit nombre possible dans la formule (B) à Paide des 
équ. de condition , et égaler à zéro les coeficiens des variations 
restantes; ou, ce qui revient au même, ajouter à (B) les termes 
Ade+x 9-H... ; partager cette équ. en d’autres en y regardant 
dx, dy, dz comme indépendantes ; enfin, éliminer les indé- 
terminées À, x... 

Nous ferons observer que ; dans les cas particuliers, il est 
souvent préférable de faire , sur la fonction donnée Z , tous les 
calculs qui ont conduit aux équ. (B) et (C), au lieu de com- 
parer chaque cas particulier aux formules générales précédem- 
ment données. 

Tels sont les princives généraux du calcul des variations : 
appliquons-les à des exemples. 


929. Quelleestla courbe CMK plane (fig. 44) dont la longueur 
MK, comprise entre deux rayons vecteurs AM et AK est la plus 
petite possibel? On a (n™ 803 , 969) s =/y (r°d® + dr) = Z 
il s’agit de trouver la relation r=¢9, qui rend Z un minimum. 
La variation est ' 


37 ert rdo. ddo + dr.ddr 
p VG*dé+dr)  ’? 


(*) Alors la courbe cherchée a lune de ses extrémités assujettie à passer 
par un point fixe , tandis que Pautre doit être ou quelconque, ou située sur 
une courbe ou sur une surface donnée, 
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comparant à l'équ. (4), où Von s =r y =b, a 
rdĝ* d i 
"PEAR , n=T M=6, N= 
les équ. (D) sot 
gs dr r°df 
a 4) 

En éliminant d9 , puis ds , entre ces équ. et ds®=7r*d8"+ dr", 
ou reconnaît qu’elles s'accordent ; en sorte qu’il sufit d’inté- 
grer l’une. Mais la perpend. 4/7, abaissée de l'origine À sur 
une tangente quelconque TM , est 

AI=AMX sin AMT=r sin £, . 
qui équivaut (page 459) à 
7 arm eE s r'd8 GER A 
VF ange)  Vrd+dr) ds 
comme cette perpend. est ici constante, la ligne cherchée est 
droite. Les limites M et K étant indéterminées, l'emploi des 
équ. (C) n’a pas été nécessaire, 
930. Trouver la plus courte ligne entre deux points donnés, 


ou entre deux courbes données. 
La longueur s de la ligne est (Z= fy (dx + dy + dz’), 
(n° 791); il s’agit de rendre cette quantité un minimum; on a 


| dæ dy ds, 
et comparant avec la formule (4), on trouve 
dy dz 


dz 
m= 0; M0, uS n=, N= ds” = : 


les autres coefliciens P, p, æ... sont nuls. Les équations (D) 
deviennent donc ici 


(FE )=0, (L)=0. F) == 0; 
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d’où lon conclut dx = ads, dy = bds et dz= cds. En carrant 
et ajoutant, on obtient a + b°+-c*—1, condition que les 
constantes a, b, c doivent remplir pour que ces équ. soient 
compatibles entre elles. Par la division , on trouve 

dy _d dz 

dr a dx 
les projections de la ligne cherchée sont donc des droites; ainsi 
cette ligne est elle-même une droite. 

Pour en déterminer la position, il faut connaître les cinq 
constantes a, b, c, a’ et b'. S'il s’agit de trouver la plus courte 
distance entre deux points fixes donnés (fig. 85), A(z, 7,2), 
Cz,T, 2), il est clair que dx,, dr, Ayr... sont nuls, et que 
l’équ. (C) a lieu d’elle-même. En assujettissant nos deux équa- 
tions à être satisfaites lorsqu'on y substitue £, , £,, y, etc., pour 
x, y et z,on obtiendra quatre équ. , qui, avec a+ b’ eci, 
détermineront nos cinq constantes. 

Spponis que la 2° limite soit un point fixe C dans le plan 
xy, et la 1° une courbe 4B ,située aussi dans ce plan ; l’équa- 
tion be =ay + a suffit alors. Soit y,—=/fr,, l’ BF de 4B; 


on tire dy =Adx, ; l’équ. (C) devient L= iz sep dr; 


et comme la 2° limite C est fixe, il suffit de Ch IFR 
les équ. dy = Aex, et dz .dxr + dy,.dy =o. En éliminant 
òy, on obtient dx, + 4dy,—0. 

On aurait pu aussi multiplier l’équation de condition... 
dy,— AÏx;=0 par l’indéterminée à, et ajouter à L,, ce qui 
eût AE 


=f; d'où bx=ay+ a", cx = az +b; 


Très, + De dy, dy adde =o, 
| de, dr +21=0. 


d’où mA 0, 2 


ds, ’ ds, 
Éliminant à, on obtient de même dx, + 4dy,— 
Mais puisque le point 4(x,,,7,) est sur notre droite 4C, on 


a aussi bdx =ady ; d'où a——bA,et = -= i ; ce qw 
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fait voir que la droite ÆC est normale (n° 762) à la courbe 
proposée AB. La constante a’ se détermine par la considération 
de la 2° limite qui est fixe et donnée. 

Il serait facile d'appliquer le raisonnement précédent aux 
trois dimensions, on patviendrait à la mème conséquence ; on 
peut donc conclure qu’en général , la plus courte distance 4C 
(fg. 86), entre deux courbes 4B, CD, est la droite 4C qui 
est norinale à l’une et à l’autre. 

Si la plus courte ligne demandée devait être tracée sur une 
surface courbe, dont u=o serait l’équ., alors l'équ. (B) ne 
se décomposerait plus en trois, à moins qu’on n’y ajoutât le 
terme aðu; alors on pourrait regarder dx, d y et dz comme 
sens et l'on trouverait les relations 


de FA fee. . 
dE paso, d c D +=, dE + Mo. 


DE on a les deux pere 


a a) G)i G «(GG GEJ 


qui sont celles de la courbe au 4 
Prenons pour exemple la moindre distance 4’C° mesurée 
sur une sphère qui a son centre à l’origine : d’où 


u = rt y" 2° 0, Er, É DT = 23: 


Nos équations deviennent, en prenant ds constant, . 
zdx=xdz, 2d'y=yd'z, d'où yd'r=xd'r. 
Intégrant, on a 
zdr—dz=ads, zdy—ydz==bds, ydxz—zdy= cds. 
En multipliant la 1°* de ces équ. par—, la 2° par x, la 3° 
par z, et ajoutant, on trouve ay=bx—+ez, équ. d’un plan 
qui passe par l’origine des coordonnées, Ainsi , la courbe cher- 


chée est le grand cercle 4C (fig. 86), qui passe par les deux 
points donnés 4’ et C’, ou qui est normale aux deux courbes 
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AB et C'D, qui servent de limites, et sont domnées ssur la 
surface sphérique. 


931. Lorsqu'un corps se meut dans un fluide, il en éprouve 
une résistance qui dépend de sa forme, toutes circonstances 
égales d’ailleurs : si ce corps est de révolution et se meut dans 
le sens de son axe, la Mécanique prouve que la résistance est 
la moindre possible, quand Féquation de la courbe génératrice 
remplit la condition. 


3 me. 

AK a AN = minimum, d’où Z = Jrdr 

dx’ -+ dy* 14y” 
Déterminons cette courbe génératrice du solide de moindre 
résistance. En prenant la variation , on trouve 


mydr dz _ —2yy? 


m= o, Fr td) (y) P—=0..... , 
EE a AAE aas- a NC ada de 
Setir ip VO Gr 


la 2° équ. (D) est M — d N= 0; et il suit du calcul qu'on vient 
de faire sur Z, que 


ZAN RT NIA 
d(: 22) =MG + Na =y AN + Này’, 


à cause de M=dN. Ainsi , en intégrant , on a 
EL e II ASTE) 
— =Ny = è 
MT CHY 
Donc a(1-4 y)’ =2yy” Observez que la 1" des équ. (D), 
ou m—dn=o, aurait donné de suite ce même résultat, savoir, 


—dn=0, ou — n = a ; en sorte que ces deux équ. conduisent 
au même but. On a 


ENT =fS Ts [rdr. 
er Sn 07 als 
en substituant pour y sa valeur, cette intégrale est facile à 


obtenir; il reste ensuite à éliminer y” entre ces valeurs de 
T'U: 37 


www.rcin.org.pl 


578 CALCUL DES VARIATIONS. 


x et de y, et l’on obtient l’équ. de la courbe demandée, 
contenant deux constantes qu'on déterminera d’après des 
conditions données. 

932. Quelle est la courbe ABM (fig. 46), dans laquelle Paire 
BODM, comprise entre l'arc BM, les rayons de courbure BO, 
MD, qui le terminent, et l'arc OD de la développée, est un 
minimum ? L'élément de l’arc Fe est ds = dzy (1+7); le 


(+y j: 
T pee 


rayon de courbure MD est =, (n° 773,p. 404) ; le pro- 


duit est l'élément de l'aire proposée, 
y Hr. dx __ (dz°+dy*) 
V2 OS dE 
Il s’agit de trouver l’équ. »=—fx,'qui rend fZ un minimum. 
Prenons la variation Z, et nous bornant à la 2° des équations 
(D), qui suffit à notre objet, nous trouvons 


M=0o, N—dP =4{a, 


de + dr oo, ut er party 


D ARE Fr 28 dr. dy Pat ER 


Or, 
2y2 
a = + Pdy" dr =hady" +dP.y'+Pdy'dr., 
si 
en mettant 4a+dP pour N. D'ailleurs y’dæ=dy', change ces 


deux derniers termes en 


(y'dP + Pdy'")dxr =d(Py"). dz = — (EEN, 


fr 4 =ay + b, 


 G+r Y_ 2(a7° + bydy 
J= 2(a FE) — dr= => (Gyr , 


Donc, en intégrant , 


enfin, 


Run 3 -+ b. arc(tang= y’). 
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D'un autre côté, y= f. A J'x — frdy', ou 

JEJ 2—7 — 5s zdy’ — fbd y’ arc (tang=7’), 
ce dernier terme s'intègre par parties, etl’on a 
y= z — cy — (by — a). arc (tang= y) + f. 


Éliminons Farc tang. entre ces valeurs de æ et de y : 


by=aæ—0o+ Č TA +Y, 
_ (by —ajdz =  bdy—adz 
vVüyr—artg = m CRD er La) 


enfin (IV, p. 444) s=2ÿ/(Gr—ar+8) + h. 


Cette équation, rapprochée de celle dela page 483, montre que 
la courbe cherchée est une cycloïde, dont on déterminera les 
quatreconstantes d’après un égal nombre ter conditions données. 


933. Prenons pour 3° ex. la fonction Z = s étant 


A —h) 

un arc de courbe, ou ds°=—dz"+dy"+d2 + il s'agit de rendre 
fZ un minimum. Ce problème revient à trouver la courbe 4C' 
(fig. 85) suivant laquelle un corps pesant doit tomber, pour 
mettre le moins de temps possible à passer de C’ en 4. (70oy.ma 
Mécanique, n° 192). Formant la variation dz, nous trouvons 


—_ —ds dz + s, ENE" AEN dz 
Faye" dy Gh Dent 777177; s kog — ds(V/z h) 


enfin, m=M=P . .. =0. Les équ. D deviennent 


a mwe trei)» z uveg) =. 


Nous omettons ici la 3° équ., qu’on peut démontrer être com- 
prise, dansles deux autres; condition sans laquelle le problème 
proposé seraitabsurde. En intégrant, et divisant l’un par l’autre 
les résultats, on obtientd y =adzx; ce qui prouve que la projee- 


37.. 
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tion de la courbe sur le plan x y est une droite, et que, parcon= 
séquent, cette courbe est décrite dans un plan perpend. aux x y. 
Prenons ce plan pour celui des xz; la 1"° des équ. (1) suffira , 
et nous aurons kdx=dsy/ (z— h); et comme ds*— dx" + d2, 
dz. V(z— h) 
VE +2) 
on reconnaît que cette équ. est celle d’une cycloïde (voy. p.395) 
dont #? est le diamètre du cercle générateur. 

Quand les limites sont deux point fixes 4 et C' (fig. 85), il 
n’y a aucune autre condition à remplir, si ce n’est de faire 
passer la cycloïde ÆC’ par ces deux points, ce qui détermine 
les valeurs des constantes k et h. 

Si la 2° limite est un point fixe C’, et si la 1°* est une courbe 
AB située , ainsi que le point fixe, dans le plan vertical des xz 
on a dr, = 02, = 0; 


on trouve dz = En posant z= ° + h—u . on 


de dz, j 
et — yE h t uyu mni: 
Il suffit de rendre Z, nul, en ayant égard à la 1° limite qui est 
une courbe 4B dont x, = fz, est l’équ. donnée. On en déduit 
dx" — Az =ò; multipliant par à, ajoutant à Z, on trouve les 
deux équ. 
dz, x. dz, 

ds y (z, —h) HA 0; ds y (z, —h) 
En éliminant à, on obtient dz, + 4dz'=o0. La cycloïde devra 
donc couper à angle droit la courbe donnée 48; la constante k 
sera déterminée en comparant l’équ. de la cycloïde à la précé- 
dente. 

On trouvera dans les trois dimensions la même conséquence, 
de sorte que la courbe de plus vite descente, en partant d’une 
courbe quelconque CD (fig. 86), pour aller à une autre 4B, 
est une cycloïde 4C normale à ces deux dernières. La même 
chose aurait aussi lieu si les deux limites étaient prises sur deux 
surfaces courbes, ainsi qu’on peut s’en convaincre. 

Quand la courbe doit être tracée sur une surface donnée par 


— Aa =o. 


www.rcin.org.pl 


CALCUL DES VARIATIONS. 581 
son équation v=o, l’équ.(B) ne se partage en trois équ. qu'après 
avoir ajouté aðu, ce qui donne, au lieu des équ. (1), trois équ. 
entre lesquelles, éliminant à, on aurait celles de la courbe 
cherchée. Si l’on avait pour limites deux points fixes, les cons- 
tantes seraient déterminées par la condition que la courbe 
passât par ces deux points : lorsqu'on a pour limites deux 
courbes, celle qu’on cherche doit les couper à angle droit 
comme ci-dessus. Ainsi , le reste du problème est le même dans 
les deux cas. 


934. Quelle est la courbe BM (fig. 78) dont la longueur 
est donnée, qui passe en B et en M, et qui interceple entre ses 
ordonnées terminales BC, PM et l'axe Ax, l'aire la plus 
grande ? fyàx doit être un maximum, Vare s étant constant : 
il faut donc combiner la variation de [Z —fydx avec celle de 
JV (dx? + dy’) — const. = o, suivant ce qu’on a vu n° 928, 
afin de pouvoir partager l’équ. B en deux autres. On trouve 
pour la variation complète 


lii grd dèy MEME t ady Ar ar NN o. 


ss d 
d'où m=0, n—=Y +2 pe M=dx, N=, 


dz dr — 
et PSST, =c, 1—a; =d. 


Ces équ. sont identiques, puisqu’en intégrant l’une ou l’autre 
on parvient au même résultat; on ne doit donc pas éliminer à 
entre elles. La 1"° donne, en mettant W/(dx*+dy°) pour ds, 

dy ER A 6h imada 1), ] , d'où(z—c}+(r—c) =». 

dx J —c 

La courbe cherchée est donc un cercle ; et suivant qu'il tourne 
sa convexité ou sa concavité à laxe des x, l'aire est un mini- 
mum où un maximum. On doit déterminer les constantes c, 
c et à par la condition que le cercle passe par les points Z et 
M, et que Parc BM ait la longueur exigée. Tel est le plus 
simple des problèmes d’/sopérimètres. 
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935. Quelle est la courbe BM (fig. 78) pour laquelle l'aire 
BCMP soit donnée, l'arc BM étant le plus court possible. ? 
On a ici fy (dæ + dy*) = minimum, avec la condition... .. 
[ydx — const. =o. En imitant le raisonnement ci-dessus , on 
obtient 

dr £ Y sg 
d +Har =c, 1x — 6 rA 
équ. visiblement les mêmes que celles que nous venons de 


trouver : le cercle est donc encore la courbe demandée. 


936. On demande qu'elle doit étre la courbe MK (fig. 44) 
La plus courte possible, l'aire MAK comprise entre les deux 
rayons vecteurs AM, AK étant donnée ? 

On doit avoir s = f4/(dx°?+ dy*) = minimum, avec la con- 
dition (n° 969), fi(xdy — ,ydx) = const, : ce qui donne 
dx.dx+dy.ddy 
DE ” 


aya (Eix) = 0, tade ($+ rar) o. 


Ces équ. s'accordent visiblement, et il suffit d'intégrer la 1°°, 
à étant une constante arbitraire ; il vient 


+ (dy. dx + x.dðdy—dx.ðr—yr .ðdz) =o. 


ary +c= Z, ou (ay + e)dy= dzy [t — (ar + c}]. 


On fera ay -+ c = z, et l'intégration sera facile (n° 809, IV) : 
on trouvera (ax + b)* + (ar -+ c) = 1, ou, si l'on veut, 
(x +b’) + (y +cY = k’. La courbe cherchée est donc un 
cercle, assujetti à passer par les points M et K , et à former 
Yaire MAK de grandeur donnée. En sorte que toute autre 
courbe, passant par deux points Met K de cette circonférenee, 
et formant la même aire, aurait Parc intercepté dans l'angle 
MAK plus long que Parc de cercle , quels que soient les points 
M et K. On verra de même que le cercle répond aussi au pro- 
blème inverse : de toutes les courbes, d'égale longueur entre 
deux points donnés, quelle est celle dont l'aire MAK est un 
maximum ? 
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937. Parmi toutes les courbes plames , terminées par deux 
ordonnées BC, PM (fig. 71), qui engendrent dans leurs révo- 
lutions des corps dont l'aire est la méme, on demande quelle 
est celle qui produit le plus grand volume ? 


On a fx y'dx = maximum , et [257 V(dx°+ dy°)= const. 


D'où il est facile de tirer 


ai EE E ER wany, 


Ces équ. s'accordent entre elles, et la 1™ donne 


(c=) dy 
e ia eer] 
Si la constante c = 0, on trouve dx = Tean d’où 


(x — b)’ + 7° = 4x; équ. d’un cercle dont le centre est en 
un lieu quelconque de l'axe des x, et qui doit passer par les 
deux points donnés. Toutefois ce cercle ne répond au problème 
qu’autant que l’aire engendrée par la révolution de Pare CH 
se trouve avoir l'étendue exigée : en effet , l’équ. intégrale ne 
renferme que deux constantes , qu’on déterminera par la con- 
dition que la ligne passe par les points € et M. La solution 
générale du problème est donnée par l’équ. (1). 


938. De toutes les courbes planes, d'égale longueur entre 
deux points donnés , quelle est celle qui , dans sa révolution , 
engendre un volume ou une aire maximum ? 

Dans les deux cas, fÿ/(dx* + d y°)= const. En outre, dans 
l'un fzy°dx, et dans l’autre f2r7ds (n° 792), doit être ur 
maximum. D'abord, dans le 1“ cas, Z = 7 y°dx. En raiso™ 
nant comme ci-dessus, on trouve 

NC 2 (er )dr', 
sy’ + Les d'où dr — REC F 


La courbe dont il s’agit ici jouit de la propriété qu/s0t Fayon 
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de courbure R est = o (n° 774, 6°.); en effet, on a 


FL ue à — 1 |, Si ELLE = À 
4 Eh) T= (Cry) T ea 


Cette courbe est l’ÉZastique, dont le rayon de courbure est en 
raison inverse de l’ordonnée. Outre c et à, on a une 3° cons- 
tante; les conditions que la courbe passe par les deux points 
donnés, et ait la longueur exigée, servent à déterminer ces 
trois quantités. 


Dans le 2° cas, Z = f2ay y (dx* + dy’), d’où 
ar ydz +adr A on dy 
"r ! Viery +) eT 
La courbe demandée est une Chafnette (p. 454), dont l’axe est 


horizontal : il ya maximum ou minimum, suivant qu’elle pré- 
sente à l’axe des x sa concavité ou sa convexité. 


939. Quelle est la courbe de longueur donnée s, entre deux 
points fixes , pour laquelle fyds est un maximum? On trouvera 
aisément 


cdy 
EE ds =c, d’où TG ENT 


On obtient la même courbe que ci-dessus. Comme “di est 


l’ordonnée verticale du centre de gravité d’un arc de courbe 
dont s est la longueur ( voy. ma Mécanique, n° 64), on voit 
que le centre de gravité d’un arc quelconque de la chaînette 
est plus bas que celui d’un arc de toute autre courbe terminé 
aux mêmes points. 


94o. En raisonnant de même pour fy*dx = minimum , ei 
[Y'x=const., on trouve y*+ay =c, ou pers Y=c:0n 


a Un droite parallèle aux x. Cum DE at l’ordonnée 
vertiledu centre de gravité de toute aire plane (voyez ma 
Mécanique, n° 68), celui d’un rectangle vertical dont un côté 
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est horizontal, est le plus bas possible. En sorte que toute 
masse d’eau dont la surface supérieure est horizontale , a son 
centre de gravité le plus profondément situé. 

Consultez l'ouvrage d’Euler, intitulé : Methodus inveniendi 
lineas curvas maximi minimive proprietate gaudentes. 


VIII. DIFFÉRENCES ET SÉRIES. 


Méthode directe des Différences. Interpolation. 


94t. Étant donnée une série a, b, c, d...., retranchons 
chaque terme du suivant; d=b— a, b'=c—b,c=d—c... 
formeront la série a’, b',c’, d'... des différences premières. 

On trouve de même la série a", b”, c”, d"..... des diffé- 
rences secondes, a" = b'—a' , b"—=c—b,c"—=d'—c.....; 
celles-ci donnent les differences troisièmes a” = b" — a”, 
b” = c" — b". ..; et ainsi de suite. Ces différences sont indi- 
quées par 4, et l’on donne à cette caractéristique un exposant 
qui en marque l’ordre ; A" est un terme de la suite des diffé- 
rences n°’. On conserve d’ailleurs à chaque différence son signe, 
lequel est —, quand on la tire d’une suite décroissante. 

Par exemple, la fonction y= zx°—9x +6, en faisant suc- 
cessivement x—0, 1,2, 3, 4... donne une série de nombres, 
dont y est le terme général, et d’où l’on tire les différences, 
ainsi qu’il suit : 

pour rx = o, 1, D NL IT US TS CL Qi 
série 7 =6, — 2, — Á, 6, 34, 86, 168, 286... 


diff, 1765 ay = — 8. — 2, 10, 28, 52, 82, 118... 
diff, 2es ay = 6, via, 19, 24, 30, 36...... 
diff. 3e asy = a UV GUETTA... 


942. On voit que les différences troisièmes sont ici constantes, 
et que les différences deuxièmes font une équidifférence : on 
arrive à des différences constantes toutes les fois que y est une 
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fonction rationnelle et entière de x, ainsi que nous l’allons 
démontrer. 

Que dans le monome kx™ on fasse r= 4 ,ß, y... 8, x, à (ces 
nombres ayant h pour différence constante), on a la série 
ka™, kê” , ky™... ke, kum, kam. Comme z = à — h en déve- 
loppant kx™ = k (x— h)", et désignant par m, A’, A”... . les 
coefficiens de la formule du binome, on trouve 

KG) = kmha® a kA haa kA"... 
Telle est la différence première entre deux termes quelconques 
de ja série ka", kg", ky™.... La différence entre les termes 
qui précèdent , ou A(x"— 4"), s’en déduit en changeant à en x, 
x» en 0; et comme x—=à—h, il faut mettre à—} pour à dans ce 
2° membre : 

kmhQ- he ARR). km C4 -4m(m-1)]kh’a", 


Retranchant ces résultats, les deux premiers termes disparais- 
sent , et il vient, pour la différence 2° d’un rang arbitraire, 


km(m —1) am BRAS ER... 


Changeant de même À en à—} dans ce dernier développement, 
et retranchant, les deux 1°" termes disparaissent, et l’on a poux 
différ. 3°, 
km(m—1) (m—2)kan-3— k B'ham., ., 

et ainsi de suite. Chacune de ces différences a un terme de moins 
dans son développement que la précédente; la 1" a m termes ; 
la 2° en a m—1, la 3° m—2....., etc. ; d’après la forme du 
1° terme , qui finit par rester seul dans la différence m‘, on voit 
que celle-ci se réduit à la quantité constante 1.2,3...mAhh". 

Si dans les fonctions M et N ,on prend pour x deux nombres, 
les résultats étant m et n, celui qui provient de M-N est 
m n. Soient de même m’ et n’ les résultats donnés par deux 
autres valeurs de x; la différence 1"*, provenue de M+N, 
est visiblement (m — m’) + (n—n'). Il faut en dire autant 
des différ. 3“, 4°. ..: la différ. de la somme est la somme des 


différ. 
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Done, si l’on faitz—#+,8,7.... dans Az" parmi... 
la différ. (n—1)* de px"! étant constante, la m“ sera nulle, 
donc pour notre polynome la différ. m° est la même que s’il 
n’y avait que son 1° terme kzx". Donc, la différence m° est 
constante, lorsqu'on substitue à x des nombres équidifférens, 
dans une fonction rationnelle et entière de degré m. 


943- On voit donc que, si l’on est conduit à substituer des 
nombres équidifférens , ainsi qu'on le fait pour résoudre une 
équ. numérique (page 92 et 216), il suffira de chercher les 
(m +) 1° résultats, d’en former les différences 1°, 2%... : 
la m° n’aura qu’un terme; comme on sait qu’elle est constante 
et=1.2.3...mkk", on prolongera cette série à volonté. On 
prolongera ensuite , par des additions successives, la série des 
différ. (m—1}‘* au-delà des deux termes connus ; celle de 
(m—2)" sera de même prolongée...; enfin la série des ré- 
sultats provenus de ces substitutions, le sera aussi, autant qu’on 
voudra , par simples additions. 


C’est ce qu’on voit dans cet ex. : z'—2—27-+ 1. 


=. 0 1 a AEA 000 65 06: 6-46: 6. 16.7 


donne... 1.— 1. 1. 13 2%, £, Lo. 16..22:.28 34. 40... 
are diff. — 2. 2. 12 res, — 2. 12. 28. 50. 78. 112... 
Dre 4 10 Résultats 1. — 1. 1. 13. 41. 91. 169... 
EAN = EG ia Pour r= o. As LL Be 6. 


Ces séries se déduisent de celle qui est constamment 6.6.6... 
et des termes initiaux déjà trouvés pour chacune : un terme 
s'obtient en ajoutant celui qui est à sa gauche, avec le nombre 
écrit au-dessus de ce dernier. On peut aussi continuer les séries 
dans le sens contraire, pour obtenir les résultats de. ..... 
æ=—1,—2,—3.... Un terme s'obtient alors en retranchant 
le nombre inscrit au-dessus de l’inconnue de celui qui est à 
droite de celle-ci. 

Dans le but qu’on se propose, de résoudre une équ., il n’est 
plus besoin de pousser la série des résultats au-delà du terme 
où l’on ne doit rencontrer que des nombres de même signe, 
ce qui arrive dès que tous les termes d’une colonne quelconque 
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sont positifs du côté gauche ,et alternatifs dans le sens opposé, 
puisque les additions ou soustractions qui servent à prolonger 
les séries conservent constamment ces mêmes signes aux résul- 
tats. On obtient donc, par cette voie, des limites des racines 
soit positives, soit négatives. 


944. A lavenir, nous désignerons par y, la fonction de x 
qui est le terme général de la série proposée, et engendre {ous 
les termes, en faisant v= 0,1 , 2, 3. . . ; par ex. , y5 désignera, 
qu’on y a faitz =5, ou qu’on a égard au terme qui en a 5 
avant lui (le nombre 91, dans le dernier ex.) D’après cela, 


Ji Jo Aos Ji Ji AJ Js— Pa AT 3 »- 
AFi AV =S To BVa API AT 15 AY 3 —8T a AT see « 
VA TA Tor AT a Ta AT 15 A Ya etc. 
En général, 
Je Jan A Jar 
AV a AJr = Ye is 
AY 7 Pr = NY 3 ete. 
945. Formons les différences de la série quelconque 


Pa ENT AN PRE ES 
PE AU LE AA ES TT 
A3... a,b".c".d".... 
AV ire 87287507 08 0 


b=a+e, c=b +, d =c +c.... 
b =d +a, = +b", d'=c +c.... 
b" =a" pa", c'=b" He, d'=c" he"... 
BE a" paix, D Li, Ac" Ho... 


» 
L 
» 
» 


En éliminant 8, b’, c,e'...., des équations de la 1" ligne, on 
réduit le 2° membre à ne contenir que a, 4’, a"..... On peut 
auisi obtenir des valeurs de a’, a”, &”..., qui ne renferment 
aucune lettre accentuée : on trouve 


b=a4 a ,c=a4 2d +a", d=a+3a + 3a" + a", 
e =a 44a + ba" + fa"+a", f =a + 5a + 10a" etc. 
d'=b—a;a"=c—2b +a, d =d—3c +3b—a... 


Comme les initiales a’, a”, a"... sont AYo, AoA Yoe ? 
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et que a, b, č, d... sont Fo, Yi: J 25.93: +, On trouve 
T= 0+ AJo» | A Vo= m Jos 
Is =o +24 t iTo, AV =Sam 2S F T0) 
V= 04387043 VHA os | So T 38, +3 — To, 
TT +447 +64 70 ete. MY 4—4 Js +67 etc. 
En général, 


DT TE yte TETE Syo. (4), 
n=——1 N—1 1-9 
A Yo =n — Nnm Hn n Jn-2n 2. nd gt @ Tn=3+.(B), 


946. Ces équ. donnent, l'une un terme quelconque de rang 
x (le terme général de la série), quand on connaît le 1° terme 
de tous les ordres de différences ; l’autre l’initial de la série 
des n“ différences, connaissant tous les termes de la série 
Yos Yı» Ya. Pour appliquer la 1°° à l'ex. du n° 9f3, on fera 

Soi, Fe=—2, Aoh, d=6, M0... 
d'où Fr —=1—22 +22 (2x —1) Hx (x —1) (x-2) = 222247. 

On se grave dans la mémoire les équations (4) et (B), en 

remarquant que 

Jz=(1 44y.) = (y—1)", 
pourvu que, dans les développemens de ces puissances, on 
transforme les puissances de 4y° ,en exposans de 4 ,pour mar- 
quer l’ordre des différences, et les puissances de y en indices, 
mais il faut qu’on mette y° au lieu du 1° terme 1. 

947. Quelle que soit la série proposée a,b,c,d. .., on peut 
toujours la concevoir tirée d’une autre dont on aurait omis 
périodiquement certains termes , par ex., dont on aurait pris 
les termes de 2 en 2, ou de 3 en 3, ou de 4 en 4... Étant 
donnée la 1"° série a, b, c.... ou plutôt son terme général 
Y:(équ. 4),proposons-nous de retrouver cette suite primitive, 
que nous désignerons par 

ag d 00 RON ee c'ets (OF: 


On voit qu’on suppose ici que À — 1 termes ont été supprimés 
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entre a et b , autant entre b et c....., lesquels termes étaient 
soumis à la même loi de génération que la série a.b.c... qui en 
fait partie. L’interpolation consiste à insérer entre les termes 
d’une suite proposée , un nombre désigné de termes soumis à 
la même loi : pour interpoler, il faut donc trouver ces inter- 
médiaires , ou plutôt le terme général de la série (C). Il suffit 
visiblement de poser dans l’équ. (4), terme général de a,b,c... 


la condition x = Ts marquant le rang d’un terme de la nou- 


velle série (C); car en faisant 


E Dit JM TSN h,h+1,h +... 2h... ete., 
ona r = 0,... (h—1) termes.. 1... (h— 1) termes...2... etc. 
On retrouve donc ainsi les mêmes nombres a, &,c..., que si 
l’on eût fait r =0, 1,2... dans 4, et en outre À—1 termes 
intermédiaires. Cette substitution conduit à 


— h)a’ , z(2—h) (z— 2h)? 
IEIET E p Ema in + 26208 etc... (D). 


Cette équ. donnera y+ quand æ =z, z étant entier ou 
fractionnaire. On tire de la série proposée, a, b, c, d..., les 
différences de tous les ordres , et le terme initial de ces séries 
représente 4', 4°... 

Mais, pour pouvoir appliquer cette formule , il faut qu’on 
soit conduit à des différences constantes , afin qu’elle soit ter- 
minée ,où au moins qu’elle ait pour A', 4*.... des valeurs dé- 
croissantes qui rendent la suite D convergente : le développe- 
ment donne alors la grandeur approchée d’un terme répondant 
à æ—z; bien entendu qu’il ne faut pas que les facteurs de A 
croissent assez pour détruire cette convergence, ce qui restreint 
z à ne pas dépasser une limite. 


Par ex., on trouve n° 364, X que 


l'arc de 60° a pour corde 1000,0 


a% RS Dre 1074 ,6 AA At = — 2,0 
Os vu as ADD 1147,2 7053 eue 3. 
AN Pre SO 1217,5 
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Puisque la différence est à peu près constante, du moins de 
Go? à 75°, on peut, dans cette étendue , employer l’équ. (D); 
faisant k=5, il vient, pour la quantité à ajouter à y,=1000, 
3-74,6.2—% 2 2(2— 5) —15,12.2—0,04.2. 
Ainsi , en prenant z=1,2,3..., puis ajoutant 1000 , on en tire 
les cordes de 61°, 62°, 63°....; et mème prenant pour z des 
valeurs fractionnaires, on a la corde d’un arc quelconque 
intermédiaire entre 60° et 75°. Mais on ne doit guère étendre 
l'usage des différences ainsi obtenues, au-delà des limites d’où 
elles ont été tirées. Voici encore un ex. 


Ona log 3100 = Ym = 4913617 o 
log 3110 = 4927604 ee gor = 
log 3120 = 4941546 9 soi. 
log 3130 = 4955443 

Nous considérons ici la partie décimale du log. comme étant 

un nombre entier. En faisant k=10, il vient, pour la partie 

additive à log 3100, 

1400,95.z—0,225.2?. 

Pour avoir les log. de 3101, 3102,3103...,0n fera z—1,2,3..., 

et même, si l’on veut log. 3107,58, on prendra z= 7,58, d’où 

résultera1 0606 pour quantité à ajouter au log. de 3100; savoir, 

log. 310758 = 5,4924223. Voy. mon Astronomie pratique , 

n° 77, et ma Géodésie, n° 378. 


948. Ces procédés s’emploient utilement pour abréger le 
calcul des tables de log. de sinus, de cordes, etc. On se borne 
à chercher directement des résultats d’espace à autre, et on 
comble ensuite l'intervalle par Interpolation. 

Le plus souvent la série proposée a, b,c..., ou la table de 
nombres qu’on veut interpoler, répond aux rangs 1,2,3..., 
alors h=1, et l’on cherche quelque terme intermédiaire à y, 
et y, répondant au A z; l'équ. (D) devient alors 

Z—1 2—2 


pe BE z oog S tete... a (E) 


1°, Quand il arrive que 4? est Se ou très petit, la série se 


JT ot 24142, 7 
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réduit à ++ 24; d’où l’on tire que la diff. za’ croit propor- 
tionnellement à z; c.-à-d., qu'il faut ajouier à y, une partie 
de A" proportionnelle àz. Nous avons fait souvent usage de cette 
remarque (n°* 91, IT, et 626). 

2°. Lorsque 4° est constant , ou 4* très petit, ce qui arrive le 
plus souvent, 

J= ot z [a+ (—1)4*] 4 

Ainsi formez :(z—1) 4°, et corrigez A' de cette quantité; 
puis considérez la série comme ayant ce résultat pour diffër. 
1", et que la diffër. seconde y fút nulle; ce qui ramène la re- 
cherche au cas précédent. Par ex. 


log 310 = 2,4913617 = Yo 13087=a' 


log 311 = 27604 — 45 —=4 
log 312— 41546 LE — 45 
log313— 55443 13097 


Comme les 4° sont constans, pour avoir log 310,758 , on fait 
z= 0,78, d’où : (z—1) A°=0,121 .45 — 5,445; ajoutant à 
4',on a 13992,445 qu'il faut multiplier par z ; le produit est 
10606,27; dont log 310,758 =2,4924223. 

3°. Quand A’ est constant, ou que A4 est négligeable , la 
série (Æ) n’a que quatre termes, et l’on voit qu’il faut corriger 
A° de = (z — 2) A, et regarder cette quantité 4* comme une 
différ. 2° constante ; et ainsi de suite. 

On peut voir des applications de cette théorie à la p, 101 des 
tables de log. de Callet, où l’on calcule ces log. avec 20 déci- 
males. 

4°. Réciproquement, si les termes y, et y, sont donnés et 
qu’on demande le rang z du 1“, la différ. 2° étant constante , 
on a 

ae 
2 = y Dp à rc . (F). 
On fait d’abord le calcul en négligeant le 2° terme du dénom., 
ce qui donne une valeur approchée de z, qu’on substitue en- 
suite pour z dans la formule (F) sans y rien omettre. 
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Si l'on connaît le résultat du calcul, dans l’ex. précédent, on 
en tirele numér. 7z — yo = 10606, qui, divisé par A' = 13987, 
donne une 1"* approximation, z — 0,758 : cette valeur mise 


pour z, dans F, donne z — 106 _ 0,798. 


Le problème inverse se résoudra de même lorsque A? sera 
constant, etc. (7. Conn. des Tems, 1819, p. 303.) 


949. Voici une manière commode de diriger le calcul quand 
A* est constant, et qu’on veut trouver n nombres intermé- 
diaires successifs entre y, et y,. En changeant z en z+1 dans 
(D) et retranchant, on a la valeur générale de la différ. 1"° 
pour la nouvelle série interpolée : faisant de même sur celle-ci, 
on obtient la différ. 2°, savoir : 

Différ. 1°, = + N PEL, Différ. 2°, =. 
On veut insérer n termes entre Yo et Yi; il faut prendre 
h= n + 1; puis faisant z = 0, ona le terme initial des diffé- 
rences ‘ 

ge mt US 
— (n+) “n+ 
on calculera d° , puis à; ce terme initial A! servira à composer 
la suite des différences 1"° de la série interpolée (® en est la 
différ. constante); puis, enfin, on a cette série par de simples 
additions. 

Veut-on, dansl’ex. dela p.591, calculer les log. de3101,3102, 
3103..., on interpolera 9 nombres entre ceux qui sont donnés : 
d'où n =9,d"—— 0,45, = 1400,725. On forme d’abord 
l’équidifférence qui a d' pour terme initial, et — 0,45 pour 
différ. constante , les différ. premières sont 
1400,725, 1400,275, 1399,825, 1399,375, 1398,925... 
Des additions successives, en partant de log 3100, donneront 
les log. consécutifs qu’on cherche. 


Je suppose qu’on ait observé un phénomène physique de 12" 
T. I. 


—;nd ; 
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en r2", et que les résultats mesurés aient donné 


AE... 18:98 


Si je veux trouver l’état qui répond à 4, 8", 12}. .., j'inter-. 
polerai 2 termes, d’où n =2, d =16, d'— 58; composant 
l'équidifférence qui commence par 58, et dont la raison est 16, 
j'aurai les différences 1"* de la nouvelle série, et par suite 
celle-ci : 


Diff. 13 t... 58.74 . 90 . 106.122.138..., 
Série. s... o 78.136.210.300. 06.528.666... , 
01,4%, 85, rat, 167520, 24.a sis 


‘La supposition des différ. 2° constantes convient à presque 
tous les cas, lorsqu'on peut choisir des durées convenables. 
On fait fréquemment usage de cette méthode en Astronomie ; 
et même quand l'observation, ou le calcul, donne des résul- 
tats dont les différ. 2° offrent une marche peu régulière, on im- 
pute ce défaut à des erreurs , qu’on corrige en rétablissant une 
marche uniforme. 


950. Les tables astronomiques, géodésiques..., se forment 
d’après ces principes. On calcule directement divers termes, 
qu’on prend assez rapprochés pour que les différences 1" ou 2° 
soient constantes; puis on interpole pour obtenir les nombres 
intermédiaires. 7”. mon Astronomie pratique, n° 78. 

Ainsi, quand une série convergente donne la valeur de y, à 
l’aide de celle d’une variable z; au lieu de calculer y chaque 
fois que x est connu, quand la formule est d’un fréquent usage, 
on détermine les résultats y pour des grandeurs de x graduelle- 
ment croissantes, de manière que les y soient peu différens : 
‘# inscrit, en forme de table, chaque valeur de y près de celle 
iex, qu’on nomme l’ Argument de cette table. Pour des nombres 
+ intermédiaires, de simples proportions donnent y, comme 
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on l’a vu pour les log. (1% vol., page 123), et à la simple 
inspection, on obtient les résultats cherchés. 

Quand la série a deux variables, ou argumens, x et z, les 
valeurs de y se disposent en table à double entrée, comme celle 
de Pythagore (n° 14); en prenant pour coordonnées x et z, le 
résultat est contenu dans la case déterminée ainsi. Par ex., ayant 
pris z—1, on rangera sur la 1™ ligne toutes les valeurs de 
F? correspondantes à r= 1,2, 3...; on mettra sur une 2° ligne. 
celles que donne z= 2; dans une 3°, celles de z= 3. . . Pour 
obtenir le résultat qui répond à x =3 et z= 5, on s'arrêtera 
à la case qui, dans la 3° colonne, occupe le 5° rang. Les va- 
leurs intermédiaires s’obtiennent d’une manière analogue à ce 
qui a été dit. Z. p. 21 et 24. 


951. Nous avons supposé jusqu'ici que les x croissent par des 
équidifférences. S'il n’en est pas ainsi, et qu’on connaisse les 
résultats y —=a, b, c, d... provenus des suppositions quel- 
conques z—4, B, y, d..., on peut recourir à la théorie ex- 
posée n° 465, lorsqu'il s'agissait de faire passer une courbe 
parabolique par une suite de points donnés : ce problème n’est 
en effet qu’une interpolation. On peut aussi opérer comme il 
suit. 

A l’aide des valeurs correspondantes connues a, #, b, 8..., 
formez les fractions consécutives : 


b—a c— b d — e e—d 
A= R fr 2’ 4= z y’ AS.) 

44 AA, AA, 
B am À er 7 1 B= eu 

B,—B B,—B, _C—c 
C=- RE Re bss... , Danse . 


Éliminant entre ces équ. , on trouve successivement 
b =a + A(B—a4), 
c =a -4 Aly — e) + Bly — 2) (y— ê), 


d =a 4 A(2—a) + B(A — a) (L) L Ca) (Ae) rh 
38.. 
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et en général 

Ya=a + A(z—a) + B(x—a)(x—f)+C(x—e)(x —f) (x —3)… 
On cherchera done les différences 1™ entre les résultats a, b, 
c..., et l’on divisera par les différences entre les suppositions 
a, Ê, y., ce qui donnera À, 4,, 4,...; traitant ces nombres 
d’une manière analogue, on en déduira B, B,, B,...; ceux-ci 
donnent C, C.... ; et enfin substituant, on a le terme général 
demandé. 

En exécutant les multiplica tions, l'expression reçoit la forme 
a+ ax +a"x*.... de tout polynome rationnel et entier; cela 
vient de ce qu’on a négligé les différences supérieures (n° 942). 
Corde de 60° =1000 35} 4,5 


Guen. P EE Bopi t B =— 0,035 


65. 10 =1077 . B=—0,03 
69. o =1133 6 r Yp 
ona aoa bana a d—=0;: 


On peut négliger les différences 3%, et poser 
Yz=10004#15,082.z—0,035x°. 


952. En considérant toute fonction y+, de x, comme étant 
le terme général de la série que donnex=m,m+h,m+2h..., 
si l’on prend les différences entre ces résultats, pour obtenir 
une nouvelle série , le terme général sera ce qu’on nomme la 
Différence première de la fonction proposée y+, qui est repré- 
sentée par AYz. Ainsi, on obtient cette différ. en changeant x 
en x+h dans y+, et retranchant y; du résultat; le reste en- 
gendrera la série des différences 1", en faisant x =m, m + h, 
m+ 2h, etc. C’est ainsi que 

x (x+h) g’ 
apr a+z+h apr 
Il restera à réduire cette expression , ou à la développer selon 
les puissances de A... 

En général , il suit du théorème de Taylor, que 


Arey hhi kHH... 


Jak donne Ay: = 
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Pour obtenir la différence 2°, il faudrait opérer sur Ay,, comme 
on a fait pour la proposée ; et ainsi des différences 3°, 4°... 


Intégration des Différences. Sommation des Suites. 


953. L'intégration a ici pour but de remonter d’une diffé- 
rence donnée en x, à la fonction qui l’a produite; c.-à-d. de 
retrouver le terme général y, d’uné série Vm, myhy mpar 
connaissant celui de la série d’une différence d’ordre quel- 
conque connue. Cette opération s'indique par le signe 2. 

Par ex, , Z(3æ4-7—2) doit rappeler l’idée suivante, sachant 
que À = 1 : une fonction y, engendre une série, en y faisant 
æ=0,1,2,3,.,; les différences 1" qui s’ensuivent forment 
une autre suite dont 3x? + x — 2 est le terme général (elle est 
ici — 2, 2, 12, 28...). L'objet qu’on se propose en intégrant 
est donc de trouver Ys, fonction qui, si l’on met æ+41 pour x, 
donnera, en retranchant, le reste 3z’ r — 2. 

Il est facile de voir que, 1°. les signes 2 et A se détruisent 
(comme f etd); ainsi , EAfx =fx. 

2°. A(ay)=aAy; donc Zay = ar. 

3°. Comme A(4t— Bu)= Aût— Blu, de même, on a 
E(Ai— Bu)= AZI— Bu, t et u étant des fonctions de x. 


954. Le problème de déterminer y; par sa différence 1", ne 
renferme pas les données nécessaires pour être résolu compléte- 
ment; Car pour recoimposer la série provenue de yz, en partant 
de — 2,2, 12, 28... , faisons le 1° terme y,=—a, nous trou- 
vons; par des additions successives , a, a—2, a+ 2, aà+12…., 
et a demeure arbitraire. 

Toute intégrale peut être considérée comme eomprise dans 
Véqu. (4) (p. 589); car en prenant v=o, 1, 2, 3..., dans 
la différence 1°° donnée en x, on formera la suite des diffé- 
rences 1"; retranchant celles-ci consécutivement, on aura les 
différences 2°, puis les 3‘, 4%... Le terme initial de ces séries 
sera A'y,, Â’ Yo». -, et ces valeurs substituées dans (4) don- 
nent Ys Ainsi, dans l'exemple ci-dessus (qui n'est que celui 
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du n° 943, quand a—1), on a (n° 946) 

0'Yo=—2, AY =k, Ayb, 4fy,=0...; 
d’où Vs =To— 27 — 2 + x, 

En général, le 1% terme y, de l’équ. (4) est une constante 
arbitraire, qui doit s’ajouter à l'intégrale. Si la fonction donnée 
est une différence 2°, il faudra, par une 1°° intégration, re 
monter à la différence 1™, et de celle-ci à y, ; ainsi, l’on aura 
deux constantes arbitraires; et , en effet, l’équ. (4) fait con- 
naître encore Yz, en trouvant 4°, A3... ; seulement y, et A' 7o 
restent quelconques. Et ainsi des ordres supérieurs. 


955. Proposons-nous de trouver 2x", l’exposant m étant 

entier et positif. Représentons ce développement par 
EL =p’ + ge prr.. n, 

a,b,c... étant des exposans décroissans qu’il s’agit de déter=. 
miner, aussi bien que les coefliciens p, g... Prenons la différence 
1"*, en supprimant le £ au 1“ membre, puis changeant x en 
x-+h dans le 2°, et retranchant. En nous bornant aux deux 
1°™ termes, nous avons 


a” pahe + ipaa =i) x>... 4 gbh.. 
Or, pour que l'identité soit établie, les exposans doivent donner 
les équ. a—1=m, a—2—b—1; d'où a=m-41, L= m; de 
plus, les coefliciens donnent 


1=pah,— }pa(a—1)h=4qb ; eg eee rest q=—; 


Quant aux autres termes, il est visible que les exposans sont 
tous entiers et positifs; et l’on peut même reconnaître qu’ils 
manquent de 2 en 2; c'est, au reste , ce qui suit du calcul ci- 
après. Posons donc 


ELP = parti Lam LE arm LE Gomes pans, hé 


et déterminons ø, &, y... Prenons, comme ci-dessus, la diffé- 
rence 1"° en mettaut x + h pour æ, et retranchant : et d’abord 
ea transposant pr”t'—4 x", on trouve que le 1° membre, à 
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cause de ph(m +1) =1, se réduit à. 


— — 4 + 5 
g Ej PS Makipa SE pae, 
Pour abréger, nous omettons ici les termes du développement 
de 2 en 2 ,que le calcul prouverait s’entre-détruire ; et nous dé- 
signons par 1, My 4’, A”... les coefliciens du binome, Venons- 
en au deuxième membre , et faisons le même calcul sur..... 
ax" Bx, ... nous aurons, ayec. les mêmes puissances 
respectives de x et de h, 


m—2 m—3 m—=2 m—4 
(minah migras 3 a+ m— aar ik 5 CE ER 
m—5 
+ (m3) +m—3 74 A 
+ (m—5)7+.. 
En comparant terme à terme, on en tire aisément 
mh —A" h’ sA“ 


est PSS d T ak 
d'où Von ure onin 
E ME 1 "h h3am=3 
nr m apn à z + mahz” +A bhr 
+ Achir A dia HE. (D). 


Ce développement a pour coefficiens ceux du binome de deux 
en deux termes, multipliés par de certains facteurs numé- 
riques a, b, c..., qu’on a nommés Nombres Bernoulliens, 
parce que Jacques Bernoulli les a le premier déterminés. Ces 
facteurs sont d’un fréquent usage dans la théorie des suites ; 
nous donnerons un moyen plus facile de les évaluer (n° 957) : 
en voici d’avance les valeurs. 


a b = — 1 ’ 


pit ll — $ _ 
129 T209 e= gna) d= ET 
2617 


J=- pis. rs =, im fi... 


996. Concluons de là que, pour obtenir Zz”, m étant un 
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nombre donné entier positif, il faut, outre les deux premiers 


termes TP - a , prendre le développement de (x-} k)”, 


en rejetant les termes de rangs impairs, 1°, 3°, 5°..., et mul- 
tiplier les termes conservés, respectivement par a, b,c..... 
x et h n’ont que des exposans pairs quand m est impair; et réci- 
proquement; en sorte qu’on doit aussi rejeter le dernier terme 
h", lorsqu’il vient en rang inutile; la quotité des termes est 
m+ 2, quand m est pair; et į (m-+}+3) quand m est impair, 
c.-à-d. la même pour un nombre pair et pour l’impair qui suit. 
LL 

Veut-on Zx"? outre Z —:;x", on développera (x+h)", 

et conservant les 2°°, 4°, 6%... termes, on aura 
102%ah -1202 bh? -4 252. . 03 

donc f 


Eve — LAN phahh SAS — LS mA. 


C’est ainsi qu’on obtient 


ASE T 3% Es s 
Zn = 2-2 5, 
te A REEN 
Xri =g ro = À 
6 5 i 
Sn 
= a a +, 
m = g-i Perte, 
Irt 29 _ 2, Ae L Das ahs x 
g a 3 15 TES: K 
Xr9 == 2e Deer qi ne 


xto — etc. (Voyez ci-dessus.) ete. 


oenm a | 


f 
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957. Voici un moyen facile d'étendre aussi loin qu’on veut 
les valeurs des nombres bernoulliens a, ġ, c.... Qu’on fasse 
x=h=1, dans l’équ. (D); Zx" est le terme général de la série 
qui a x" pour différence 1"° ; nous considérerons ici £1, et cette 
série est la suite naturelle o, 1,2, 3.... Prenons zéro pour 


D mer 
m —1 m" iy 3 
TRE Joki + cA +dA' On .+ km. 


En faisant m = 2, le 2° membre se réduit à am, d’où l’on tire 
a—};m=—={ donne am + b 4", ou {a + 4b, pour 2° membre; 
on trouve am + b 4"+ 6c, pour m—6....; ainsi, en procé- 
dant selon les nombres pairs m=—2,4,6,8...., on obtient 
chaque fois une équ. qui a un terme de plus, et sert à trouver 
de proche en proche le dernier terme 2a,4b,6c...mx 


958. Prenons la différence du produit 
J==(z— hja (£ +h) (x+ 2h)... (æ+ ih); 
en mettant x +h pour x, et retranchant, il vient 
Ayz= t (24h) (x4 ah)... (x +ih) X (i+ a)h; 


divisant par ce dernier facteur constant ,intégrant,et remettant 
pour y, sa valeur, on trouve 


Ex(x+h) (x+2h)... (+ 1h) 
T— h F 
= X ææ + h) (x 42h)... (£+ ih). 
Cette équation donne l'intégrale du produit de facteurs qui 
forment une équidifférence. 


959. En prenant la différence du 2° membre, on vérifie 
l'équation 
I 1] 


Fatal. GE) ete) 
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960. Soit ,—a" ; la différence est 
Ays=a"(at—1); d'où y,—=3a"(at—1)=a"; 
donc Za’ = = + const. 


961. L’équ. suivante est n° 8 dansla note de la p. 373, 1% vol., 


cos B— cos A =2 sin į (4 -+ B) . sin 4 (4— B); 


or, 


A cos x = cos (x + h) — cos x =— 2 sin (x + 2h) .sin + h; 
intégrant et changeant x -}- ih en z, on a 


__ cos (z — 4h) 


Z sin z= MT à + const. 
On trouverait de même 
X cos Enorme a + const. 


2sin<h 

Lorsqu'on veut intégrer des puissances de sinus et cosinus, 

on les traduit en sin. et cos. d’arcs multiples (voy. p. 256), et 

on a des termes de la forme 4 sin gx, À cos gx; faisant gx=z, 
l'intégration est donnée par les équ. précédentes. 


962. Soit représentée l'intégrale d’un produit uz par 
Z(uz) =uxzz+t, 


u, z et t représentant des fonctions de x , celle-ci inconnue, w 
et z données. En changeant x en x+h dans u£z+-t, u devient 
u+ Au, 3 devient z + Az,etc.,et l’on a 


uEz + uz + Au.E(z+ Az) ++ At, 


retranchant notre 2° membre uAz +1, on en obtient la diffé- 
rence , ou celle de uz; de là résulte l'équation 


o—=Au.Z(3+#+ Az) + At; d’où 1—=—2%{Au,.x(z+Az)]. 
Donc É(u.z) = uXz— 2[Au.£(z+Az)]; 


cette formule répond à l'intégration par parties des fonctions 
différentielles , p. 445. 
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963. Il n’y a qu'un petit nombre de fonctions dont on sait 
trouver l'intégrale finie; on a recours aux séries quand on ne 
sait pas intégrer exactement. Celle de Taylor Ays =" h +... 
(n° 952), donne 

J'e=h2y +ihzr" Hi., 
où 7’, y"... sont les dérivées successives de 7+. Regardons y” 
comme une fonctionz donnéeen z ; il faudra faire y'=2,7"—2", 
=... etr;=frd42=f7dx;" d'où 

fzdx =hSz 44h Ez His"... ; 
puis Ez= hf zde —1hiz—àhzz"... 

Cette équ. donne £z, quand on sait trouver £7’, £z"... ; pre- 
nons la dérivée des deux membres; celle du 1° sera Zz’, ainsi 
qu’on peut s’en assurer. On tirera de là Zz", puis 2z"... . . j €t, 
même sans faire ces calculs, il est aisé de voir que le résultat 
de la substitution de ces valeurs sera de la forme 

Z2= h~ f2dx + Az + Bhz' + Ch'z'... 
Il reste à déterminer les facteurs 4, B, C... Or, si 2=zx", 
on en tire fzdz, z',z"...,et, substituant, il vient une série 
qui doit être identique avec (D) , et, par conséquent, privée 
des puissances »m—2,m—4... En sorte qu’on posera 
s ah OES  chz" , dk" 
M A e E rE ol 1 ri 

a,b,c... étant les nombres bernoulliens. 

Par ex.,siz=lx,h=1,flx.dr=xlr—x,2=2"", 2"= etc. ; 
donc Elr= CH alr — xs — ile Hart +bx ex etc. 

964. La série a, b,e, d......k, l, ayant pour diflér. 1" 
a’, b',c"..., on a vu (n° 945) que 

b=a4 a, c=b+b, d=c+e....I=k+4K; 
équ. dont la somme donne {= a +- a+ b'+ ed.. HK. 


Si les nombres à’, b’, c’… sont connus, on peut les considérer 
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comme étant les diflér. 1° d’une autre série a,b,c..., puis- 
qu’il est aisé de composer celle-ci à l’aide de la 1°° et du terme 
initial a. Par définition (n°953) nous savons qu’un terme quel- 
conque 7’, pris dans la série donnée a’, b', c'..., n’est autre 
chose que 47, puisque l’=m— 1; en intégrant ľ = AI, on a 
xl =l, ou 
Eb=a+b+e +... 4, 

en supposant l’initial @ compris dans la constante du signe =. 
Donc, en prenant l'intégrale d'un terme quelconque d’une 
série , on obtient la somme de tous les termes qui le précèdent, 


Ve = 0 FI HT see + Var 
Bien entendu que pour avoir la somme de la série, y compris 
le terme général y, , il faut ajouter ys à l'intégrale, ou bien y 
changer x en x +1, ou enfin changer x en æ+4-1 dans y, avant 
d'intégrer. Du reste, on détermine la constante en rendant la 
somme = Yo quand r= r1. 


965. On sait donc trouver le terme sommatoire de toute 
série dont on connaît le terme général, en fonction rationnelle 
et entière de x. Soit Ya = Az" — Ba + C; met n étant 
entiers etpositifs, on a 4Ezx" — Bza" + C22° pour somme 
des termes jusqu’à yy exclusivement. Cette intégrale une fois 
trouvée par l’équ. D, on changera x en x + 1, et l’on déter- 
minera convenablement la constante. 

Soit, par ex., r,—=2(27-— 1); changeons x en x+1,et 
intégrons le résultat ; nous trouvons 


fa +32 — 2 am rpi e= i. 

2.3 = T A | 
on n’ajoute pas de constante, parce que x = o doit rendre la 
somme nulle (voy. p. 25). 

La série 1", 2", 3™, ,, des puissances m“ des nombres natn- 
rels, së trouve en prenaht 5x" ( équ. D) +mais il faut ensuite 
ajouter le 2* terme qui est x", c.-à-d. qu’il suffit de chan- 
ger — x", 2° terme de l’équ. D, en + 1x" : il reste ensuite 
à déterminer la constante, d’après le terme auquel on veut que 


222? + 3Ex + Er 
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la somme commence. Par ex., pour la suite des carrés, on 
prend zx, p. 600, en changeant le signe du 2° terme, et l’on a 
2x Hi æ+i1 À 

OC Hi 
la constante est— 0, parce que la somme est nulle quand v=o. 
Mais si l’on veut que la somme s’étende de n° à x°, elle est nulle 

~ N—1 22— 1 

quand x=n—1; et l'on a const. mn 3 

Cette théorie s'applique à la sommation des nombres figurés. 
Par ex., pour ajouter les x 1° nombres pyramidaux 1.4.10.20 .. 
(p.21), il faut intégrer le terme général ¿x(x + 2) (x + 1); 
om trouve (n° 958) =(x—1)z(x+ 1) (x +2) : enfin il faut 
changer z en æ+1, et l’on a, pour la somme demandée, 
Dax + 1) (x 42) (x +3). La constante est nulle. 


966. Les nombres figurés inverses sont des fractions qui 
ont 1 pour numérateur, et pour dénominateur une suite figurée. 
Le x* terme de l’ordre p est (p. 22) 

1:2.8...(p—1) a c— 1.2.3...(p—1) 
œ+)... œp) paf). (sp) 
est l'intégrale (n° 959). Changeons x en x + 1, puis détermi- 
nons la constante en rendant la somme nulle quand x =o, 
p—' 


pPp—2 


iep irpta. 


nous aurons C= ; et la somme des x 1°" termes est 


tenk 2 EAE TT U iro 
P—2 (p—2)(£ + 1) (+2)... (1+p—2) 
Faisons successivement p=3, 4, 5... ., et nous aurons 


titit de AIPE Perte 

He ESS en 
its RER ne nd 
Hits. THe =- 
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et ainsi de suite. Pour obtenir la somme totale de nos séries, il 


. faut rendre x infini, ce qui donne P= pour la limite dont 


elles approchent sans cesse. 
Pour la série sin a, sin (a +h), sin(a+2h)....,.,ona 
(n° 961) 
+ -e cos(a+hz— 5h). 

Z sin (a+ kx) = C MS: 7 i 
changeant x en x+ 1, et déterminant C par la condition que 
x= — 1 rende la somme nulle, on trouve, pour terme som- 
matoire, 

cos (a—1h)— cos(a+ hr +’ ah) 
2sinżh 


sin (a + ihz) . sin[}h (x + E 


E sin¿ h 


en vertu de l’équ. (8) de la note p. 373, I“ vol. 
La suite cos a, cos (a+), cos (a++ 2h). .. donne de même 
pour terme sommatoire, 
cos (a -+ hx) . sin [1k (x + 1] 
sin 3 h 


FIN. 


s > Eu "es ji NE 


GABINEPMATEMA TY FRET 
Tovaga Eiko 


jpa nai 
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CALCUL DES DIFFÉRENCES. 


Des différences finies, 585 ; interpolation, 589; terme général des suites, 
595; intégrales aux différences finies, 597; sommes des séries, 604. 


FIN DE LA TABLE DU SECOND VOLUME. 
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Erratum du Tome 1. 
Page 443 ligne 2, en remontant, +4/n, lisez Eyn 
Errata du Tome II. 


Pages 27 ligne 11, le 1° dê A, lisez le premier dé A 


33 8, en remontant, m” lisez m” 
273 et 295 lisez TRIGONOMÉTRIE SPHÉRIQUE, au titre de la 
page. 


34o ligne 9, LA k, lisez dk 


363 ligne 11, ajoutez, l est = ou >i 
Ajoutez &la fin de l'art. 626, p. 247, 


La série Æ est peu convergente pour les petits nombres 2, 3, 
5... Voici l’usage qu’en fait Borda (Tableau de log. décimales) ; 


Es e 
m m—n  ,/m—n m—n 
Log MT + (ET + HS) +...) a 


Telle est la différ. entre les log. de deux nombres m et n, 
exprimée par une série très convergente , surtout quand m et 
n sont grands et peu différens. Ainsi, pour m= 101 et n=100, 
le 1“ chiffre significatif du 2° terme n’est que du 8° ordre dé- 
cimal, et dès le nombre 100, on peut se contenter du 1° terme, 
lorsqu'on ne calcule les log. qu'avec 7 chiffres décimaux , et on 
obtient la différ. entre deux log. successifs. 

Pour les petits nombres, Borda pose 


m=(p—)(p+2);n=(p + 1} (p—2) 
il trouye m—n=4, m4- n= 2p? — 6p, et les log. népériens 
2l(p—1)+1(p+2)—21(p+1)—(p+2)= 


, 5 
2 i 2 j 2 
p — 3p +3 Ge) HG +... 
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qu’on fasse successvement p = 5, 6, 7 et 8, on aura 
2l2 — 313 + l1} = nr” 
215 + l2 —217= 2 (95 + 3 (55) + y 
413 — fl — 15 = 2( +) b 
217+ 15 —53= 2 (h Hil.. 

Ces séries rapidement convergentes , sont faciles à en. et 
on tire ensuite les log. de 2, 3,5 et 7 par l'élimination entre 
ces quatre équ. du 1% degré. Haros a imaginé de poser 
m=p"(p+5)(p—5), n= (p + 3)(p—3)(p+4#)(p—4). 


Il obtient ainsi une série procédant selon les puissances im- 


paires de E m rere , qui est tellement convergente , que 


dès p = 12, le 2° terme a son 1° chiffre significatif au 9° ordre 
de décimales. Il obtient ainsi le log. de p + 5, lorsqu'il con- 
naît les log. de p + 4, p +3, p,p —3 et p — 5. 
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